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Option 1 : Travailler ’algebre formelle avant 1’heure?

Transformer des expressions littérales, en
respectant la relafion d'égalité et en ayant en
vue une forme plus commode.

Construire des expressions littérales ou les
lettres ont le statut de variables ou d'inconnues.

uation du premier

Résoudre et vérifier une éj’ |
un probléme simple.

degré & une inconnue issue

Selon les socles, NON

Les ¢leves de 14 ans ont déja beaucoup de difficultés en
algebre formelle => Peu d’arguments scientifiques
soutiennent cette 1dee. ..



Option 2 : Chercher ce qui, en arithmZtique, peut prZparer " 10alg

Du c™tZ des
compZtences 7
certifier ~ 12
ans?

Estimer, avant d'opérer, I'ordre de grandeur
simet
d'un résultat.

Construire des tables d'addition et de
mu|llp|l§:0|l0n, en 'congprencnl leur structure, et
les restituer de mémoire.

Utiliser la soustraction comme la réciproque
de |'addition et la division comme la
réciproque de la mulfiplication.

Dans un calcul, ufiliser les décompositions
appropriées des nombres.

Transtormer des expressions littérales, en
respectant la relation d'égalité et en ayant en
vue une forme plus commode.

Construire des expressions litiérales ob les
lettres ont le statut de variables ou d'inconnues.

Résoudre et vérifier une égluoiion du premier
ré & une inconnue issue d'un probléme simple.

Du c™tZ des
compZtences en
construction ~ 12
ans ?

Utiliser des propriétés des opérations.

Utiliser I'égalité en terme de résultat ef en
terme d'équivalence.

Relever des régularités dans des suites
de nombres.

mmimm

Les socles ne sont p:
dOune grande aide
pour trancher sur cet
questionE




Le but n’est donc pas de déplacer des contenus classiquement
abordés au secondaire vers le primaire mais plutot de réfléchir a
sa manicre d’enseigner 1’arithmétique et 1’algebre, afin d’assurer
une articulation plus harmonieuse entre ces deux domaines.

Arithmetique

Articulation
arithmétique - algébre Algebre




Du c™tZ des Zvaluations CEB/CE1D, des parallZlismes possibl

CEB 2013 CE1D 2016

1l faut semer 30 graines de salade dans 8 pots (6 petits et 2 grands).
Emma fait une randonnée de 54 km en trois jours.

' ' Le 2¢ jour, elle marche 10 km de plus que le 1 jour.
' ' ' ' ' ' Le 3¢ jour, elle marche le double de kilométres parcourus le 2° jour.

Un grand pot contient deux fois plus de graines qu'un petit pot. DETERMINE la distance parcourue le 17 jour.

Combien de graines contiendra un petit pot 2 ECRIS tout ton raisonnement et tous tes calculs.
Combien de graines contiendra un grand pot ?

On retrouve des problemes impliquant des quantitZs indZtermir



CEB 2013 CE1D 2017

Observe cette suite d'assemblages de cubes.

a)  ECRIS le nombre de cubes nécessaires pour réaliser la construction 3. @ & %

COMPLETE Le tableau suivant :

' Numéro de la figure Nombre de cubes
Q : 5 (méme invisibles)

1 1

2 cubes 4 cubes cubes 8 cubes :
2 4
3 9
/2
b)  Des éléves présentent a leur enseignant leurs procédés pour trouver le nombre 4
de cubes nécessaires a la construction 6.

ENTOURE trois procédés possibles.
DETERMINE le numéro de la figure qui comporte 36 cubes.

| 8+2+2 2+2+2+2+2+2| 19-7 | 6x2 | (22:2) +1 |

DETERMINE le nombre de cubes de la figure n®10.

PROPOSE une formule qui permet de calculer le nombre de cubes en fonction du
numéro n de la figure.

Nombre de cubes de la n*™ figure :

On retrouve des activitZs qui incitent ~ gZnZraliser



CEB 2016 CE1D 2016
COMPLETE les égalités. EFFECTUE.
bb+4-b=
® 76,4+839= + 84
(6d-5) - (-2)=
= 792:8=(800:8)-( : 8)

20 - 4a* + 60° =

" 4xTx25= x 100

5m*- m*-m=__
® 128:16=04: - (1-2) =
= 805 - = 800 - 242 (@-2)- (2b+5)=

On retrouve des exercices amenant les Zleves *
transformer des opZrations
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| Les opZrations et | Les opZrations et I0ZgalitZ sont
I0ZgalitZ sont pereues pereues de manisre globale,
comme des commandes comme ayant des propriZtZs
dOactions ~ accomplir mathZmatiques particulieres

I Focus sur les techniques ! Les techniques de calcul sont
de calcul pour elles au service dOune prise de
memes conscience des propriZtZs des

opZrations et de |I0ZgalitZ.
(Carpenter, LeviFranke& Khoeler 2005)



x12

Raisonnements pour effectuer les calculs.
L’accent est mis sur ’application d’une
procédure

11 faut d’abord multiplier 80 par 12. Pour y
arriver, on peut faire 8 x 12 et « ajouter » un
zéro, donc ¢a donne 960.

80 x 12 =960

Ensuite, il s’agit de diviser 960 en 3, cela

donnera 320 car 9: 3 c’est 3, 6: 3, c’est 2
et on « ajoute » un zéro a la fin.

960 :3 =320

80x12:3

Raisonnements pour effectuer les calculs :
I’accent est mis sur une compréhension
fine des opérations a réaliser

Prendre 12 fois le nombre 80 et puis diviser
par 3. cela revient au méme que prendre 4
fois le nombre 80.

12 x 80

T T 1T 1T 1T 71T 717 71T
/\

|

|

v

[ I I I ] [ I I I ] [ I I I ]

4 x 80 4x 80 4x 80

Donc 80x12:3
=80:4
=20
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Vision relationnelle de I’algébre Raisonnements pour effectuer les calculs

Prendre 12 fois un nombre et puis diviser

@ par 3, cela revient au méme que prendre 4

fois le nombre.

12xa
I 1 |

Doncax12:3=ax4
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Premier ZIZment clZ de IQarticulation arithmZBalgebre

dZvelopper une vision relationnelle visant *

- Travailler le sens de 10ZgalitZ

- Faire prendre conscience aux Zleves des propriZtZs des
opZrations.
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CarpenterFranke& Levy (2003)
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2 ZIZments clZs:
- Comprendre que I0ZgalitZ ne dZsigne pas |Oamorce dOun rz

- Parvenir " justifier I0ZgalitZ en fonction dOune analyse des

opZrations plut™t que de passer par le calcul du rZsultat des
opZrations prZsentes dans chague membre de 10ZgalitZ
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Une enseignante demande aux éleves d’effectuer le calcul

17 x 36.
Elle fait comparer les résultats et ils constatent que la réponse correcte
est 612.

Un de ses éléves, Thomas, avait proposé le raisonnement suivant :
J’arrondis 17 a 20 et 36 a 40.
Je sais que 20 x 40, ca donne 800.
Apres, je retire les 3 en trop (17 -> 20) et les 4 en trop (36 -> 40).

La réponse est 793.

L’enseignante demande a Thomas d’€crire sa réponse au tableau et de
I’expliquer a la classe.

Une fois que Thomas (qui savait que 793 n’était pas la réponse
correcte) a eu fini son explication, I’enseignante demande comme
devoir, de comprendre comment Thomas a réfléchi au probleme, et
pourquoi il n’a pas obtenu la bonne réponse.

Que pensez-vous de la réaction de I’enseignante ?

RusselSchifter& Bastable(2011)
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Tant en arithmZtique quOen algebre, les Zlsves reperent des similit
—— avec des regles ZtudiZes, sans chercher " revenir au sens profond
opZrations E



En Ztudiant explicitement la dZmarche de Thomas, et en tentant

dOexpliquer pourquoi elle ne fonctionne pas, les Zlsves ont I0occ
de rZflZchir ~ une propriZtZ de la multiplication (la distributivitZ) de
le but de comprendre le r'™le du 3 et du 4 que Thomas a addition

17+ 3
E a + b
36 ! 2 :
~——3x36 a |
| + |
+ ? |
| b b?
. s
| I :
4 | —3x4
1 I :
———————— ] SRR (a+th! #d + b
17x4

17 x36/~20x407
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Quelle vision de l'algebre peut s’appuyer sur
les apprentissages réalisés en arithmetique ?

Historiquement, I'algebre est apparue lorsqu’'on a commence a réaliser
des opérations impliquant des quantités indeterminées

| Cette capacité a effectuer des opérations sur des quantités
indéterminées est donc une caractéristique essentielle de 'algebre.
(Radford; 2014 et 2018)

Il est tout a fait possible de développer, dans un cadre purement
numeérique, cette capacité a effectuer des opérations sur des
quantités indéterminées.

- Exemples : la résolution de problemes



Martha, Raphaél et Anne ont ensemble 270 porteclés.
Raphaél a le double du nombre de porteclés de
Martha et Anne a le triple du nombre de porteclés
de Raphaél. Combien de porteclés chacun a-t-il ?

Hothe. ; x E?o/_!/_

Qa//ad:xx "ﬁl 36
[

A’/Mu X X x x X Xx -f

Oliveira & RZhaume2014



Trois boites contiennent des bonbons. La deuxiéme boite contient 5 bonbons de plus que la premiere boite et
la troisieme boite contient 7 bonbons de plus que la premiére boite. En tout, il y a 24 bonbons. Combien de
bonbons contiennent chacune des boites ?

Schématisation en bandelettes Mise en équation

Choix des inconnues :

N * Nombre de bonbons dans la premiere
Premiere boite : | boite : x

* Nombre de bonbons dans la deuxieme
NI

* Nombre de bonbons dans la troisieme
boite : x + 7
Troisieme boite : 1| 7 |

Mise en équation

X+@+5+@+7) =24

Deuxisme ZIZment clZ de IQarticulation arithmZ&plgebre

Apprendre aux Zlsves ~ Zlaborer des raisonnements qui envisage
desquantitZs indZterminZesiidera " asseoir les bases sur
lesquelles pourront sOancrer les dZmarches algZbrique de rZsol
de problemes.
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ArithmZtique

Articulation
arithmZtique algebre Algebre
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Un exemple de situations pour promouvoir IQarticulati
arithmZtiquebalgebre

Les activitZs de gZnZralisation
Antoine fait des mosasques

A B
s By
A s
o
BRE X
Y )
i e
iEnr N

IsabelleDemonty UniversitZ de Liege
Jo‘lle Vlassis UniversitZ du Luxembourg
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|_es activites de aénéralisation

m . BB L R B ¥ ]
& O S E ===}
O SHm o - -] =il =
Motif n°1 Motif n®2 Motif n°3 Motif n°4 Motif n°5

« Combien de carrZs au motif B, au motif n 127

« Parfois tableau des nombres en support,:, 5% 965 %
&'(* -.//01
1

11
?

AIWIDN

- Comment dZterminer le nombre de carrZs quel que soit le numZro du
motif (n)?
" 3n4+20u(n+2) +2noukE
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/ La variable est symbolisZe par un nombrégZnZralisation factuelle)
Exemple
C Par exemple, si on prend le motif 7, on doit faire 7x 3+ 2 E

/ La variable estsymbolisZe par un substitut symbolique (gZnZralisation

contextuelle)

Exempls :

?x3+2

numzro du motif x 3 + 2
(n!3)+2

/  Une expression algZbrique formell¢gZnZralisation algZbrique)
Exemple
3n+ 2
Cette expression sktachede la situation et propose uAwituretout” fait
correcte sur le plamathmatique



Atelier basé sur I'expérimentation de l'activite

ANTOINE FAIT DES MOSAIQUES

I Quel(s) objectif(s) mathematique(s) voyez-vous a
cette activite?

I Quel est l'intérét de développer ce type d'activite
au primaire? au secondaire?



PrZsentationde l'activitZ
"Antoine fait des mosasques
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Antoine fait des mosasques

Antoine veut rZaliser des mosasques carrZes rZalisZes ~ partir de carrZs, dont certains
sont colorZs et dOautres pasCes mosasques sont de diffZrentes tailles mais elles sont
toutes produites sur le meme modsle comme dans les exemples ci-dessous :

e

e
e
i

Mosaeque rZalisZe " partir de Mosaeque rZalisZe " partir de
3 carrZs de couleur sur un c™tZ 4 carrZs de couleur sur un c™tZ

Antoine veut rZaliser des mosasques de diffZrentes tailles. Pour prZvoir le matZriel, il
cherche un moyen de calculer le nombre de carrZs blancs dont il aura besoin ~ partir du
nombre de carrZs de couleurs qu@ veut mettre sur un c™tZ de la mosasque

1) Antoine voudrait rZaliser une mosasque "~ partir de 5 carrZs de couleur sur un c™tZ.
A l@ide du matZriel, construisez cette mosasque. <—
Combien de petits carrZs blancs sont-ils nZcessaires pour rZaliser cette mosasque?
W

2) Antoine voudrait rZaliser une mosasque ~ partir de 7 carrZs de couleur sur un c™tZ,

Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrZs blancs
sont nZcessaires dans ce cas.
TEEEETEREE R e e

3) Faites de meme pour une mosasque construite " partir de 32 carrZs de couleur sur
un c™tZ

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, ~ chaque fois, le nombre de carrZs
blancs nZcessaires pour rZaliser une mosasque, quel que soit le nombre de carrZs
colorZs de c™tZ.

5) Ecrivez ce moyen en langage mathZmatique.
THEETEEE T e

Partir des actions
_concretes des Zlsves
sur le matZriel




Antoine fait des mosasques

Antoine veut rZaliser des mosasques carrZes rZalisZes ~ partir de carrZs, dont certains
sont colorZs et dOautres pasCes mosasques sont de diffZrentes tailles mais elles sont
toutes produites sur le meme modsle comme dans les exemples ci-dessous :
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Mosaeque rZalisZe " partir de Mosaeque rZalisZe " partir de
3 carrZs de couleur sur un c™tZ 4 carrZs de couleur sur un c™tZ

Antoine veut rZaliser des mosasques de diffZrentes tailles. Pour prZvoir le matZriel, il
cherche un moyen de calculer le nombre de carrZs blancs dont il aura besoin ~ partir du
nombre de carrZs de couleurs qu@ veut mettre sur un c™tZ de la mosasque

1) Antoine voudrait rZaliser une mosasque "~ partir de 5 carrZs de couleur sur un c™tZ.
A l@ide du matZriel, construisez cette mosasque. <—
Combien de petits carrZs blancs sont-ils nZcessaires pour rZaliser cette mosasque?
I

2) Antoine voudrait rZaliser une mosasque ~ partir de 7 carrZs de couleur sur un c™tZ.
Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrZs blancs
sont nZcessaires dans ce cas.

TEEERREEETEE TR e ey

3) Faites de meme pour une mosasque construite ~ partir de 32 carrZs de couleur sur
un c™tZ
S—

i

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, ~ chaque fois, le nombre de carrZs
blancs nZcessaires pour rZaliser une mosasque, quel que soit le nombre de carrZs
colorZs de c™tZ.
TEEEETTEEEE R e e

5) Ecrivez ce moyen en langage mathZmatique.
THEEEEEEE T e

Partir des actions
_concretes des Zlsves
sur le matZriel

Focaliser |'attention
_des Zlsves surles
opZrations




Antoine fait des mosasques

Antoine veut rZaliser des mosasques carrZes rZalisZes ~ partir de carrZs, dont certains
sont colorZs et dOautres pasCes mosasques sont de diffZrentes tailles mais elles sont
toutes produites sur le meme modsle comme dans les exemples ci-dessous :
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Mosaeque rZalisZe " partir de Mosaeque rZalisZe " partir de
3 carrZs de couleur sur un c™tZ 4 carrZs de couleur sur un c™tZ

Antoine veut rZaliser des mosasques de diffZrentes tailles. Pour prZvoir le matZriel, il
cherche un moyen de calculer le nombre de carrZs blancs dont il aura besoin ~ partir du
nombre de carrZs de couleurs qu@ veut mettre sur un c™tZ de la mosasque

1) Antoine voudrait rZaliser une mosasque "~ partir de 5 carrZs de couleur sur un c™tZ.

A |@ide du matZriel, construisez cette mosasque. %%@n@m%_d%_zlj_\l%i

Combien de petits carrZs blancs sont-ils nZcessaires pour rZaliser cette mosasque?
I

2) Antoine voudrait rZaliser une mosasque ~ partir de 7 carrZs de couleur sur un c™tZ.
Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrZs blancs
sont nZcessaires dans ce cas.

TEEERREEETEE TR e ey

3) Faites de meme pour une mosasque construite ~ partir de 32 carrZs de couleur sur
un c™tZ

THLELEEE T

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, ~ chaque fois, le nombre de carrZs
blancs nZcessaires pour rZaliser une mosasque, quel que soit le nombre de carrZs
colorZs de c™tZ.
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Partir des actions

sur le matZriel

Focaliser I'attention
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Cette diversitZ tZmoigne du potentiel de ces activitZs dans le

dZveloppement de la pensZe algZbrique

car qui ditdiversitZ dit comparaison des formules ou des opZratio

=> possibilitZ de travailler le sens de I'ZgalitZ, des opZrations, d
techniques algZbriques
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| Formules algZbriques(gZnZralisatioalgZbriqu

5) ‘ crlvez ce yln en Iangage mathemat:que

ELANER L A M) = A A

5) Ecrivez ce moyen en Iangage mathématique.
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a) Dansle processugde gZnZralisation

| DifficultZs” identifier lesZlZmentslerZgularitZ (invariants)
I Deuxgroupessebasentur lepZrimetre” la questiordeux
etproposente calcul9 x 4plut™gue 2x 7 +2x9

| PlusieursZzprouventlesdifficultZs” passer du
dZnombremer(guestion lvoire 2) ~ la production du
calcul(question 3)

| DifficultZz ~ utiliser les invariantsorrectementrouvZs’ la
guestion dansla question 3
I Un groupeproduitle calcul (9.9)D(7.7) maisne parvient
pas” appliguede memeraisonnement la question 3.
I ldem pour urgroupequi produitle calcul8 x 4~ la
guestion 2naisnetransferepasceraisonnement la
question 3.
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2) Antoine voudrait réaliser une mosaique a partir de 7 carres de
couleur sur un coté. Cherchez cette fois un calcul qui lui
permettra de trouver combien de carrés blancs sont
nécessaires dans ce cas.

Sur base d'un schéma produit tel que celui ci-dessus, les ¢leves
produisent le calcul suivant : 9 x 4 =36
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b) Dans le processus de symbolisation

( Exprimer une variable en fonction d'une autre
Exemple :

4) Trouvez un moyen quu permette de calculer, a chaque fois, le nombre de
mosaiques blanches nécessaires pour réaliser une mosaique, quel que soit le
nombre de carrés colorés de coté.
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(  Confusion entre constantes et variables
Exprimer la formule padix + b
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A& (HS)*+ - (*HYo+.%&'1&/01).
23%4567%8599:7%86%::9:%<6%:=>9:%8'?><@=A7?
"HHSY% & ()*+*$'$Y0' -%0.- ' H-8/(#-&+01$'2

"S'il y a 32 carrZs de couleur de c™tZ, on prend le nombre
de carrZs qu'on multiplie par 4 et on ajoute 4 " la rZponse"

A 32x4=128+4=1327
ou
32x4 +4=1327

‘ Travailler sur les encha’nements erronZs d'ZgalitZs



MHSYO& (HB) +,-S(*H%+.%8&1&/01).
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"#$%8&%'(") _ *+(, *--.&+)/(__0%1021$&"+2'/(_ 3$"(('41+,
5&60+7 19%8%&'"./. *+(, *.#%&09+( :2;%2/"&'(+ 0+//+ %0/'8'/. <
33.4=132

32+32+34 +34 =132

(4 x32)+4 =132

mais aussi (34.34) — (32.32) = 132

+:E<98:7%<6=9%CFG:;>56 7H65A%:<9:%<CJI6C: TC<PB>59:: %536 @8A7:%
H6: :
a)33.4= (4x32)+4
mp - Sl R el @ redduc
o GHA XAk Tesensided opttaddnts 34

* référence au calcul mental : pour faire x 11 on fait x 10 + x 1 (cas a)
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1. Pourintroduire ou revoir les techniquesalgZbriques
ComparaisondesdiffZrentesformules produites(possible gr%.Cela

variZtZdesdZmarchegu'autorise cetteactivit?)
Commentetre szr que lesdiffZrentesformules sonttoutes Zquivalentes?

| En utilisant les techniqueslgZbriques
2n+2)+2n=2n+4+2n=4n+4
4n + 4
(n+ 2FPne=p2+2.2.n+ 2D =4n+4
4nN+1)=4n+14

Mais aussi
I En remplasant par desnombres
Permetderetravaillerle sensde lalettre

| En utilisant les actions sur le dessiou le matZriel
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2. Pour donner dusensau symbolismealgZbrique

I Le sensde lalettre (variable)

Mosasquede 5carrZs 5X 4 + 4= 24carrZdlancs
Mosasquede 7carrZs 7x 4 + 4= 32carrZslancs
Mosasquede 32carrZs 32x 4 + 4= 132 carrZslancs
EnlangagemathZmatique nx 4 + 4

| Lesparentheses
4.(n+1).... epourquoipas (4 .n) + 17
I L'omissiondu signefois"
nNn.4+4=4n+4
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AVANT ET APRéS L'INTRODUCTION DE

L'ALGEBRE
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Collection dirigée par Francoise Lucas

Une collection de livres-outils pour les éléves et les enseignants s
du fondamental, qui organise les apprentissages mathématiques -
de cycle en cycle autour d’'un méme «nceud-matiére» et d'un méme

réseau de compétences.

Développer I'articulation [FIFEN
arithmétique-algébre el
Ce guide propose aux enseignants des pistes méthodologiques accompa-
gnées d'activités prétes a 'emploi visant a développer I'articulation entre 4
les apprentissages numériques de |a fin de |'école primaire et ceux du début eve o pp e r
de I'enseignement secondaire.

L . '] ] ]
Chacun y trouvera non seulement des situations s‘appuyant sur des
recherches didactiques récentes menées dans le domaine de I'arithmétique et a r I c u a I o “
de |'algébre, mais aussi des pistes d'exploitation, des propositions de déco-
dage des démarches d'éléves, des réponses a leurs potentielles questions ou - z =
des possibilités d'approfondissement. Autant d'éléments indispensables pour a r I m e I q u e -
permettre d'appréhender au mieux |'articulation entre une pensée « arithmé-
tique » et une pensée « algébrique », en ancrant les apprentissages dans des a I g é b r e
Accés gratuit aux documents a destination des éléves, en couleurs, a télé- entre le p"ma"e
charger en ligne. et le secondaire

fondements solides.
Consultez cet ouvrage seul, en équipe de cycle ou en équipe école, selon GUIde methOdOIOglque
I'entrée qui correspond le mieux  vos besoins ! et documents reproductib|es en |igne
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Joélle VLASSIS
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