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Préface

Les mathématiques a I'université sont différentes de ce qui est (hahibegitenseigné aux lycées :
a l'université, le « comment est-ce que cela marche ? » est complété pargugpioest-ce que cela
marche ? », « comment est-ce que cela se généralise ? », « quelle estrlidéeafe derriere ? »
Dans vos cours de mathématiques a l'université, vous n'allez pas setilappeandre comment on
fait certains calculs, vous allez plut6t étre introduits a des théories (j'aimedpigeler cela le « bati-
ment des mathématiques ») qui donne lieu a des recettes de calculs, maisssun@aompréhension
approfondie d’'un domaine.
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Pour établir une théorie (pour la construction du batiment des mathématiquesst)assentiel de
construire solidement. C'est pour cela que tout terme doit étre définia@mfa ne pas permettre
d’ambiguité) et toute assertion démontrée.

Le but de ce cours est que vous appreniez les fondations du lang#génmatique et des techniques
et structures de base. Cela est la condition sans laquelle les autreaepeatsvent étre compris.

Je vous souhaite beaucoup de plaisir a découvrir les mathématiques et délod de vos études!
Gabor Wiese

Littérature

Pour le début, qui est sans doute la partie la plus difficile, je recommande/ies $uivants qui
devraient étre disponibles dans la bibliothéque au Kirchberg.

e Schichl, SteinbauerEinfiihrung in das mathematische Arbeiten
e Scharlau Schulwissen Mathematik : Ein Uberblickieweg, 3rd ed., 2001.

e Cramer :Vorkurs Mathematik : Arbeitsbuch zum Studienbeginn in Bachelor-Stygieen
Springer, 2012.

e Fritzsche Mathematik fur Einsteiger Spektrum

Voici quelques références pour des cours d'algébre linéaires etlirdtion a I'algebre qui traiterons
ce que nous faisons et beaucoup plus : ces livres devraient égaiéingedisponibles dans la biblio-
théque au Kirchberg.

e Lelong-Ferrand, ArnaudiesCours de mathématiques, Tome 1, Algélanod. Ce livre est
trés complet et tres détaillé. On peut I'utiliser comme ouvrage de référence.

e Siegfried Bosch Algebra(en allemand), Springer-Verlag. Ce livre est trés complet et bien
lisible.

e Serge Lang Algebra(en anglais), Springer-Verlag. C'est comme une encyclopédie de l'al-
gébre ; on y trouve beaucoup de sujets rassemblés, écrits de fagisecon

e Siegfried Bosch Lineare AlgebraSpringer-Verlag.
e Jens Carsten Jantzen, Joachim SchwerrAigebra

e Christian Karpfinger, Kurt MeybergAlgebra : Gruppen - Ringe - KérpeBSpektrum Akademi-
scher Verlag.

e Gerd Fischer Lehrbuch der Algebra : Mit lebendigen Beispielen, ausfuhrlichen Erlémigen
und zahlreichen Bilderrvieweg+Teubner Verlag.

e Gerd Fischer Lineare Algebra : Eine Einfuhrung fir Studienanfangeieweg+Teubner Ver-
lag.
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Gerd Fischer, Florian QuiringLernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie : Das
Wichtigste ausfuhrlich fir das Lehramts- und Bachelorstudiapringer Vieweg.

Perrin :Cours d'algebreEllipses.
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Chapitre |

Introduction aux mathématiques a
I'université

1 Les démonstrations et les premiers mots du langage mathématique
Objectifs de cette section :

e Comprendre le concept de démonstration ;

comprendre les concepts de définition, lemme, proposition, théoréme;;

faire connaissance avec des exemples de démonstrations directeseetésdir

faire connaissance avec des exemples de définitions, lemmes, propotigamémes ;

maitriser la manipulation d’équations simples;;

maitriser I'utilisation des indices, des sommes et des produits ;
e maitriser les démonstrations par récurrence.

Une grande partie du contenu de cette section a déja été traitée dans léecburSchlenker pendant
la semaine préparatoire. On donnera donc parfois moins de détails gu cour

Quelques mots au début — Aller Anfang ist schwer... und leich

Le début des études de mathématiques est (comme Schichl et SteinbanamitétansEinfiihrung
in das mathematische Arbeifen

o tres difficile, du fait de I'abstractiorfdéfinition, proposition, démonstration) et de I'utilisation
d’'un langage particulier, le langage mathématjque

o facile, car une grande partie des sujets a déja été traitée au lycée.

5
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Les mathématiques a l'université sont caractérisées peertitude absoluede leurs résultats. |l
ne suffit plus — comme souvent au lycée — d’expliquer un phénoméme pacdagp d’exemples ou
d’apprendre une technique de calcul; a l'université, il s’agit dddmontrer, c’est-a-dire d’écrire
unedémonstration (aussi appelée ungreuve) qui, par une chaine d'arguments faciles a suivre et
comprehensibles pour tous, ne laisse aucun doute sur la vérité d’@ngass

Pour pouvoir dire qu'une assertion est vraie avec une certitude a&hdidiaut que tous les mots qui
sont utilisés aient une signification trés précise qui est la méme pour towexdpaple, la phrase « La
maison est haute » a certainement une signification différente pour quelde’Mew York et pour
quelqu’un venant d’un petit village en Sibérie.

Le langage mathématique différe du langage du quotidien par :

e saprécision, tout terme a une définition précise;
e sonformalisme, souvent, on utilise des symboles et des formules.

Ce cours d’algébre commencera donc par des exemples de preuvasaddction du langage ma-
thématique.

On vous conseille fortement de vopsocurer des livres (dans la bibliothéque sur support papier ou
dans les répertoires électroniques) :

e spécialisés pour le grand pas entre I'école et I'université (comme Schihb&uer Einfih-
rung in das mathematische Arbeijen

e d’introduction a l'algébre et a I'algébre linéaire.

Un mot d’explication sur «I'algébre » et « I'algébre linéaire » : a I'Univigrdu Luxembourg, ces deux
cours sont enseignés au premier semestre, tandis gu’en Francelletaaghe, les cours d’algébre ne
commencent qu’en deuxieme année et reposent sur les cours dédigéhaire. Ne soyez pas choqués
par ce fait (mais gardez-le a I'esprit quand vous regardez des fitamus faut aussi des livres sur
I'algebre linéaire). Le cours d’algebre linéaire a I'UL est en commun diaadres filieres du Bachelor
et le cours d’algébre est destiné uniguement aux étudiants en mathémdigaears d’algebre, nous
allons faire une grande partie de ce qui se fait habituellement dans lesctalgébre linéaire dans
d’autres pays, sauf que vous allez trés bien vous entrainer aux cahpdgants de matrices dans
votre cours d'algébre linéaire ; cela nous permettra d’'aller un tout patippes loin que I'algébre
linéaire dans notre cours.

Définition, proposition, démonstration

On utilise les notations suivantes (connues de I'école) :
e N, les entiers naturels); 1,2, 3, ... ;
e 7, les entiers relatifs....,—3,—-2,-1,0,1,2,3,...;
e (Q, les nombres rationnels;

e R, les nombres réels;
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e C, les nombres complexes.

On rappelle la notion ddivisibilité dans les entiers relatifs. On dit qu’un entier relati§z 0 divise

un entier relatifn (et queg est un diviseur de) si le reste de la division de parq est zéro, ou, dit
autrement, s’il existe un entier relatif tel quen = mq.

En fait, les phrases précédentes signifient que nous avons dononényg diviseur ») a une propriété
mathématique. C’est un exemple définition. Pour souligner le r6le essentiel des définitions en
mathématiques, nous les formulons comme suit.

Définition 1.1. Soientn, g € Z.
On dit queq est undiviseurden et queq divisen s'il existem € Z tel que

n = mqg.
On utilise le symbole | n pour signifier que; divisen.
Définition 1.2. Soitn € Z. On dit quen estpair si 2 divisen (en symboles?2 | n).

Une définition n'est pas vraie ou fausse. C'est seulement un nonm gi@one a une propriété pour
pouvoir mieux l'utiliser. Mais les définitions sont d’'une importance fondanemtaur les mathéma-
tiques parce qu’elles « définissent » les objets avec lesquels nous adteaitidr, donc sur lesquels
Nnos propositions vont porter.

Proposition 1.3. Le carré d’un nombre pair est pair.
Vocabulaire :

e Uneproposition est une assertion qui est vraie avec une certitude absolue, c’'asteita été
démontrée.

e Unthéorémeest un autre mot pour une assertion qui est vraie avec une certitulaal®n
utilise habituellement le mot « théoréme » pour les assertions les plus importantes.

e Unlemmeest encore un autre mot pour une assertion qui est vraie avec dibgdeeabsolue.
Les lemmes ont souvent une fonction secondaire et auxiliaire ; on les utliselpmontrer des
propositions ou des théoremes.

e Uncorollaire est encore un autre mot pour désigner une assertion. On l'utilise ppéndacés
gui se déduisent facilement d'un autre résultat, en général unegitiopamu un théoréme. Le
contenu d’un corollaire peut étre trés important, mais sa démonstration aded&iproposition
ou du théoréme initial est rapide.

Démonstration de la propositidn 1.Foitn € Z pair. D’aprés les définitions précédentes, cela veut
dire qu’il existem € Z tel que
n = 2m.
Cela implique que
n? = (2m)? = 4m>.
Donc
n? =2-(2m?).

Alors, n? est divisible pae, donc pair. O
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Cette démonstration est la premiére dans ce cours. On voit que c’estitend’arguments, et chaque
étape est facile a vérifier pour tous. Donc, on peut en effet dire qouifBsition est vraie avec une
certitude absolue.

Cette preuve est un exemple d’'udémonstration directe : nous avons commencé pdrypothése
(n est un entier relatif pair) et nous avons terminé par I'assertion reakerch

Il est habituel de signaler la fin d’une preuve par un symbole spécighoune abbréviation standard.
La fin des preuves dans ces notes sera toujours marquée par le symtolautres professeurs
utilisent d’autres symboles. Une abbréviation trés courante est « g.gube ¢rat demonstrandum —
ce qui a été a démontrer).

\oici une autre définition.

Définition 1.4. Un entier relatifp € Z est appeléhombre premiesi p > 1 et les seuls diviseurs
positifs dep sontl etp.

Nous avons donné cette définition et maintenant nous voulons en satait gue possible sur cette
nouvelle notion que nous avons définie. Pour commencer, les nombreeéférieurs a 20 sont :
2,3,5,7,11, 13,17, 19. Vous connaissez certainement d’autnglsrae premiers. Une question vient
donc immédiatement a I'esprit : existe-t-il une infinité de nombres premiers ?

La réponse a déja été donnée par Euclide il y a plus de 2200 ans.

Théoréme 1.5Euclide) Il existe une infinité de nombres premiers.

La démonstration donnée par Euclide est souvent considérée commmplex@’une preuve belle et
élégante. C’est undémonstration indirecte ou, plus précisementiémonstration par I'absurde.
On donne d'abord la démonstration et on expliquera ces termes juste apres

Démonstration.Supposons pour l'instant le contraire de ce que nous voulons démoihtnégxiste
gu’un nombre fini (disong) de nombres premiers. On peut alors les numéroter :

Pb1,P2,P35---,DPn-

Considérons I'entier positif
m = pip2p3---pn + 1. (1.2)

Nous allons maintenant utiliser le fait que tout entier positi® s’écrit comme produit de nhombres
premiers. Cette assertion doit étre démontrée ! Nous le faisons dans le [emhqoe Su@.

Il existe alors un nombre premierqui divisem. Le nombre premiep doit appartenir a notre liste
compléte des nombres premiers, dpne p; pour un certain entrel etn.

L'équation [1.1) montre que la division de parp; laisse le reste.

Nous avons trouvé qu’'en méme tempsdivise m et laisse le resté. Ceci estabsurde c’est une
contradiction.

Donc, notre hypothése faite au début de cette preuve ne peut pasadtreAlors, son contraire est
vrai : il existe une infinité de nombres premiers. O
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Le principe de cette preuve indirecte est de supposer vrai le conteli@sdertion recherchée. Puis,
on donne une suite d’arguments, comme avant, pour arriver a uné@sseont on sait qu’elle est
fausseabsurdeetcontradictoire (dans notre preuve : le reste de la divisiomd@arp est a la foi®)
et1). Nous savons alors que le contraire de I'assertion recherchéagstfela signifie que I'assertion
est vraie, car une assertion est soit vraie soit fausse. Ce faitlestrgacrit en latin « Tertium non
datur » et s’appelle en frangais « Principe du tiers exclu ». On en repailes tard.

Lemme 1.6. Soitn > 2 un entier relatif. Alors il existe des nombres premigys. . . , p;. tels que

n=pip2---pPk-

Remarquons que dans I'’énoncé du lemme, les nombres premiers ne soét@ssairement distincts.
Remarquons également que, pour étre encore plus précis, on ausditiu: « Alors il existe un
entierk > 1 et il existe des nombres premiars ..., py tels quen = p1ps - - - pr ». Il est habituel de
formuler 'enoncé comme nous I'avons fait, mais il faut toujours étre consqige I'existence dé
est implicite.

La preuve de ce lemme est un autre exemple d’'une démonstration pardabsur

Démonstration (par I'absurde)Supposons que I'’énoncé du lemme est faux. Dans ce cas, il existe un
entier positif> 2 qui ne s’écrit pas comme un produit de nombres premiersnSeiplus petit entier
ayant cette propriété.

Nous distinguons des cas.

ler cas n est premier. Dans ce cas, on préng- 1 etp; = n, donc on an = p;.

2éme cas n n'est pas un nombre premier. Alors posséde un diviseur positifdifférent del etn.

Par définition (de diviseur) il existe: € Z tel que

n = md.

Notons quel < d < netl <m < n.
Commen est le plus petit entier positif qui ne s’écrit pas comme un produit de nonpbeesiers et
m, d sont strictement plus petits, ces deux nombres s’écrivent sous la forme

m=pip2---pr e d=qq---q

avec des nombres premiers ..., p; etqi, ..., qe.
Cela donne :

n=md = p1p2-- Prq1q2 " - G-
Nous avons donc obtenu ques’écrit comme produit de nombres premiers. Ceci contredit notre

hypothése que I'énoncé du lemme est faux. Alors, c’est faux que le lersinfieus ; donc, le lemme
est vrai. 0

Assertions

Nous allons regarder la structure des écrits mathématiques de plus préke tentral est occupé par
les assertions. Par exemple, une preuve est une suite d'assertiofie derte que lasérité d’'une
assertionmplique la vérité de I'assertion suivante.
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Uneassertionest une phrase (en mathématiques, ou ailleurs) gsio@straie, soit fausse mais pai
les deux en méme temps.
Il n'y a donc pas de troisieme possibilité (en latitertium non datuy. Nous avons déja vu des
exemples :

e Le carré d'un entier relatif pair est pair.

Cette assertion est vraie comme nous I'avons vu dans la propdsifion 1.3.

e |l n'y a qu’'un nombre fini de nombres premiers.

Cette assertion est fausse (voir le théorémk 1.5).

D’autres exemples d’'assertions :

e =1
La véracité ou non de cette assertion dépend du contexte, car nowsn paS précisé ce
gu'étaitz.
— Soitz une solution de I'équatiof: = 2. Dans ce contexte, I'assertionz«= 1 » est vraie
(on le démontre en divisant pay.

— Soit x une solution de I'équatiofx = 4. Dans ce contexte, I'assertionz«= 1 » est
fausse.

— Soit z une solution de I'équation® = 1. Dans ce contexte, nous ne pouvons rien dire
guant a la vérité de I'assertionix= 1 » carz peut étrel ou —1.

e Pour illustrer, on peut aussi prendre des assertions de notre vieignogdpar exemple :

— Il pleut.
— Larue est mouillée.
— etc.

Implication

Si la véracité d’'une assertion entraine celle d'une autre, on parle ghplieation que nous notons

= (ou<= selon la situation). Le symbote se lit comme : «implique », « alors », « en conséquence »,
«donc », « est suffisant pour » etc. Nous allons formaliser ces ctsndeps la prochaine section;
maintenant nous allons regarder des exemples.

(1) Assertion A : « Il pleut. »
Assertion B : « La rue est mouillée. »

Nous pouvons les combiner pour obtenir I'assertion :
« S'il pleut, alors la rue est mouillée. »
En symboles : Il pleut= La rue est mouillée.

!Il'y a des subtilités concernant cette phrase que nous n'évoqueasi(i faut que I'assertion soit formulée convenable-
ment) car vous ne les rencontrerez dans aucun cours de vos &augles, vous suivez un cours de logique mathématique.
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Cette assertion est certainement vraie. Notez que nous n’avons pase dasgertion A est vraie.
Nous avons seulement fait une remarque suelition entre les deux assertions. Cela ne devrait
pas vous choquer : La phrase « S'il pleut, alors la rue est mouillée wastméme s'il ne pleut
pas en ce moment.

On peut aussi écrire la méme chose comme ca :
La rue est mouillée<= Il pleut.

Nous avons donc seulement échangé les deux cbtés, mais le conterel meStee. En mots, on
pourrait dire :
« La rue est mouillée s'il pleut. »

Voici une formulation plus sophistiquée pour encore dire la méme chose :
« Il suffit qu'il pleuve pour que la rue soit mouillée. »

Noter que I'assertion
« Si la rue est mouillée, il pleut. »
est fausse car il peut y avoir d’autres raisons pour une rue mouikéexp lavage).

(2) Assertion A : « Je réussis I'examen. »
Assertion B : « Je recois les points ECTS. »

On peut les combiner ainsi :
« Si je reussis I'examen, alors je recois les points ECTS. »
en symboles : Je réussis I'examen.Je recois les points ECTS.

C’est également une assertion vraie.
(3) Assertion A:«x =1»
Assertion B : Qx =2 »

Nouvelle assertion vraie :x=1 = 2z = 2. »
On pourrait aussi écrire :2e =2 < x =1.»

Répétons que nous n'avons rien dit sur la vérité des assertions A edus. &ons seulement
constaté une relation entre les deux assertions.

(4) Assertion A:«x =1»
Assertion B : «? = 1 »

Nouvelle assertion vraie :x=1 = 22 = 1. »
On pourrait aussi écrire :x¢ =1 <=2 = 1.»

(5) (Juste pour montrer qu'on peut aussi obtenir des assertiorsefal)s
Assertion A «x = 1»
Assertion B : Qx = 4 »

Nouvelle assertion (fausse!) ixx=1 = 2z =4.»

«A = B»et«A < B»doivent étre bien distingués!
Voici un exemple d’une utilisation incorrecte :
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S'il fait nuit, alors les phares des voitures sont allumés. Les pharegfie woiture sont
allumés, donc il fait nuit.

Equivalence

Si une assertion est vraie si et seulement si une autre est vraierlerdpééquivalencedes deux
assertions, notées. Le symboles indique I'’équivalence; il veut dire que les deux implicatioas
et < sont vraies en méme temps. Il se dit « est équivalent a », « si et seulgimeatc.

Exemples :

(1) Je recois les points ECTS si et seulement si je réussis I'examen.
En symboles : Je recois les points ECESJe réussis I'examen.

(2) Soitz un nombre réel. On 2z = 2, si et seulement s = 1.
Ensymboles2z =2 < z=1

(3) Soitz un nombre réel. On a2 = 1, si et seulement si = 1 ouz = —1.
Ensymbolesz? =1 < (x=1ouxr = —1)

Discutons d'abord pourquoi il n'y a pas d’exemple avec une rue mouill&essertion : « La rue est
mouillée.= Il pleut. » est fausse (car quelqu’un pourrait nettoyer sa voiturédtsiil ne s’agit pas
d’une équivalence. Aussi l'assertion 2& = 1 < x = 1 » est fausse, car I'assertion& =1 = z =

1 » est fausse, parce que= —1 est une autre solution.

Voici un autre exemple de proposition.

Proposition 1.7. Soientn, m des entiers relatifs. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) n est pair.

(i) n + 2m est pair.

] Si on démontre une équivalence, il faut démontrer les deux assegi@is=.

Démonstration.« (i) = (ii) » : On suppose que (i) est vrai : queest pair. Il existe dong € Z tel
quen = 2q. Alors,n + 2m = 2q + 2m = 2(q + m). Doncn + 2m est pair.

« (i) < (ii) » : On suppose que (ii) est vrai:+ 2m est pair. Il existe dong € Z tel quen +2m = 2q.
Alors,n = 2q — 2m = 2(q — m). Doncn est pair. O

Comment manipuler des équations

On commence cette petite partie par un avertissement :

Faites bien attention au symbeote, <, < a utiliser.

C’est une grande source d’erreur au début.

Nous allons insister sur I'utilisation des symboles=, <, < dans les manipulations des équa-
tions.
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Voici un exemple. Soit: un nombre réel.

P +3=4x -1 | — (4z — 1)
= 2 —4r+4=0
= (x—2)2=0 Na
= r—2=0 | +2
= T =2

Notre calcul montre : si € R est une solution de I'égalité’ +3 = 42—1, alorsz = 2. Elle ne montre
pas quer = 2 est une solution. Mais cette derniére assertion est aussi cor@cte3 = 4 -2 — 1.
Nous pouvons rajouter une autre ligne en bas de notre calcul :

=22 +3=4z—1.

Nous avons fermé le cercle : on peut déduire de la vérité de n'importellagies assertions dans
le calcul la vérité des autres en suivant les fleches d’'implication. Doriesiées manipulations que
nous avons faites sont en effet des équivalences : on auraitipai<écau lieu de= a chaque fois. On
pourrait aussi verifier que chacune des implications que nous avotesé&st en fait une équivalence.
Vous pensez peut-étre que les remarques précédentes ne sontsgabtligés sans importance.
Considérons encore une fois un nombre réet faisons le calcul suivant :

z? = -9 | carré
= at =81 Fa
= r=30ux=-3

Les manipulations sont correctes et ce calcul montre :sR est une solution de I'égalité’> = —9,
alorsz = 3 ouz = —3. Mais, ni I'un ni l'autre n’est une solution de I'équation de départ ! frqooi ?
Parce que notre équation du début ne possede aucune solutioR.daosc, attention a veérifier que
vos calculs donnent une solution au probléme initial.

Que pensez-vous des arguments suivants ? Sejemideux nombres réels.

n=m |-n
= n? =nm | 4+ n?
= n?+n*=n’+nm
= 2n? = n? +nm | — 2nm
= 2n? — 2nm = n? + nm — 2nm
= 2n? — 2nm = n? — nm
= 2(n* —nm) =1 (n* — nm) | : (n® — nm)
= 2=1

Nous avons donc démontré : Si= m, alors2 = 1. L'égalité n = m peut étre facilement satisfaite,
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La faute se passe dans la derniére implication. Elle est fausge-shm = 0 (c’est d’ailleurs le cas
quandn = m), parce que dans ce cas, nous divisons par zéro. Notez que quek®ifla valeur de
n? — nm, multiplier par cette expression donne une implication :

a(n? —nm) = b(n®> —nm) < a =b.

Nous avons donc mis> ou < aurait été correct. Mais= dans la derniére ligne ne nous permet plus
de déduire que l'assertich= 1 est vraie. Ouf, sauvés.

Encore un autre... Soient m deux nombres réels.

m=n+1 | —m
= O=n+1-m | -4
= 0=4n+4—4m | 4+ (n? — 2mn +m?)
= n? —2mn 4+ m? = n® + 4n + 4 — 2mn — 4m + m?
= (n—m)? = (n+2)* —2(n+2)m+m?
= (n—m)? = (n+2—m)? I/~
= n—m=n+2-m |+ (m —n)
= 0=2

Nous avons donc démontré : ®@i = n + 1, alors0 = 2. L'égalité m = n + 1 peut étre facilement
satisfaite, par exemple pat = 1 etn = 0. Alors I'assertior) = 2 est vraie. Nous avons donc encore

Indices, sommes et produits

Si nous avons une fonction qui dépend de deux variables, par ex¢aplg) = =2 + 2y, on peut les
numéroter en utilisant des indices, x5 (dans notre exemplefi(z1, x2) = 2% +2x5). Cela est surtout
utile si le nombre des variables n’est pas fixe, par exerfiple, zo, ..., z,). Nous avons aussi déja
utilisé des indices dans les sections précédentes, paf,gx. . . ., pn.
Vous connaissez peut-étre aussi les polynébmes. Un polynéme derdagréefficients rationnels est
une expression :

p(x) = aoz® + a1zt + asx® + - + apa”

avecag, a1, ..., a, € Q eta, # 0 (pour que le degré soit vraimentet pas inférieur). Evidlemment,
on peut faire la méme chose pour des coefficients dans un autre ense@ildgpr exempleR ou
Q).

Il est possible d’avoir deux indices. Par exemple, on peut numérotentees d’'une matricd de
taille n x m comme suit :

a1 a12 @13 ... G1m
a1 G2 @23 ... (2,
A=]a31 a32 a3z ... a3m
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On peut, par exemple, définir une matrice de taille 3 par la formule :
aij:=3-(i—1)+jpourl <i<3etl <j<3.
Cela donne

1
4
7

o 0o ot
© o w

Il peut méme nous arriver d’avoir des indices qui ont aussi des in@ige-mémes, par exemple :

An,la An,27 s An,en
On peut imaginer cet exemple comme une matrice, sauf que la longueur desvigiged'une ligne
a l'autre.

Définition 1.8. Le symbolelelta de Kroneckeest défini comme

1 sii=yj,
Oij = o
0 sii#j.

Par exemple, nous avons poue N

(5171 (5172 (5173 - (51771 1 0 0 0

(5271 5272 5273 C (52771 010 0
A= (5371 5372 (5373 A (53771 —10 0 1 0 ,

Out Onz Onz .o Oum 000 1

) )

c’'est la matrice « identité ».

Nous avons souvent utilisé les trois points. «». C'est une écriture suggestive, mais pas précise !
Vous pensez qui, 5,7, ... est la suite des nombres impairs supérieurs ou égauxais non, on
pourrait aussi vouloir parler des nombres premiers impairs. Donc, ilaux étre précis. Pour cela
on introduit les symboles et] | pour les sommes et les produits.

Voici des exemples :

e Notre polyndme ci-dessus s’écrit :
n
p(z) = aox® + a1zt + asx® + - + apz" = Z a;z".
i=0

Cette notation dit que I'indicéparcourt les: + 1 entiers entré etn (avec0 etn inclus).
>0 i=1+2+3+4+5=15

o [[0,i=1-2-3-4-5=120.
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o S0 i2=1242243% 442452 =55,
o [10,i%=1%2-2%2.3%.42. 5% = 14400.

e Cas spécial de la somme vide : Soiént a des entiers relatifs. Alors

b
a0
i=a

pour n'importe quet;.

e Cas spécial du produit vide : Soidnk a des entiers relatifs. Alors

b
Hai =1
1=a

pour n'importe quek;.

Définition 1.9. Pour un entier naturek on définitn factoriellecomme

Noter le cas spéci@l = 1 qui correspond au produit vide. Nous avons déja vu le cas sgéeial 20
plus haut.

Récurrence

Une méthode de preuve trés souvent utilisée edétaonstration par récurrence Nous commen-
gons par un exemple qui — selon la légende — est di a Gaul3 quand il &ait &on professeur

voulait occuper les enfants et leur a demandé de calculer la somme des eatigels jusqu’a 100,

c'est-a-direl +2 + --- + 100 = E}S{ i. Gauld a trouveé la réponse tout de suit#50. On peut

s’imaginer que son professeur n’était pas content car il lui fallait afotsser d’autres choses pour
occuper les enfants.

Proposition 1.10(« Petit Gaul ») Pour tout nombre naturet > 1, on a la formule :

Zn: . n(n+1)
1= ——".
, 2

=1
Démonstration.

(1) On commence toujours par une vérification de la formule au cas minimal=cl :

Zizlé 1(1—1—1).
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(2) Supposons que nous savons déja que la formule est vraieapeurn (par ex.m = 1). Nous
allons la démontrer pour = m + 1 :

m+1 m
di= (D i)+ (m+1) =" m(m; D +(m+1)
=1 =1

~m(m+1)+2m+1)  (m+1)(m+2)

2 2

(3) Ce que nous avons fait suffit déja pour conclure que la formuberaist pour toutr > 1 :

Pour le cas, = 1 on utilise (1).

Puis on utilise (2) pour conclureducas=1lecasn =1+1=2.
Puis on utilise (2) pour conclure ducas=2lecasn =2+ 1 = 3.
Puis on utilise (2) pour conclure du cas=3lecasn =3+ 1 =4.
On se convainc que par ce processus on traite tous fes.

Le principe de la démonstration précédente s’appelle « démonstratiorcperere ».
Nous formalisons ce principe maintenant. Séfi:) une assertion (pour un entier), par exemple

n(n+1)

n
An): 1424 4+n=) i= 5
=1

Les trois étapes dans la preuve sont appelées ainsi :

Initialisation Démontrer que I'assertioA(0) est vraie.

Hérédité Pour toutn dansN, démontrer que I'assertiaf(n) implique I'assertiomrA(n + 1).
Conclusion Pour toutn dansN, I'assertionA(n) est vraie.

Un autre exemple :

Proposition 1.11(Somme des premiers nombres impai3yur tout nombre naturet > 1, on ala
formule

1+3+454--+(2n—1)=)» (2i—1)=n".
=1

Démonstration.Nous voulons démontrer I'assertion

A(n) : 1—|—3—i—5—|—~--—|—(2n—1):i(%—l):n2
i=1

pour tout nombre naturel > 1.

Initialisation : Pourn = 1 onal = 12, doncA(1) est vraie.
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Hérédité : « A(n) = A(n+ 1) » : Supposons donc que pourc N I'assertionA(n) est vraie.

n+1 n

SEi-1)=(Y@-))+en+1) 2 rnt1)=nm+1)2

i=1 =1

doncA(n + 1) est vraie.

Conclusion : Pour toutn € Nygonay_ i (2i — 1) = n?

Pour simplifier, nous allons utiliser les notations suivantes.

Notation 1.12. Soitng un entier naturel ; on not&>,,, 'ensemble des entiers naturels supérieurs ou
égaux ang etN-,,, 'ensemble des entiers naturels strictement supérieurg. a

Le principe de récurrence a plusieurs variantes.
Proposition 1.13(Variantes du principe de récurrence)

Changement d'initialisation Soientny dansN et, pour toutn dansN supérieur ou égal &, une
assertionA(n). Alors :

(A(no) A (Yn € N>py, A(n) = A(n+1))) = (Vn € N>y, A(n)).
Récurrence forte Soit, pour tout: dansN, une assertiom(n). Alors
(A(0) A (Vn e N, (A(0) etA(1)... etA(n)) = A(n+1))) = (Vn € N, A(n)).

Récurrence finie SoientNV et M dansN, avecN < M et pour tout entier dans{N, ..., M}, une
assertionA(n). Alors

(AN)A(Vn € {N,...,M —1},A(n) = A(n+1))) = (¥n € {N,..., M}, A(n)).

Récurrence finie descendanteSoientN et M dansN, avecN < M et pour tout entiem dans
{N,..., M}, une assertiom(n). Alors

(AM)A (Vn € {N +1,...,M},A(n) = A(n — 1))) = (Vn € {N,..., M}, A(n)).

Développement du binbme de Newton

Définition 1.14. Soientn € N etk € Z Pour0 < k£ < n, nous définissons leoefficient binomial

comme
AN n!
k| kl(n — k)

i)

En allemand on prononce :xberk » ou «k ausn ». En anglais on dit : « choosek ». En francais
on note ausst’* (pour « combinaison de parmik »).

Pourk > n ouk < 0 on définit
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Exemple 1.15.

e Pour toutn dansN, on a<n> = (n) =1.
0 n
e Pour toutn dansN+g, on a "= " =n.
1 n—1

Lemme 1.16.Pourn, k € N etk < n nous avons :

n . n
k] \n—k/°
Lemme 1.17.Pourn, k € N etk < n nous avons :
k )
n n+1-—1
=1
Démonstration.Exercice. O

Proposition 1.18(Formule de PascalPour toutk,n € Non a:

o) )= (3)

Démonstration.On vérifie immédiatement I'égalité recherchéeisk 0 ou k > n. On peut donc
supposeil < k < n. Laformule se vérifie par le calcul suivant :

n n n! n!
(k) * (k—l) Mok TG D=k 1)

Kl(n+1— k)
_ (n+ 1)
T Knt1—k)

_[(n+1
= N .
Nous donnons maintenant I'explication combinatoire du coefficient binomial.

Proposition 1.19. Pour tousn et k¥ dansN>1, le coefficient binomia Z exprime le nombre de

possibilités pour choisik entiers parmil, 2, ..., n (I'ordre ne jouant aucun réle).
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Démonstration.Par récurrence sut.

Initialisation : Pourn = 1 etk = 1 il n'existe qu'une seule possibilité {H) =1, donc 'assertion
est vraie.

Hérédité : «n = n + 1» : On cherche & sélectionnkrentiers parmil, ..., n + 1. On distingue
selon deux cas : soit on sélectionne- 1, soit on ne le sélectionne pas.

Si on choisitn + 1, il nous restek — 1 entiers a choisir, parmi, ..., n. Par hypothése de

récurrence, il exist<<k " 1) possibilités de choisit — 1 nombres parmi, 2, ..., n. Donc, il

existe . " ) possibilités de choisit éléments parmi, 2,...,n+1 ala condition que.+ 1

est choisi.
Sion ne choisit pas + 1, cela signifie qu’on va choisir ngsentiers parmi, . .., n. Encore par
I'hypothése de récurrence, il exis eZ possibilités de choisik éléments parml,2,... n;

c'est-a-dire qu'il exist Z possibilités de choisik entiers parmi, 2, ..., n+1 ala condition
guen + 1 n’est pas chaoisi.

Donc, le nombre de possibilités de choisientiers parmil, 2,...,n + 1 est

bh) ()= 03)

par la formule de Pascal (proposition 1.18).
L]

Par exemple, le nombre de possibilités de choisir 6 nombres gaemi. ., 49 (Lotto allemand) est

(469> = 13983816.

Théoréme 1.20(Formule du bindme de Newtanpoitn € N. Pour touta, b (nombres réels, ration-
nels, complexes, entiers, etc.) nous avons :

n
(a+b)" = (n) akpn k.
k
k=0
Démonstration.Par récurrence.

0

Initialisation : Pourn = 0 ona(a+5)° = 1etY)_, (Z) akpn=k = (O

>a0b0 = 1, donc

I'assertion est vraie.
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Hérédité : «n = n+1»: Nous supposons que pauiEe N I'égalité (a+b)" = >} _, <Z> akpr—k
a déja été démontrée. Nous faisons le calcul suivant :

(a+b)""t = (a+b)"- (a+0)

I
ke 3
i NgEi
N
=
|3
—
N———
ol
(=
3
|
=
=
+
=
it-
N
> 3
N——
IS
ol
S
7
ol
+
=

_ 0pn+l = n n kpn+l—k n+170
=a% b b
ool (VRS ) ECl

n
0pn41 n+1) jniiok | nt1p0
=a’p E b b
a —|—k1( 1 )a +a

n+1
= (n N 1) akprti=k
k
k=0

Nous avons utilisé la formule de Pascal (proposition]1.18).

2 Logique élémentaire

Objectifs :

e Maitriser la conjonction, disjonction, négation d’assertions ainsi que les itipins, I'équiva-
lence et la contraposée ;

e maitriser les quantificateuxset 3;

e maitriser le calcul avec les tables de vérité.

Une grande partie du contenu de cette section a déja été traitée dans ldecburSchlenker pendant
la semaine préparatoire. On donnera donc parfois moins de détails au cour

Dans la section précédente, nous avons déja considéré le concapsee®ns et nous avons introduit
d’un point de vue intuitif les implications et I'équivalence. Nous allons maimteétudier d’autres
opérations sur les assertions et formaliser les implications.

Et et ou ou ou et et

Sion a une assertion, son contraire en est une autre, appekégaten(par ex. « Il pleut. » Négation :
« Il ne pleut pas. »). On peut aussi combiner deux assertions pagtunou un «ou» (par ex. « est
pair et z est positif. » ; «¢ = 2 ou 2 est impair. »).
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Nous allons étudier ces trois constructions de plus prés. Pour cela llans @iliser les tables de
vérité. Pour ceux qui aiment bien l'informatique, cela peut aider d'utilisendeléle des circuits
électriqgues comme dans le livre de Schichl/Steinbauer.

Définition 2.1. SoientA et B des assertions.
(a) La conjonction « et» (symbole :A)
« Et» en mathématiques a la méme signification qu’au quotidien :

L'assertionA et B (en symboles A A B) est vraie si et seulement diet B sont vraies.

(b) La disjonction «ou » (symbole :V)
« Ou » en mathématiques a la signification suivante :
L'assertion «A ou B » (en symboles A v B) est vraie si au moins une des assertiohsB3 est
vraie.

(c) La négation (symbole :—)

La négation ded est I'assertion « nomM » (en symboles-+A) qui est vraie si et seulement 4i
est faux.

Introduisons maintenant le formalisme (facile !) des tables de vérité (v=fwdaux) a I'exemple de
la conjonction.

A | B | AAB | Explication

V|V Y Si A est vrai etB est vrai, alors 4 A B) est vrai.
v | f f Si A est vrai etB est faux, alors4 A B) est faux.
flv f Si A est faux etB est vrai, alors 4 A B) est faux.
flf f Si A est faux etB est faux, alors4 A B) est faux.

(1) P est étudiant(e) de ce cowtsP habite a Luxembourg.
(2 z2=1etx >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «?> = 1 » et B l'assertion « > 0 ».
e r =1:C'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.
e r = —1:cC'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est fausse.
e v+ 1etx > 0:cCestlecasdelarangée 3; alors, I'assertion est fausse.

e v # —1etx <0:cestle cas delarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

Voici, la table de vérité pour la disjonction :

AV B

- -, < <
—h<—h<bd
- < < < | <
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(1) P est étudiant(e) de ce couns P habite a Luxembourg.
(2 z2=1o0uz >0

Regardons (2) de plus prés. Sdif’assertion «> = 1 » et B 'assertion « > 0 ».
e © = 1:C'estle cas de larangée 1; alors, I'assertion est vraie.
e © = —1:cC'estle cas de larangée 2; alors, I'assertion est vraie.
e £ 1etx > 0:cC'estlecasdelarangée 3; alors, I'assertion est vraie.
e r # —1letx <0:cestlecasdelarangée 4; alors, I'assertion est fausse.

Notez que « ou » au quotidien est souvent utilisé de maniére exclusiveulez\ious du café ou du
thé ? » ; « Allez-vous a droite ou a gauche ? ». C’est soit I'un, soit I'aRae en maths : Si et B sont
vraies, alors I'assertion4A v B) est vraie. Mais, aussi au quotidien on peut utiliser « ou » comme en
maths : « Si c’est votre anniversaire ou si vous réussissez I'exgenenis félicite. » Je vous félicite
méme si vous réussissez votre examen le jour de votre anniversaire.

Pour étre comlet, nous donnons la table de vérité de la négation qui est facile

-A
\Y; f
f Y

\oici, des exemples de négations :

(2) Il pleut.
Négation :Il ne pleut pas.
2 xz=1
Négation :z # 1
(3) Il est luxembourgeoistil étudie a I'Université du Luxembourg.
Négation :1l n’est pas luxembourgeoisu il n’étudie pas a I'Université du Luxem-
bourg.
4) 22 =1etzx >0
Négation :z2 # 1ouz <0

Soulignons ce que nous avons vu dans les exemples (3) et (4) :
] Lors de la négation, « et » et « ou » sont a échanger!
Voici la proposition qui exprime cela.

Proposition 2.2(De Morgan) SoientA, B des assertions. Alors :
@) —~(AAB)=(=4)V (-B),

(b) ~(AV B) = (~4) A (-B).
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Démonstration.L'assertion (a) se voit par I'égalité de la 3éme et la derniére colonneladaaisle de
Verité :

A|B| AANB|~(AAB) | -A|-B | (mA) Vv (=B)
V|V v f f f f
v | f f v f v v
flv f v \Y; f v
f|f f v \Y; v v
La démonstration de (b) est similaire. O

Mentionnons encore ldouble négation: on vérifie immédiatement que(—A) = A ; donc la néga-
tion de la négation d'une assertion est égale a I'assertion du débutstdaux que I'assertionl est
fausse, alorsl est vraie. Voici, quelques exemples :

e Il n'est pas vrai que le Luxembourg n'appartient pas a I'UE.
e Je ne vais pas m'abstenir de voter.
e «—(x # 1) » est une facon compliquée pour écrire « 1 ».

Pour finir, nous donnons un théoréme qui résume quelques réglesepmalcul avec les symboles
V, A, = La démonstration se fait par tables de vérité.

Théoreme 2.3.SoientA, B, C des assertions. Alors les égalités suivantes sont vraies.

(@ AvB=BVA,
AN B = B A A (commutativité) ;

(b) AV(BvC)=(AVvB)VC,
AN (BAC)= (AN B)AC (associativité) ;

() AV(BAC)=(AVB)AN(AV(O),
AN(BVC)=(AAB)V(AACQC) (distributivité) ;

(d) Av(BANA)=A,
AN(BVA)=A4;

(e) AV A=A,
ANA=A,
) Avf=A,
ANv=Ajici, v et f sontles assertions qui sont toujours vraies/fausses.
(9) Avuv =,
AN =T
(h) AV (mA) =,

v
AN(RA) = f;
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(i) ~(=4) = 4;

() ~(AVB)=(=A) A (=B),
—(A A B) = (—A) vV (—B) (regles de de Morgan).

De I'existence pour tout

Il'y a peut-étre une personne parmi vous qui a deux fréeres. Esteeejte personne dit la vérité
quand elle dit : « J'ai un frére » ? Evidemment que oui! Si on a deuedrésn en a aussi un. Un
mathématicien ayant un frere et pas deux dirait : « J'ai un frere etulm s®1 « J'ai précisement un

frére. »
Une autre personne n'a pas de frére du tout. A-t-elle raison si elle diioug mes fréres ont les

cheveux verts » ? La réponse est encore : oui.

« |l existe » veut dire : il existe au moins un. Il peut y en avoir plus d'wuv@nt on utilise le symbole
3 pour « il existe ». S'il existe un, mais pas deux ou plus, alors on dit quexistieeun et un seul »
ou « il existe un unique ». Dans ce cas, on écrit souvetibx Les deux points « : » possedent la
signification « tel(s) que ». Le symbaiesignifie « pour tout ».

Exemples :

(1) (vrai) Il y a un étudiant dans cette salle.

(2) (vrai) Il existe un nombre rationneltel que2z = 2 (en symboles3x € Q : 2z =
2).

(3) (vrai) Il existe un et un seul nombre rationnetel que2xz = 2 (en symboles :
NxeQ:2x=2).

(4) (vrai) Il existe un nombre rationneltel quez? = 1 (en symboles3z € Q : 22 =
1).

(5) (vrai) Il existe un et un seul nombre rationnetel quez? = 1 etz > 0 (en
symboles 3!z € Q: (22 =1 Az > 0)).

(6) (faux) Il existe un et un seul nombre rationnetel quez? = 1 (en symboles :
JzrecQ:2?=1).

(7) (vrai) L'équationa® + b?> = % posséde une solution en entiers positifs non nuls.
Démonstration3? + 42 = 52,

(8) (vrai) Tous les étudiants dans cette salle étudient a I'Université derhbmurg.

(9) (vrai) Pour tout nombre rationnej on ax? > 0 (en symbolesYx € Q : 2 > 0)).

(10) (vrai) Le carré de tout entier relatif pair est divisible pgen symbolesVYn € Z :
(2| n=4|n?).

Démonstration Soitn € Z (arbitraire) tel que | n. Alors,n = 2m pour unm € Z
et doncn? = 4m? est divisible pasx.

(11) (vrai) Tout nombre réel non-négatif est le carré d’'un nombeé mén-négatif (en
symboles ¥z € R>g,3y € Rsg : y> = z ol R>( est I'ensemble de tous les
nombres réels non—_négatifs). B B
Démonstration Soitz € R>( (arbitraire). On prendra = /x, sa racine carrée.
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(12) (faux) Le carré de tout nombre réel est supérigufen symbolesVz € Q : 22 >
0).
Démonstration L'assertion est fausse pour= 0.

Pour démontrer une assertion d’existence, il suffit de donner un égemp

Pour démontrer une assertion de la formexe E : A(x) », on se donne un € E (arbitraire) et on
démontreA(x) pour cez.

Pour démontrer qu’une assertion de la forméxec E : A(x) » est fausse, il suffit de donner un
contre-exemple.

Le dernier point suit en fait du premier par les regles de négation queragardons maintenant.

(1) Tous les étudiants ont les cheveux blonds.
Négation :Il existe un étudiant qui n’a pas les cheveux blonds.

(2) Il existex tel quef(x) = 0.
Négation :Pour toutz : f(z) # 0.

’ Si on fait la négation d’'une assertion, il faut échariget 3, et il faut échanger « » et «V ».

La table de vérité de I'implication

Nous définissons maintenant I'implicatich=- B par la table de vérité :

A|B||A=B
V|V \Y;
v | f f
flv \Y;
f|f v

Voici une explication du choix de cette définition. SupposonsA4jue B est vraie. Alors :
e Si A est vraie,B est vraie aussi. Ceci exprime « I'implication ».
e Si A estfausse, on ne peut rien dire gIr B peut étre vraie ou fausse.

En fait, si on exige ces deux propriétés, la table de véritédde> B ne peut étre que celle en
haut, comme on le vérifie directement. Il peut apparaitre contre-intuitif quiekeseres deux lignes
expriment : « D'une fausse assertidron peut conclure que toute assertiBrest vraie et qu’elle est
fausse. »

Proposition 2.4. SoientA, B des assertions. Alors :
(@ (A= B)=((—-4)V B).
(b) (A= B) = (=(AA(=B))).

(©) (A= B) =((-4) < (=B)).
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La démonstration se fait par une table de vérité.

La partie (b) de la propositidn 2.4 donne une explication formelle pour les mgnations par I'ab-
surde : si I'assertion « I'hypothésgest vraie et la conclusioB est fausse » est fausse (par exemple,
parce qu’on trouve une contradiction), alets= B est vrai.

Elle justifie aussi (encore une fois) la table de vérité définissant I'implicai@n(ne peut pas avoir

a la fois A vraie etB fausse »).

La contraposée

SoientA et B deux assertions. On appelle I'assertiofixd) <= (—B) » lacontraposée de4 = B).
La partie (c) de la propositidn_2.4 nous dit que I'assertiof «> B » est vraie, si et seulement si
«(—mA) < (—-B) » est vraie.

(1) Il pleut.= La rue est mouillée.
Formulation équivalentell ne pleut pas< La rue n’est pas mouillée.

(2) P estun point sur le cercle de rayoret de centr&’. = La distance entré estC'
est égale a.
Formulation équivalente P n'est pas un point sur le cercle de rayeret de
centreC. < La distance entré estC est différente de.

@B zr=1=22=1
Formulation équivalentez # 1 < 22 # 1

@4 z?=letz>0zx=1
Formulation équivalente (x? # 1 ouz < 0) &z # 1

Quelquefois il est plus facile de démontrer la contraposée d’'une assguid’assertion elle-méme.
Proposition 2.5. Siz” +z + 1 = 0, alorsz # 1.

Démonstration.Nous ne cherchons pas a calculer les solutions de cette équation caedltad pas
demandées. Il est plus facile de démontrer la contraposéex: «Sialorsz” + z + 1 # 0. » On voit
immédiatement que cette assertion est vraig€ar 1 + 1 = 3 # 0. O

Ne pas confondre la contraposéed) < (—B) avec(—A) = (—B).
Voici un exemple d’une utilisation erronnée (!) :

Les voitures ayant eu un accident sont cassées. Cette voiture réa pasccident, alors
elle n'est pas cassée.

Nous connaissons maintenant les principes les plus importants des détimmstra

o démonstration directe ;

e démonstration de la contraposée (c’est une démonstration indirecte) ;

démontration par I'absurde (c’est une démonstration indirecte) ;

démonstration qu’une assertion est fausse par un contrexemple ;

démonstration par récurrence.
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3 Ensembles

Objectifs :
e Maitriser la notion intuitive d’ensemble, union, intersection, complément, etc.
e savoir démontrer des propriétés simples.

Cette section provient du cours préparatoire. Elle ne sera traitée querbest.

Introduction

Les ensembles sont un outil indispensable en mathématiques. Nous ematznment besoin pour
décrire des fonctions. Notre approche des ensembles sera cellerdea é8éu début du 20éme siécle.
Une théorie plus rigoureuse ne peut pas étre enseignée au débtitdbss é

On peut décrire un ensemble en écrivant ses éléments. Par exemple :
e A={A B,C,D,...,X,Y, 7}, 'alphabet.
e 2=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 'ensemble des chiffres.

On utilise les accolades pour indiquer qu’il s’agit d’'un ensemble. Legtsldans un ensemble sont
appelégléments
Vous connaissez déja des ensembles de I'école :

e N={0,1,2,3,...} 'ensemble des nombres naturels/entiers non-négatifs,

e Z=4{...,-2,—-1,0,1,2,...} 'ensemble des entiers relatifs,

Q, 'ensemble des nombres rationnels (les fractions),

R, I'ensemble des nombres réels,

e C, I'ensemble des nombres complexes (voir le cours a ce sujet).
Nous utiliserons les notations suivantes :

e () pour 'ensemble vide ;

e c pourindiquer I'appartenance d’'un élément & un ensemble;

e ¢ pourindiquer qu’un élément n'appartient pas a un ensemble ;

e #M pour indiquer le nombre d’éléments (le cardinal) d’'un ensemble.
Par exemple :

e 7TcR

e 7N

e 7T¢cZ
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1¢N

1/2€Q

1/2¢ 7

A € A (A est élément de I'ensemhlé, I'alphabet.)

A ¢ Z (A n’est pas un élément de I'ensemble des chifftes

#A =26

o #2Z2 =10

Nous exigeons que les ensembles satisfassent les deux proprié@sémales suivantes :

e Les éléments d’'un ensemble sont tous deux-a-deux distiett-a-dire qu’un seul objet n'est
pas deux fois élément d’'un seul ensembfe,:2, 2, 3} n'est qu’une écriture (non-minimale) de
{1,2,3}.

e Les éléments d’'un ensemble ne sont pas ordqrést-a-dire qu'un ensemble ne dépend |pas
de I'ordre dans lequel on écrit ses élémenits, 2,3} = {2,3,1}.

Une autre fagcon d’écrire un ensemble est de le définir par des praplgses éléments. Par exemple :

e X={ 2y |xze€ZyeZ}={0001,0203,...,99}.
~~ S——

éléments propriétés

& = {P | P est étudiant(e) de ce coufsl’ensemble des étudiants de ce cours.

L = {P | P estun/une Luxembourgeois(g)'ensemble de tous les Luxembourgeois.

B={ABC | A€ A B € A,C € A}, 'ensemble de tous les mots de trois lettres. Noter
que la virgule dans la description doit étre comprise comme « et » et poureieénplacée
par «A ».

G = {n | n € N,n est pair}, 'ensemble des nombres naturels pairs.

Soienta, b € R. L'ensemble
[a,b] :={z |z € R,a <2 <b}

est appeldintervalle fermé entre: etb. (Pour les intervalles ouverts (semi-ouverts), on utilise
la notation|a, b[ (Ja, b]).)
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La notion d’ensemble de Georg Cantor

La notion d’ensemble utilisée dans ce cours (et pendant la plupart dewaess) est celle de Georg
Cantor :

Par ensemble, nous entendons toute colleclibr’objetsm de notre intuition ou de
notre pensée, définet distincts ces objets étant appelés les élémeletd/.

Interprétation :

objet : « objet mathématique » ;

collection : 'ensemble sera un nouvel objet mathématique ;

définis : les objets doivent étre clairement définis;

distincts : il doit étre clair si deux objets sont égaux ou distincts.

Il y a des subtilités avec les ensembles que vous n'allez pas rencomdampeos études (sauf dans
un cours de logigue mathématique). C'est a cause de cela qu'il fauttenifiger une notion plus
moderne. Pour les mathématiques que nous allons faire, cela ne fera dgiféénence.
Voici un probléme avec la notion de Cantor : le paradoxe de Russell. lliemwil n'existe pas
d’ensemble de tous les ensembles.
En effet, supposons par I'absurde que I'ensemble de tous les enseaxistes appelons I€. Nous
pouvons alors considérer le sous-ensemblde ) formé des ensembles tels queX n’est pas un
élément de 'ensembl¥ :

A={XeQX ¢ X}.

Qu’en est-il alors ded ? Si A est un élément dd (A € A), alors par définition del, A n’est pas un
élément ded (A ¢ A). EtsiA n’est pas un élément dé (A ¢ A), alors par définition del, A est un
élément ded (A € A). Aucune de ces deux options n’est donc possible.
Sous-ensembles et opérations sur les ensembles
Définition 3.1. SoientA, B des ensembles.

e B est appeléous-ensemble/partie desi pour toutb € B on ab € A. Notation : B C A.

e A etB sontappeléggauxsi A C B etB C A. Notation: A = B.

e On appelle 'ensemble
A\B:={a|a€ A,a & B}

le complément ou la différence de dansA.

e On appelle 'ensemble
AUB:={ala€ AVac B}

la réunion deA et B.
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e On appelle 'ensemble
ANB:={a|la€ ANa€ B}

l'intersection deA et B.
e SionaAnB = (), on appelleAU B la réunion disjointe ded et B. Notation : AU B ou AL B.

e On appelle 'ensemble
AxB={(a,b)|ac Abe B}

le produit cartésien dd et B. Ses éléments sont aussi appelésples
Par exemple :
e {A,D,Z} C A.
e {1,2,3,4} C Z;aussi:{1,2,3,4} CN.
e GCN
o [IL2JCR
e Z\{1,2,3,4} ={0,5,6,7,8,9}.
e {1,2,3,4}\{2,3,4,5} = {1}.
e {1,2,3}\ Z =0.
e [1,3]\[2,3] =[1,2]
o {1,2} U{8,9} ={1,2,8,9} = {1,2} U {8,9}
e {1,2,3} U{3,4,5} = {1,2,3,4,5}. (Tout élément n'appartient qu’une fois a 'ensemble !)
e [1,3]N[2,4] = [2,3]
e LNE ={A| AestLuxembourgeois et étudiant de ce cdurs
e N x N estI'ensemble de tous les couplesb) aveca, b € N.
e Ax Z=1{(4,0),(4,1),...,(A,9),(B,0),(B,1),...,(B,9),(C,0),...,(Z,9)}.

o {n|neZ,2dvisen} N{n|n € Z,3dvisen} ={n|n € Z,6 divisen}.

Quelques propriétés
Lemme 3.2. Soient4, B, C des ensembles. Alors, les assertions suivantes sont vraies :
@ ANn(BuUuC)=(AnB)U(ANCQ)

(b) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ)
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Démonstration.(a) Nous nous souvenons que deux ensembles sont égaux si I'smussénsemble
de l'autre et réciproguement. Nous allons alors montrer les deux inclusions

1) AN(BUC)C(ANB)U(ANCO)

2 AN(BUC)D2 (ANB)U(ANCO)

Par définition deC il faut montrer :

Q) € AN(BUC) =z € (ANB)U(ANC).
(2 z€(ANB)U(ANC)=z€ AN(BUC).

(1) Soitz € AN (BUCQC).

=x€ANz e (BUCQC)

=x€AN(xeBVvzxel)

=(xeANzeB)V(xzeAnzel)

=zxe€eANBVze ANC

=ze€(ANB)U(ANC)

Nous avons démontré (1). Dans les calculs on s’est servi des réagletepcalcul avec les symboles
«V, A » du théoremg 21 3.

(2) Soitz € (ANB)U(ANC)

==x€ANBVze ANC

=(xecANzxeB)V(reAnzel)

=ze€AN(xeBVzel)

=z € AN(BUC).

Nous avons démontré (2), et donc (a).

(b) Exercicd_3.b. O

Nous avons vu que l'intersection correspond au 4 etét la réunion au « ou/». Dans le prochain
lemme nous voyons que le complément correspond a la négation.

Lemme 3.3. SoientE un ensembled et B des parties deF et A = E\ AetB = E \ B, les
complémentaires dd et B dansE ;ona:

(@ ANA=0etAUA = F (autrementditA L A = F);
(b) E\ (E\ A) = A (autrement ditd = A);

(c) ACB< BCA;

(d AUB=ANB;

(e) AnNB=AUB.

Démonstration.
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(@) Supposons par I'absurde que l'intersection A est non vide. Soit alors un élément dand N A.
Ona:xz € ANz ¢ A. Ceciestimpossible, don¢ N A est vide.

CommeA et A sont des sous-ensemblesideur union I'est aussi : ondUA C E. Démontrons
maintenant que? est inclus dans I'uniom U A. Pour cela, soit: un élément de. On a :
r € AVvax ¢ A Ceciprouve que appartient 34 U A. Ainsi, on aFE C A U A, et finalement
I'égalité.

(b) Soitz dansFE;ona:
reE\(F\A)ers¢E\As-(zrecE\A) e ~(z¢A) s xeA
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.
(c) La clé dans cette démonstration est la contraposée. Par définitiohudioreB C A signifie
VeeE:(x¢gB=x¢A).

On reconnait que I'assertion entre paranthéses est la contrapd&ssdeion entre paranthéses
de
VeeFE:(xe A=z € B),

qui signifie précisemem C B.
(d) Soitz dansFE;ona:
rcAUB&e ¢ AUBS ~(z€ AUB) & ~(r € AVr € B)
sazecAAN-~(reB)ercANreEBsrc ANB.
Ceci prouve I'égalité des deux ensembles.

(e) Ona, d'aprés (b) et (d) :

ANB=ANB=AUB=AUB.

Exercices sur les ensembles
Exercice 3.4. Soient
A={n|n e N,nestdivisible pak } et B = {n | n € N, n est divisible pab }.
(a) Décrire l'intersectionA N B.
(b) Décrire la réunionA U B.
(c) Décrire le complémenB \ A.

(d) Décrire le complément \ B.
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(e) Donner le cardinal d¢12,27] N A et de[12,27] N B.

Exercice 3.5. (Deuxiéme partie du lemrhe 8.2.) SoiehtB et C' des ensembles. Démontrer :
AU(BNC)=(AUuB)N(AUQ).
Exercice 3.6.(a) SoientA et B des ensembles. Démontrer :

1) ACB < A=ANB < B=AUB;
(2 AnB=0 < A\ B=A.

(b) SoientE’ un ensemble ed, B des sous-ensembles Be Démontrer :
1) AnB=0«<—= BCE\A< ACFE\B;

(2 AUB=E<—= E\ACB<+<= E\BCA.

Corrigé des exercices sur les ensembles
Exercice[3.4.Soient
A ={n|n e N,nestdivisible pak } et B = {n | n € N, n est divisible pab }.

(@) AnB = {n|n e N,nestdivisible pad0 }.

Raison : un entier relatif est divisible pan0 si et seulement s’il est divisible paret 5.
(b) AU B = {n|n € N,n estdivisible pab ou par2 }.
(c) B\ A= {n|n e N,nestdivisible pap et n’est pas divisible pal0 }.
(d) A\ B ={n|n € N,nestdivisible pae et n'est pas divisible p&¥ }.

(e) [12,27] N A = {12,14, 16,18, 20, 22, 24, 26}, donc son cardinal est
[12,27] N B = {15, 20,25}, donc son cardinal e8t

Exercice[3.5.SoientA, B et C des ensembles. On a :
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Avec la méme argumentation que pour (a) du lerhmk 3.2, nous devons démontrer :

1) z€c AUu(BNC)=xzc (AUB)N(AUC).

2ze(AuB)N(AUC)=2€ AU(BNCQO).

(1) Soitz € AU(BNC)
=x€AVee(Bn(C)
=x€AV(xeBAxel)
=(xeAVzeB)AN(zecAvael)
=rxcAUBAz e AUC
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=ze€(AUB)N(AUC)

Nous avons démontré (1).

(2) Soitz € (AUB)N(AUC)

>rxc AUBAz e AUC

= (reAvVvzeB)AN(ze AVael)

=z c€AV(xe BNz e(l)

=x€AVee(Bn(C)

=zc€AU(BNC)

Nous avons démontré (2) et donc I'assertion demandée.
Exercice[3.6.

(a) SoientA et B des ensembles. On a:

(1) ACB < A=ANnB < B=AUB.
Raison : Il y a plusieures maniéres pour démontrer cela. Nous en doonen
Commencons par les équivalences suivantes :

ACBe (reA=z2zeB)s(rcAs (reANzeEB)& A=ANB.
Regardons maintenant les équivalences suivantes :
ACB& (reA=zreB)e (reBs (reAVreB))< B=AUB.

(2 AnNB=) < A\B=A.
Raison :

ANB=0& (rcA=2¢B)cA\B={z|zc ANz ¢B}={z|zec A} =A.
(b) SoientE un ensemble et, B des sous-ensembles fleOn a :

(1) AnB=(0«<= BCE\A<= ACFE\B.
Raison : D'abord nous avons les équivalences

ANB=0&VaeeFE:(reA=2¢B)< ACFE\B.

Pour voir le reste il suffit de prendre la contraposée de l'assertior F : (r € A= x ¢
B)estVx € E: (x € B=x ¢ A) qui équivaut a l'inclusio’3 C E'\ A.

(2 AUB=E<=E\ACB<+= E\BCA.
Ces équivalences peuvent étre démontrées avec des arguments sinilaises est aussi
possible d’'appliquer les régles pour les compléments dans le [emime 3.3 &ilbas&B:

4  Applications et fonctions

Objectifs :

e Maitriser les notions d’application, d’'image, d'image réciproque, etc. ;
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e maitriser les notions d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité ;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Cette section provient du cours préparatoire. Elle ne sera traitée querbaat.
Dans ce cours, nous utilisons les mots « application » et « fonction » commerbeymes.

La notion d’'une application/fonction

Commencons par des exemples :

e Considérons l'applicatiof : R — R donnée par la régl¢(x) = =2 pour toutr € R.
source but

On dit quez? est 'image der par f. Par exemple 4 est I'image de2 par f.
On dit aussi qué est une image réciproque/un antécédant par /. Noter que—2 est un autre
antécédant, donc les antécédants ne sont pas uniques.
Si une application est donnée par une régle confinmn écrit la régle aussi comme?s 22 ou
x — 2 tout court.
L'image def est la partie du but dans laquelle tout élément possede au moins un antécéda
Dans notre cas onlan(f) = {z | x € R,z > 0} = R>,.
e A = {1,2,3}, B = {X,Y}. On voudrait définir une application : A — B . Nous

pouvons simplement le faire en posafit) = X, ¢(2) =Y, ¢(3) = X.

Une autre possibilité seraj(1) = X, ¢g(2) = Y, g(3) = Y, et encore une autrg1) = Y,
9(2) =Y, g(3) =Y (c’est une fonction constante).

Par contre, il n’est ni permis de posgil) = X, g(1) =Y, g(2) = X, g(3) =Y/, ni suffisant
de posegy(l) = X etg(2) =Y car:

Dans la définition d’une application/fonction, tout élément de la source dsgquer une et une
unigueimage dans le but.

e On peut définir I'applicatiors : £ — {homme, femmg par la régleS(P) = homme si la
personneP de I'ensemblel de tous les Luxembourgeois est un homme$ @) = femme
sinon.

Nous allons formaliser cette notion maintenant.

Définition 4.1. SoientA, B des ensembles. Umpplicationf : A — B est une régle qui associe a
tout élément € A un uniqueélémentf(a) € B.

On appelleA I'ensemble de départ ou la source flet B 'ensemble d’arrivée ou but dé

Les applications sont aussi appeléenctions

Soitf : A — B une application.

e Sia € A, on appellef(a) I'image dea par f.
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e SoitS C A un sous-ensemble. L'ensemble
f(S)={f(s)[seStcB
est appeldimage (directe) de5 par f.
L'ensemblef(A) = Im( f) est appeldimage def (tout court).

e Soitb € B. Touta € A tel quef(a) = b est appeléune image réciproque (ou préimage ou
antécédant) de (Un tel élément n’existe pas toujours et lorsqu’il existe, il n’est pagumen
général!).

e Soit7T C B un sous-ensemble. L’'ensemble
fNT) ={alac A fla)eT}C A
est appeld'image réciproque (ou préimage ou antécédant]'gmr f.

e On appelle 'ensemble
{(a,f(a))|]a€e A} CAXB

le graphe def.

Le graphe dg est comme vous le connaissez (le dessiner).

Injectivité, surjectivité, bijectivité
Définition 4.2. SoientA, B des ensembles ¢t: A — B une application.

e L'application f est appeléénjectivesi pour toutz, y € A I'assertion

fle)=fly) =z=y

est vraie. Noter la formulation équivalentg :est injectif si et seulement si pour touty € A
distinctsz # y leurs images sont aussi distinctégr) # f(y).

e L’application f est appelésurjectivesi pour toutb € B il existea € A tel quef(a) = b. Noter
que f est surjectif si et seulement$(A) = B.

e L'application f est appelédijectivesi elle est injective et surjective.

Regardons ce que ces notions veulent dire dans des exemples.

e Considérons encore I'applicatigh: R — R donnée pas: — z2.
Alors, f n'est pas surjective car, par exemplel ne posséde pas d'antécédant. Elle n’est pas
injective non plus, puisqué(—1) =1 = f(1).

e Faisons une petite modification et considérons I'application

f1: R — RZO

x = 22

Elle est surjective mais pas injective.
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e Modifions-la encore un peu et considérons I'application

fg: RZO — R

x = 2l

Maintenant, ell est injective mais pas surjective.
e Finalement, considérons I'application

f3: RZO — RZO

r =z

Maintenant elle est injective et surjective, donc bijective.
e Regardons maintenant le deuxieme exemple du début.dvec {1,2,3}, B = {X,Y} et
I'applicationg : A — Bparg(l) = X,g(2) =Y, g(3) = X.

Cette application est surjective. Il suffit qu’il existe une image réciprguue chaque élément
de I'ensemble d’arrivée. Vérifions ceci : une image réciproqu&dest1 (une autre esd) et
une image réciproque dé est2.

Elle n’est pas injective, car et 3 sont deux éléments distincts dequi ont la méme valeur
g9(1) = X =9(3).

e L'application S est surjective : il existe au moins un Luxembourgeois et au moins une Luxem-
bourgeoise (probablement présentes dans cette salle). Elle n’esjgetisédn il y a plus qu'une
Luxembourgeoise ou il y a plus gu’'un Luxembourgeois (probablemessi ptésents dans cette
salle).

e Considérons I'applicatiotf : Z — Z donnée par la reglg(n) = 2n pour toutn € Z.

Son imagef(Z) est 'ensemble de tous les entiers relatifs pairs. Alors, elle n’est pastgje
Mais f est injective : sif (n) = 2n et f(m) = 2m sont égaux, alorg; = m.

e Considérons l'applicatiorf : Z — {n | n € Z,n est pair} donnée par la réglg¢(n) = 2n
pour toutn € Z.

Elle est bijective.

e Pour tout ensemblel on considére I'applicatiomdentitéidy, : A — A donnée par la régle
id4(a) = a pour touta € A.

Elle est bijective.
Pour des ensembiles finis (c’est-a-dire, de cardinal fini), la propositimante est parfois trés utile :
Proposition 4.3. SoientA, B deux ensembles ¢t: A — B une application.
(&) Supposons qué soit fini de cardinaln. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f estinjectif.
(i) #Im(f) = #A =n.
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(b) Supposons quB soit fini de cardinal.. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

() f estsurjectif.
(i) #Im(f) = #B =n.

(c) Supposons qué, B soient finis de méme cardinal Alors, les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

() f estinjectif.

(i) f estsurjectif.

(i) f est bijectif.
Démonstration.(a) (i) = (i) : Comme les imageg(a) poura € A sont distinctes, il en suit
directement que I'image est de cardinal égét A.
(ii) = (¢) : Comme on suppose qu'’il existe autant d'images qu’éléments dans la slesrceages
f(a) poura € A sont deux-a-deux dinstinctes, dofiest injectif.
(b) (7) = (i7) : Si f est surjectif, alordm(f) = B, donc en particulief:Im(f) = #B.
(i) = (i) : Commelm( f) estun sous-ensemble @ 'hypothese#Im(f) = # B implique I'égalité
Im(f) = B, donc la surjectivité d¢.
(c) C’est une conséquence directe de (a) et (b). Ol

Composition d’applications et application inverse

Définition 4.4. SoientA, B, C des ensembles ¢t: A — Betg : B — C des applications. On
appelle I'application
gof:A—=C, a— g(f(a))

la composée de et f.

Voici, des exemples :

e Considérons les applicatiofs, 2] ERN [2,3] & [4,9] données par les réglggz) = = + 1 et
g(z) = 22. Alors, I'applicationgo f est donnée par laréglgo f)(z) = g(f(z)) = g(x+1) =
(z+ 1)

e Soitf : A — Bune application. Alorglgo f = f, puisque pour tout € Aona(idgof)(a) =
idg(f(a)) = f(a). De la méme maniére on voftoid4 = f.

Lemme 4.5 (Associativité de la composition d’applicationsyoientA, B, C, D des ensembles et
f:A— B,g: B— Ceth:C — D des applications. Alors, onfaoc (go f) = (hog) o f.

Démonstration.Deux applicationsA — D sont égales si elles prennent la méme valeur pour chaque
a € A. Nous allons vérifier que ceci est le cas paur(go f) et(hog) o f. Soita € A. Nous avons

(ho(go f))(a)=h((go f)(a)) = h(g(f(a)))

et

((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(a))).
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Puisque les deux expressions sont les mémes poua teutl, nous avons achevé la démonstration.

O

Lemme 4.6.Si f : A — B est une application bijectivealors il existe une unique application
g: B — Atellequego f =idy et f o g = idp. Elle est donnée par la réggb) = a ou pour tout
b € Bon prend 'uniquex € A tel quef(a) = b. L'application g est appelé&inverse def et souvent
notéef ! (attention : ne pas confondre la fonction inverse avec I'image réciprogue !

Démonstration.ll y a deux choses a faire : (1) montrer I'existence d’une telle fongjien(2) vérifier
son unicité.
(1) Existence : Nous avons I'assertion

Vbe B,Jac A: f(a) =0b.

En effet, I'existence provient de la surjectivité et I'unicité de I'injectivitén @oseg(b) := a. On a
donc

Vbe B: flglb) = fla)=b = fog=idp.

Soita € A. Pourb := f(a) il existe un uniquex’ € A tel quef(a’) = b = f(a), donca = o par
I'injectivité de f. En conséquence( f(a)) = ' = aetdoncgo f = ida.

(2) Unicité : Supposons que : B — A est une application qui satisfait aussb f = idy et
foh=idp.

A cause def o h = idpg et f o g = id, hous concluons

foh=fog.

En conséquence, on a
go(foh)=go(fog).

L'associativité d’applications (lemnie 4.5) implique :
(gofloh=(gof)og.
On utilisantg o f = id 4 nous obtenons :
idgoh=1idyog.
Les égalitésd s o h = h etid4 o g = g impliquent
h =gy,

et la démonstration est compléte. O
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Exercices sur les fonctions

Exercice 4.7.Soientd = {1,2,3,4,5} et B = {A, B,C, D}.

(a) Décrire une application surjective dé dansB.

(b) Décrire une application del dansB qui n’est ni surjective ni injective.
(c) Existe-t-il une application injective d¢ dansB ? Raison ?

(d) Décrire une application injective dB dansA.

(e) Décrire une application d& dansA qui n’est ni surjective ni injective.
(f) Existe-t-il une application surjective de dansA ? Raison ?

Exercice 4.8.(a) Trouver une application injective et non bijectiveNeansN.
(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNidansN.

(c) Trouver une bijection ent®™ x N etN.

Exercice 4.9.Soitsin : R — [—1, 1] la fonction sinus (connue de 'école) :
(a) Est-ce quein est bijectif ?

(b) Décrire image réciproquein—!({0}).

(c) Décrire I'image réciproquein—!({1}).

Exercice 4.10.SoientA, B,C des ensembles gt : A — B etg : B — C des applications.
Démontrer les assertions suivantes :

(a) go f estinjectif= f estinjectif.

(b) Sif etg sonttous les deux injectifs (respectivement surjectifs, respectivemetifjijalorsgo f
est injectif (respectivement surjectif, respectivement bijectif).

Corrigé des exercices sur les fonctions

Exercice[4.7.SoientA = {1,2,3,4,5} etB = {A, B,C, D}.

(a) Décrire une application surjectiye: A — B.
Par exemple f(1) = A, f(2) = B, f(3) =C, f(4) = D, f(5) = A.
(b) Décrire une application dé dansB qui n’est ni surjective ni injective.
Par exemple f(1) = A, f(2) = A4, f(3) = A, f(4) = A, f(5) = A.
(c) Existe-t-il une application injective dé dansB ?

Non, car si une telle application injectiyeexistait, nous auriongIm(f) = #A = 5 etlm(f) C
B, mais,B ne possede pas de sous-ensemble de caroat# B = 4, contradiction.
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(d) Décrire une application injectivge: B — A.
Par exemple y(A) =1, g(B) =2, ¢(C) =3, g(D) = 4.

(e) Décrire une application d8 dansA qui n’est ni surjective ni injective.
Par exemple y(A) =1,¢9(B) =1,¢9(C) =1,9(D) = 1.

() Existe-t-il une application surjective de dansA ?

Non, car sig : B — A était surjective, alors on aurdit= #B > # A = 5, contradiction.
Exercice[4.8.

(&) Trouver une application injective et non bijectiveNielansN.

Par exemplef : N — N, n > 2n.

(b) Trouver une application surjective et non bijectiveNddansN.

sin est pair,

n
Parexemplef : N - N,n+— < 2~ o
0 sin estimpair.

(c) Trouver une bijection entld x N etN.

Par exemple :

(n —m?, m) sim? <n <m?+m pourunm € N,
fln):= {(m,m2+2m—n) sim>+m+1<n<(m+1)?—1pourunm € N.

On comprend cette application au mieux si on fait un petit dessin.
Exercice[4.9.Soitsin : R — [—1, 1] la fonction sinus (connue de I'école) :
(a) Est-ce quein est bijectif ?

Non, carsin n'est pas injectif : par exemplén(0) = sin(m).
(b) Décrire I'image réciproqugin—!({0}).

Onasin '({0}) = {n-7 | nc Z}.
(c) Décrire 'image réciproquein—!({1}).

Onasin ' ({1}) ={Z +n-27 | n € Z}.

Exercice[4.10.Soient A, B,C des ensembles ¢t : A — B etg : B — C des applications.
Démontrer les assertions suivantes :

(@) g o f estinjectif= f estinjectif.

Démonstration (de I'assertion contraposée). Supposons quest pas injectif. Il existe donc
aj,az € Atels quea; # ag et f(a1) = f(az2). En conséquenceyf(a1)) = g(f(a2)); cela
montre que o f n'est pas injectif.



5. RELATIONS BINAIRES 43

(b) Sif etgsonttous les deux injectifs (respectivement surjectifs, respectivdnjeciifs), alorsgo f
est injectif (respectivement surjectif, respectivement bijectif).

Démonstration. Supposons d’abgfg; injectifs et donnons-nous; , as € A tels quey(f(a1)) =
9(f(az2)). Linjectivité de g implique f(a1) = f(az2). Linjectivité de f nous donne maintenant
a1 = ag, montrant l'injectivité degy o f.

Supposons maintenayfitg surjectifs et donnons-nouse C. La surjectivité dgy montre I'exis-
tence d'unb € B tel queg(b) = c. Maintenant la surjectivité d¢ implique I'existence de € A
tel quef(a) = b. Nous avons dong(f(a)) = g(b) = c. Alors g o f est surjectif.

Supposons finalemerft ¢ bijectifs. Cela implique qué¢, g sont injectifs et surjectifs. Par ce que
nous venons de voig, o f est injectif et surjectif, donc bijectif.

5 Relations binaires

Objectifs :
e Maitriser la notion de relation binaire ;
e connaitre et savoir démontrer des exemples de relations binaires.

On parle maintenant des relations a deux.
L'égalité dansQ définit un sous-ensemble @ x Q comme suit :

{(z,y) eQxQz=y} CQxQ.
Si on appelle cet ensemhft alors, on a I'équivalence pour tout pairy € Q :
r=y < (r,y)€S.
De la méme maniere, < » définit aussi un sous-ensemble(@e

{(z,y) eQxQlz <y} CQxQ

L'égalité et le « plus petit ou égal a » sont des exemples de relations bilainest « binaire » indique
gu'il s’agit d’une relation entre deux objets). Nous allons maintenamddiser cela.

Définition 5.1. Soit £ un ensemble ; on appeltelation binaire suir toute partieR de I'ensemble
Ex FE.

Vocabulaire 5.2. SoientE' un ensemble eR une relation binaire sut&. Pour un couplgx, y) de
E x E tel que(z, y) appartient aR, on dit quex ety sont en relatioret on notez Ry oux ~pr y (ou
mémer ~ y si R est clair).

Définitions 5.3. Une relation binaireRR sur un ensembl& est dite :
o réflexivesi pour toutr dansE on az Rz

e symétriquesi pour tout(z,y) dansE x E on a(zRy = yRz);



44 CHAPITRE I. INTRODUCTION AUX MATHEMATIQUES A L’'UNIVERSITE

e antisymeétriquesi pour tout(x, y) dansE x E on a((zRy etyRz) = = =y);
e transitivesi pour tout(z, y, z) dansE x E x Eona((xRy etyRz) = zRz);

e totalesi pour tout(z, y) dansE x E on a(xRy ouyRx).
Exemples 5.4.

(a) L'égalité sur un ensemblE est une relation réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive ; elle
est non totale dés quE a au moins2 éléments.

(b) SoientZ un ensemble 6?(E) I'ensemble de ses sous-ensembles (appelés parsss. La rela-
tion binaire R définie surP(E) par (ARB < A C B) est réflexive, transitive, antisymétrique ;
elle est non symétrique dés giieest non vide et non totale dés gbea au moin éléments.

Nous allons rencontrer deux types de relations binaires : les relatiordyel’'et les relations d’équi-
valence. Nous allons commencer par les premieres.

Relations d’ordre

Définition 5.5. Soit £ un ensemble ; on appelfelation d’ordre suiF une relation binaire sui qui
est réflexive, transitive et antisymétrique.

Exemples 5.6.

(a) L'égalité est une relation d’ordre.

(b) Sur I'ensemble des parties d’un ensemble, I'inclusion est une mldtardre (en générale non
totale).

(c) Le «plus petit ou égal & » surN, Z, Q, R est une relation d’ordre (totale).
SoientE un ensemble non vide &t une relation d’ordre Suf .
Définition 5.7.

e Un élément de E est appelélus grand élément d& s'il vérifie : Vx € E, x < a.

e Un élément; de E est appelélus petit élément d& s'il vérifie : Vx € E,a < .

Remarque 5.8. Le plus grand et plus petit élément d’un ensemble ordonné n’existsrtbppours,
mais lorsqu’ils existent, ils sont uniques.

Par exemple) est le plus petit élément d& L'ensemble des entiers relatifsne possede aucun plus
petit élément.

Définition 5.9. Soit A une partie deF.

e Un élémentM de E qui vérifie :Vx € A, x < M est appelé&in majorant ded.

e Un élémentn de E qui vérifie :Vax € A, m < z est appeléin minorant ded.

Par exemple, pour les intervals réglsb|, (a, b], [a,b) et(a,b), le nombre réet est un minorant e
est un majorant.

Vocabulaire 5.10. Une partie qui posséde un majorant (respectivement un minorard)tesbhajorée
(respectivememninorég.
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Relations d’équivalence
Définition et premiers exemples

Définition 5.11. Soit £ un ensemble ; on appeltelation d’équivalence suf une relation binaire
sur E qui est réflexive, symétrique et transitive.

Exemples 5.12.

(a) L'égalité sur un ensemble est une relation d’équivalence.

(b) SoitE I'ensemble de tous les étudiants a 'UL. Paury € E on définitz ~ y si les étudiants:
ety étudient dans le méme programme. [On suppose ici qu’un étudiatuididégue dans un seul
programme.]

(c) SoitE I'ensemble de tous les étudiants de ce cours. Royre E on définitz ~ y siles étudiants
x ety ont le méme sexe.

(d) Sur'ensemble des droites affines du plan, le parallélisme est lat@red’'équivalence.

(e) SoientE et F' des ensembles gtune application deZ dansF. La relation binaire Ry définie
sur E par

V(z,y) € E?, (xRyy < f(x) = f(y))
est une relation d’équivalence. On 'appetigation d’équivalence associég a

Par exemple, sf : R — R est donné par la réglg(z) = =2, alors

foy@xQ:yQ(@x:ny:—y.

(f) Soitn € Z. La congruence module (voir exercices) est une relation d’équivalence :

r=y modn<n|(r—y).

Classes d'équivalence et ensemble quotient

SoientE un ensemble (non-vide) & une relation d’équivalence suf fixés.

Définition 5.13. (a) Soitx dans E'; on appelleclasse d’équivalence de (pour la relationR) le
sous-ensemblfy € E | xRy} de E; on le notez.

(b) Soitw une classe d’équivalence dg; tout élément: dansw est appelé umeprésentardew.

(c) L'ensemble des classes d'équivalencdZdaour la relation R est appelénsemble quotient d&
parR; on le noteE'/R.

Remarque 5.14.Les éléments de I'ensembt/ R sont des classes d'équivalences; ce sont donc
eux-mémes des ensembles (plus précisément, des sous-ensembles d

Exemples 5.15.(a) Pour I'égalité sur un ensemblg, ona :z = {z}.
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(b) Pour la relation d’avoir le méme sexe pour les étudiants de ce cour®xliste que deux classes
d’équivalences : celle des hommes et celles des femmes. Chaque Hamsree cours est un
représentant de la classe d’équivalence des hommes.

(c) Chaque étudiant de ce cours est un représentant de la clasgeidbdence « BASI filiere mathé-
matiques » pour la relation d’étudier dans le méme programme.

(d) Soientt et F' des ensembles ¢tune application d&v dansF. Pour la relation d’équivalencé,
la classe d’'un élémentde E est :

z={yeE|fy)=[f=)}="{f@)}.
C’est « I'image réciproque de I'image de».

Proposition 5.16. (a) Les classes d’équivalence d&sont toutes non vides et tout élémentie
appartient a une et une seule classe d’équivalence (la sienne!).

(b) Soientr,y € E. Alors :
reEy <& yex.

(c) Soientr,y € E. Siy € 7, alorsy = 7.
(d) Soientr ety dansE. Alorsona xRy < = = 4.
(e) Soitr ety deux classes d’équivalence. 7’87y # (), alorsz = 7.

() L'ensemble des classes d’équivalences formepanttionde F, c’est-a-dire :

(Rappelons qug| signifie la « réunion disjointe ».)

Démonstration.(a) Tout élément: € E appartient a la classe par la réflexivité de la relation. Par
définition, toute classe d’équivalence est de la formalors elle n’est pas vide.
(b) Nous avons les équivalences :

def

def symétrie _
e zRy & yex.

r€y & yRx
(c) Nous avons par définition~g x, et donc par la symétrie ~ y. Prenong); € i, doncy ~g 1.
La transitivité nous donne ~ y; ; alorsy; € . Ceci montrg; C z. Par (b) nous avons aussie 3
et les mémes arguments montrent 3. Nous obtenons donc 'égalité= 7.
(d) «<=» est triviale. Pour « » on utilise (c).
(e) Soitz € TNy, doncz € T etz € 3. Par (c) nous avong= T etz = 3, doncz = 7.
(f) et une conséquence directe de (a)—(e) : Il faut montrer

(1) quelonak = |J wet
weE/R

(2) que cette réunion est disjointe.



5. RELATIONS BINAIRES 47

(1) est I'assertion (a) : tout élément deappartient a une classe d’'équivalence.
(2) est I'assertion (e) : deux classes d’équivalences sont soit leem&oit disjointes. O

Proposition 5.17. L’application de £ dansE/R qui a tout élément: de E associe sa classe est
surjective ; on I'appellesurjection canoniqude E dansE/ R.

En mathématiques, I'adjectifanoniqueest utilisé pour désigner un objet ou une construction natu-
relle, souvent définis de maniéere unique.

Démonstration.Appelons I'applications. Siz est une classe d’équivalence, alefs) = z. Donc,
on obtient la surjectivité. Ol
Factorisation canonique d’une application

Nous allons maintenant considérer un des exemples plus en détails. B@ehRtdes ensembles ¢t
une application dé&’ dansF'.

Vocabulaire 5.18. SoientE un ensemble ed une partie de&' ; on appelleinjection canonique dd
dansF l'application de A dansE qui envoie tout élémentde A sur z lui-méme (vu comme élément
dek).

On note icii I'injection canonique de¢f(£) dansF et s la surjection canonique d& danstl/R;.

Théoréme 5.19.11 existe une unique application bijectivede E/ Ry dans f(E) qui vérifie : f =
iofos.

La relation vérifiée par les fonctions i, s et f peut s’écrire de maniére compacte en disant que le
diagrammesuivantcommute
si @) Zj\

E/Ry =~ f(E)

En regle générale, on note les applications surjectives par une fleeheewx pointes», celles qui
sont injectives par la fleches, et les bijections par une tilde au-dessus de la fleehe

Démonstration.

Unicité On considére deux applicationset f qui satisfont le théoréme et on cherche & démontrer
gu'elles sont égales.

Soientw dansE/Ry une classe d’équivalence etdansE un représentant de (c'est-a-dire
quona:w =T = s(x)). Commef et f vérifient 'égalitéf =io fos=io fos,ona:

i(f@) =i (fs@)) = fl@) =i (Fls@)) =i (F()

Comme I'application est injective, on en déduitf:(w) = f(w). Ceci étant valable pour toute
classev dansE/ Ry, on en conclut qué et f sont égales.
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Existence Soientw dansE /Ry une classe d'équivalence gtdansE un représentant de. On
posef(w) = f(x).
Nous devons vérifier qu’on a bien construit ainsi une foncfipn’est-a-dire que la classea

uneuniqueimage parf. Cette vérification est nécessaire car on a a priori défini) a partir
du choix d'un représentantdew, et pas seulement delui-méme.

Soit doncz’ un autre représentant de la classe’est-a-dire qu'on &’ € w ou encorer Rz’
Alors, par définition de la relatioRy, on af(z) = f(z'). Limage dew par f est donc bien
définie (de maniére unigue). On dit que I'applicatibrst « bien définie ».

On devra effectuer ce genre de vérification chaque fois qu’on veuirdéfie application sur
un ensemble quotient.

L'application f est définie suz/R; et a valeurs dang(E). Nous allons démontrer qu’elle
vérifie les propriétés du théoreme.

Relation f =io f o s Soitz dansE. Alors 2 est un représentant de sa classe d’équivalence
s(x) et on a par définition d¢ : (io fos)(z) =i (f(s(x))) =i(f(z)) = f(=).

Injectivité Soientw etw’ des classes daris/ Ry vérifiant : f(w) = f(w’). Soientx un repré-
sentant dev et 2’ un représentant de’. Alors on a :f(z) = f(w) = f(W') = f(z).
Ainsi, on azRsz/, etdoncw =7 = 2/ = w'.

Surjectivité Soity dansf(E). Il existex dansE vérifianty = f(x). Alorson ay = f(x) =
f(s(x)), doncy est dans I'image dg.

O]

Ainsi, toute application peut s'écrire comme composée d'une surjectione diijection et d’'une
injection.



Chapitre Il

Systemes de nombres et structures
algebriques

6 Les entiers naturelsN

Objectifs :
e Maitriser les axiomes de Peano qui définissent les entiers naturels;

e connalitre la définition de I'addition, de la multiplication et de la relation d’ordrdesuentiers
naturels;

e savoir démontrer des propriétés simples.

Le but de cette section est d’esquisser la construction des nombreslfiafuisqu’ici nous avons
traité les entiers comme « connus (de I'école) ». Un des grands achévetasmtathématiques est
de baser toutes les mathématiques sur une axiomatique fondamentale et éenmnirelr en partant
des axiomes.

Pour vous en donner une idée, nous introduisons les axiomes de Reatéingjssent les nombres
naturels. Par contre, nous n'avons pas le temps de donner toutes lesstiétions des propriétés
« bien connues ». Une partie des détails sera donnée en appendice.

Les axiomes de Peano

Essayons maintenant d’oublier tout ce que nous savons sur les eatignelsi Nous allons les définir
de fagon axiomatique et ensuite dériver toutes les propriétés « habituglies’utilisant que les
axiomes. Dans cette section il faut donc toujours justifier les régles ddphmies axiomes ou des
assertions déja dérivées a partir des axiomes.

Définition 6.1. On appellesysteme des nombres naturtsit triplet (N, S, 0) consistant d’un en-
sembleN, d'une applicationS : N — N et d'un élément € N qui satisfait les trois axiomes
(appelésaxiomes de Peajo

(PAL) 0 ¢ S(N),

49
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(PA2) S estinjective,
(PAB)VM CN:(0eMA(neM= S(n)eM)=M=N).

L'applicationS est appeléapplication de successelridée est «S(n) = n+1» (mais hous n'avons
pas encore I'addition!). Juste pour montrer qu’il existe beaucoup stérses de nombres naturels,
on mentionne qu’apres avoir fait tout ce qui suit, on peut voir qu’utésyge des nombres naturels est
par exemple donné p&f0, —1,—-2,-3,...},S5,0) avecS(n) = n — 1.

Théoréme 6.2. Dans I'axiomatique de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkgisté ein
systeme des nombres naturels.

Démonstration.Comme nous n’avons pas introduit les axiomes de Zermelo-Fraenkel, aqa@in
vons pas démontrer ce théoréme et nous référons par exemple aelBohidhl/Steinbauer, Section
6.1.1.

L'idée derriere la construction est la suivante :

e On posd) := ).

e Pour0 # n € N, onposeS(n) = nU{n}, laréunion de: (Qui est un ensemble!) et 'ensemble
dont le seul élément est 'ensemble

Plus explicitement :

0=0, 1={0}, 2={0,{0}}, 3=1{0,{0},{0,{0}}}, etc.
O

A partir des axiomes de Peano nous démontrons maintenant le principeidemée que nous avons
déja utilisé (avec la phrase pas trés convainquante « On s’en convainouNous mettons donc les
mathématiques que nous utilisons sur des fondations plus solides.

Proposition 6.3(Principe de récurrencepoit(N, .S, 0) un systéme des nombres naturels. 3dit)
une assertion dépendant dedansN. Alors :

(A(0) A (Vn € N, A(n) = A(S(n)))) = (Vn € N, A(n)).

Démonstration.Nous définissons I'ensemble des nombres naturels pour lesquelsti@ssEr) est
vraie :

Vi={n|neN,An)}.

C’est un sous-ensemble @ On a0 € V parce qued(0) est vraie. Sih € V, alors par définition
A(n) est vraie, donei(S(n)) est vraie et en conséquengén) € V. L'axiome (PA3) implique donc
V = N, c’est-a-direA(n) est vraie pour tout € N. O

Lemme 6.4.Soit(N, S, 0) un systéme des nombres naturels. AlIS(SY) = N\{0} (toutn € N\{0}
est le successeur d'un élément dans
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Démonstration.Nous posons// := S(N) U {0}. C’est un sous-ensemble déqui contient0. Pour
toutm € M,onaS(m) € S(N) C M. L'axiome (PA3) implique dond/ = N. Comme (PA1) nous
assurd) ¢ S(N), nous trouvons'(N) = N \ {0}. O

Lemme 6.5. Soit (N, S,0) un systéme des nombres naturels. Alors, pour tog N nous avons

n # S(n).
Démonstration.Exercice. O

Pour la suite, vous pouvez penser a I'exemple suivdnt= R, e = 2 etg(x) = 22 ; cela donne lieu
a la définition récursive suivante :

f(0)=2etpourn e N: f(n+1) = (f(n))?

ou en notation de suites
ap =2etpourn € N: a1 = (an)?.

Proposition 6.6. [Définitions récursives] SoitV, S,0) un systéme des nombres naturels. Solent
un ensemble; € Fetg : E — E une application. Alors, il existe une uniqgapplicationf : N — E
telle quef(0) = e et pour toutn € N, f(S(n)) = g(f(n)).

Démonstration.L'existence sera démontrée en appendice. Pour l'unicité on suppesg &gt une
deuxiéme application avec les mémes propritétésfg@n considére I'ensemble

Vi={n|neN,f(n)=fn)}

Nous avond) € V etsin € V, alorsS(n) € V, parce que

donc par (PA3Y = N, montrant I'unicité. Ol

Proposition 6.7. Si (N, S,0) et (N', S”,0') sont des systéemes des nombres naturels, alors il existe
une bijectiony : N — N’ telle quep(0) = 0" etpo S =5 0.

Démonstration.Exercice. O
A cause de l'unicité dans la proposition16.7, nous allons pddemombres nature&t nous les notons

(N, S,0). Plus tard, nous n’allons qu’écrité.

Addition et multiplication

Nous définissons maintenant I'addition g, .S, 0).

Proposition 6.8. Il existe une unique application
fNxN—=N, (m,n)— f(m,n)=m+n

(noter quem + n n’est qu’une fagon d’écrirg’(m, n)) telle que
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(A1) Vm e N:m = f(m,0) =m + 0,
(A2) Vm e N,Vn e N:m+ S(n) = f(m,S(n)) = S(f(m,n)) = S(m+n).

Démonstration.Soitm € N. La propositiori 6.6 nous permet de définir I'applicatifijp : N — N
récursivement par

fm(0) :==metpourn € N: f,(S(n)) :=S(fm(n)).

Pour finir la preuve, nous posofism,n) := f,,(n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion.

On montre l'unicité. Supposons que nous avons deux fonctipfisayant les propriétés d& Nous
définissonsf,,(n) := f(m,n) etf) (n) :== f'(m,n). Les propriétés (Al) et (A2) donnelfit,(0) =

m = f1.(0) et f,(S(n)) = S(fm(n)) etf (S(n)) = S(f],(n)). Lunicité dans la proposition 6.6
montref,, = f/,, doncf = f’. O

A cause de la proposition, nous pouvons maintenant écrire
S(n) =5(f(n,0)) = f(n,5(0)) =n+1
avecl = S(0) (évidemment, on écrit = S(1), 3 = S(2), etc.).

Proposition 6.9. L'addition sur (N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes. Pour teutn, ¢ € N on
a

(a) élément neutrem +0=m =0+ m;

(b) commutativité :m +n =n+m;

(c) associativité (m+n) +{¢=m+ (n+¥¢);
dl+n=m+n=~L=m;
e@m+n=0m=0An=0.

Démonstration.(a) m + 0 = m est vrai par définition. L'égalitéx = 0 + m se démontre par récur-
rence. [Attention : nous ne connaissons pas encore la commutativité.pGlascela que I'assertion
n'est pas triviale, mais nécessite une démonstration.]
Initialisation : 0+ 0 = f(0,0) = 0.
g gies A2 . e
Hérédite: «m = m+1»:0+ (m+1) 42 (0+m)+1=m+1ou laderniére égalité utlise
I'hypothése de récurrence.

(b) On démontre d’abord :
(x) VmneN: (m+1)+n=(m+n)+1

Soitm € N. Récurrence pout € N :

Initialisation: (m + 1) +0 @ mp1@ (m+0)+ 1.



6. LES ENTIERS NATURELSN 53

Hérédité : «n=n+1»:(m+1)+n+1) S (m+1)+n)+1 ™2 (men)+1)+1 2
(m+(n+1))+1.

On démontre maintenant la commutativité aussi par récurrencepol¥ avecm € N fixé.

Initialisation : m + 0 = 0+ m par (a).

Héredité : «n=n+1»:m+ (n+1) () (m+n)+1 hyp:'réc'(n—l—m)—l—l © (n+1)+m.

(c) Exercice.
(d) Récurrence pout.

Initialisation : m + 0 = ¢+ 0 donnem = ¢ & cause de (a).

Hérédité : «n = n+1»:Supposonsi+(n+1) = f+(n+1). Par (A2) on dm+n)+1 = (¢+n)+1.
CommesS est injective (PA2), on déduit. +n = ¢+ n et par I'hypothése de récurrence= /.

(e) L'implication <« est claire. Supposons donc+n = 0 et faisons une démonstration par I'absurde.
Pour cela on suppose (sans perte de généralité a cause de la commutat{a)rd# 0. Donc

n = {+ 1pourunf € N. En conségence=m +n=m+ ({ + 1) (42 (m+0)+1=Sm+1Y)
ce qui contredid ¢ S(NV) (PAL). O

De fagon similaire on définit une multiplication sir

Proposition 6.10. Il existe une unique application (appeléuiltiplication)
g:NxN—=N, (m,n)— gim,n)=m-n

(noter quemn - n n’est qu’une fagon d’écrirg(m, n)) telle que

(M1) Vm eN:0=g(m,0)=m-0,

M2) YmeNVneN:m-(n+1)=m-Sn)=g(m,n)+m=m-n+m.

Esquisse de la démonstratioBoit m € N. La propositior 6.6 nous permet de définir I'application
gm : N — N récursivement par

gm(0) :=0etpourn € N: g, (S(n)) := gm(n) +m.

Pour finir la preuve, nous posonén, n) := g,,(n). Les deux propriétés sont satisfaites par construc-
tion. L'unicité se montre comme dans le cas de 'addition. Ol

Proposition 6.11. La multiplication sur(N, S, 0) satisfait les propriétés suivantes.
Pour toutm,n, ¢ € Non a

(@) élémentneutrem-1=m=1-m;
(b) commutativité :m-n=n-m;

(c) associativité (m-n)-¢=m-(n-¥{);
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dl-n=m-n=~L=mVn=0;
(e) intégritt :m-n=0=m=0vn=0;
(f) distributivité :(m +n)-£=m-£+n L.

Démonstration.Similaire a la démonstration de la proposition| 6.9. Ol

La relation d’ordre

Définition 6.12. Soientm, n € N. On appellem plus petit ou égal & (m < n) s'il existed € N tel
quem + d = n.
L'entier natureld est appelda différence dex etm.

Lemme 6.13.(a) Vn e N:0<n;
(b) VneN:(n=0V1<n).
@© VnmeN:n<m<n+l=n=mVm=n+1).

Démonstration.(a) Cela est vrai cay + n = n.

(b) Supposons < 1, alors il existed € N tel quen + d = 1. Sid = 0, alorsn = 1. Sid # 0, alors
d=d +1,doncn+d +1 = 1eten conséquenee+ d’ = 0, alorsn = 0 par la proposition 619 (e).
(c)n < mimplique I'existence de€ € N tel quem = n+d, doncn < n+d < n+ 1, dont on déduit
I'existence dee € N tel quen + d + e = n + 1. La propositio 6.9 (d) nous donmet+ e = 1, alors
d < 1. La partie (b) impliquel =0V 1 < d,doncd =0oud = 1. O

Proposition 6.14. La relation < surN est une relation d’ordre qui est totale. Elle satisfait en plus
(<m=VneN:(l+n<m+nAl-n<m-n).
Démonstration.Nous démontrons uniqguement la totalité. Soit N. Considérons I'ensemble
M={m|meN,(n<m)V(m<n)}

A cause du lemme_6.13(a), nous avéng M. Supposons maintenant € M. Sin < m, alors
n+d=mpourund € Netdoncn+ (d+1) =m+1doun <m+1,alorsm+1€ M.Sim <n
etm # n, alorsm+d = navecd € Netd # 0,doncd = d'+1,d'oum+(d'+1) = (m+1)+d =n,
alorsm+1 <netm+ 1€ M. Par (PA3) nous trouvons/ = N.

Les autres assertions se vérifient facilement; nous ne donnons piétdds ici. C'est un exercice
instructif. O

La relation d’ordre nous permet de démontrer juestbien ordonné
Proposition 6.15(N est bien ordonné)Toute partieM non vide deN possede un plus petit élément.

Démonstration.Par récurrence. Sait(n) I'assertion : « toute parti#/ C Ntelle quen € M posséde
un plus petit élément ».
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Initialisation : A(0) est vraie caf est le plus petit élément dé par le lemmé 6.13.

Hérédité : « A(n) = A(n + 1) » : On distingue deux cas.
ler cas n € M : on peut appliquer(n) pour conclure qué/ posséde un plus petit élément.
2éme cas n ¢ M : On considéereVl’ = M U {n}. En appliquant4(n) on obtient que\’
posséde un plus petit élément, appelons:I8i x < n, alorsz est aussi le plus petit élément
deM. Siz = n, alorsn + 1 est le plus petit élément de par le lemmé& 6.13.

O

En fait, on peut aussi déduire le principe de récurrence de la propd&ifi§ comme suit :

On suppose que les assertioh®) et(Vn € N, A(n) = A(n+1)) sont vraies ; on veut démontrer
que, pour tout: dansN, I'assertionA(n) est vraie. On suppose par I'absurde que ce n'est pas le
cas.

La négation déVn € N, A(n)) est : il existen dansN pour lequel I'assertiom(n) est fausse.
On considere alors I'ensemblé des entiers naturels: tels que I'assertiom(m) est fausse.
Par hypothése, 'ensemhlé est non vide. Comm&! est bien ordonné4 posséde un plus petit
élément; notons levy. On remarque que, comme, appartient &4, I'assertionA(my) est fausse.

CommeA(0) est vraie, A ne contient pa8, doncm est non nul. On peut donc considérer I'entier
naturelmg — 1, qui est strictement inférieurra, ; comme tous les éléments diesont plus grands
quemy, I'entier mg — 1 n"appartient pas &. Ainsi, la propriétéA(mq — 1) est vraie. Alors, la
propriété A(my — 1+ 1) = A(my) est vraie. On obtient une contradiction.

La propriété de bon ordre déa également les deux conséquences suivantes.
Proposition 6.16. Toute partie non vide et majorée tleadmet un plus grand élément.

Démonstration.Soit.A4 une partie non vide et majorée be
On considére I'ensembl&1 des majorants dd, c'est-a-dire 'ensemble :

M={meN|VaeAa<m}.

Par hypothéseA est majorée), la parti¢1 est non vide.

Soitm le plus petit élément da1. Simg est dans4, alors c’est le plus grand élément de

On suppose par I'absurde queg n’est pas dangl. Alors pour touta dansA (A est non vide), on a
a < mg eta # myg, donca < myg et par suiter < mg — 1. Ainsi, I'entiermg — 1 est aussi un majorant
deA; il appartient donc a\1, ce qui contredit le choix deiyy comme plus petit élément det. [

A partir des entiers naturel et de relations d'équivalence sur des ensembles bien choisis, on
construira dans la suite du cours les entiers reldtiés les nombres rationne(@ avec leurs propriétés
usuelles.

Nous sommes a présent plus slrs des fondations, et a partir de maineoard/lons travailler avec

les nombres naturels comme nous I'avons toujours fait.

Appendice : Quelques détails

Cet appendice ne sera pas traité en cours.
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Justification des définitions récursives

On commence par les parties initiales (il faut se les imaginer cofiyie 2, ..., n}).

Définition 6.17. Soit(V, S, 0) un systeme des nombres naturels. Un sous-ensdnibl& est appelé
partie initialesi pour tout; € N

ig¢ =S¢l
ou équivalant:S(i) € I =i € I.
Lemme 6.18. Soit(N, S, 0) un systeme des nombres naturels.
(@) Soith # I C N une partie initiale. Alorg) € I.

(b) Pourtoutrn € N il existe une partie initiald,, telle quen € I,, etS(n) ¢ I, et satisfaisanf, =
{0} etlg(,) = I,L1{S(n)} pourtoutn € N. (Il faut s'imaginerl,, comme{0, 1,2, ...,n—1,n}.)

©) Upen In = N.

Démonstration.(a) Supposons le contrair®:¢ I. SoitC := N \ I le complément. On & € C et
n € C = S(n) € C,doncC = N par I'axiome (PA3), dond = (), contradiction.

(b) Par récurrence. Sait(n) I'assertion de I'existence d’une partie initialg avecn € I,, et S(n) ¢
I,.

Initialisation : Pourn = 0 on posely = {0}. Evidemment € I, et S(0) ¢ Iy. En plus,], est une
partie initiale car (PA1) nous assure due’est pas dans'(NV).

Heredite : « A(n) = A(S(n))» : On pos€lg(,) := I, U {S(n)}. La réunion est en fait disjointe
carS(n) € I, contrediraitA(n). Il est clair queS(n) € Ig,. En plus,/g,) est une partie
initiale : si.S(m) € I,, alorsm € I, C Ig, carl, est une partie initiale ; s¥(m) = S(n),
alorsm =n € I, C I

Il reste a voir ques(S(n)) ¢ Is(,)- Supposons le contrairé{S(n)) € Ig(,). Comme l'injecti-
vité deS (PA2) exclutS(S(n)) = S(n) a cause du lemnie 6.5, on supps%&(n)) € I, ; alors,
commel,, est une partie initiale, on aurai(n) € I,,, contradiction avec I'hypothésé(n).

Conclusion : Pour toutn € N I'assertionA(n) est vraie, donc la partie (b) est vraie.

La deuxiéme assertion résulte de la construction.
(c) Linclusion «C » est triviale. Linclusion «© » résulte dex € I,,. O

Démonstration de la partie « existence » dans la proposifioh B4.récurrence, nous allons démon-
trer 'assertion suivante :

A(TL) cdfn iy — B fn(o) =eN (Vm eEN: (S(m) €l = fn(S(m)) = g(fn(m)))

Initialisation :  Pourn = 0 on posefy(0) = e. L'existence est donc claire c&f = {0}.
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Heredite : « A(n) = A(S(n))» : On se rappelle qus,) = I,, U {S(n)}. On pose
fn(m) sim € I,
fsmy(m) == { .
g(fn(n))  sim = 5(n).
Il faut vérifier les propriétés :

® fs(n)(0) = fn(0) = e par 'hypothese de récurrence.

e Soitm € N tel queS(m) € Ig(,. Pourm = n, on afs)(S(n)) = g(fu(n)) =
g

9(fsny(n)) par définition. Pourn # n, on afgq)(S(m)) = fu.(S(m)) =
9(fsn)(m)) par 'hypothese de récurrence.

Nous allons maintenant définir l'applicatighpourn € N comme
F(n) == fuln).
Elle satisfait
o f(0) = fo(0) =e,
e pourn € N onaf(5(n)) = fs@)(S(n) = g(fu(n)) = g(f(n)).

Nous avons montré I'existence & causeMNde= S(N) U {0} (lemme6.4). O

Lemme 6.19. Pour toutn € N, nous avond,, = {m | m € N,m < n}.

Démonstration.« C » : Considérons I'ensemble = I,,N{m | m € N;m > n}. SiM # (), alorsM
posséde un plus petit élémentCommen+1 & I,,onaxz > n+1etx = y+1avecy € Nety > n.
Le faity + 1 € I,, impliquey € I,, carI,, est une partie initiale. On trouvee M, contradiction car
y < z etz estle plus petit élément de . Donc,M estlI’ensemble vide &, C {m | m € N;m < n}.
«D» : Considérons 'ensembld/ = {m | m € N,m < n} \ I,. C'est un ensemble majoré.
Supposons// non-vide. DoncM posséde un plus grand élémenton ax < n etz ¢ I,. En fait,

x < ncarn € I,. En conséquence,+ 1 ¢ I, car,, est une partie initiale et + 1 < n. On trouve
x + 1 € M. Cela contradit la maximalité de Donc M est I'ensemble vide efm | m € N,m <
n} C I,. O

Nous avons donc pour tout m € N :
n<m<s I, Cl,.

Le cardinal d’'un ensemble

Ici nous donnons une formalisation du cardinal d'un ensemble.FBoit ensemble. Nous avons déja
introduit le symbole#E pour noter le nombre d’éléments de Nous allons formaliser cette notion.
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Définition 6.20. Pour toutn € N on noteE,, := I,, \ {0} = {1,2,...,n}, en particulier,Ey = (.
Soit £ un ensemble. Il est appdidi s’il existen € N et une bijectionp : £, — E. Dans ce cas, on
dit que le nombre d’élémengE (ou : |E|) de E (ou : le cardina) est égal an.

SoientE, F' des ensembles (pas nécessairement finis). On ditgeeF ont le méme cardina'il
existe une application bijective: £ — F.

Les ensembles qui ont le méme cardinal Busont appelésénombrables

Noter que poun, m € Non a
n<m<< FE, CFE,.

Exemple 6.21. o |()| = 0 (estl) est le seul ensemble de cardiig [{1}| = 1, |{ A4, B}| = 2.

e Les nombres pairs sont dénombrables :

n—2n

N —/— {2n |n € N}
est une bijection.
e N x N est dénombrable (voir I'exerci¢e 4.8(c)).
e 7 estdénombrable car

0~ 0,
N — Z,n+ { n+— 2 sin estimpair,

n+— —73 Sin est pair
est une bijection.

e R n’est pas dénombrable par I'argument de la diagonale de Cantor @giropos sur feuille
d’exercices).

Lemme 6.22. Soientn, m € N deux nombres naturels distincts. Alors pour teut> n, il n'existe
pas d’injectionE,,, — E,.

Démonstration.Forn € N, on considére 'assertion
A(n) : ¥Ym > n: Il nexiste pas d’injectiont,, — E,,.
Nous la démontrons par récurrence.

Initialisation Pourn = 0, on aE, = () etm € E,, # 0 pour toutrn > 0. Il n’existe donc pas
d’injection E,,, — Ejy (il n'existe méme pas d’application).

Hérédité Supposonsi(n) vrai. Soitr’ = m + 1 > n + 1. Supposons que nous avons une injection
(o Em-|—1 — En+1.

ler casn+1 ¢ im(p). Alors ¢ se restreint pour donner une injectibp,, — E,,, contradiction.
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2eme casn + 1 € im(yp). Alors il existea € E,,4; tel queg(a) = n + 1. Nous modifions
l'injection ¢ comme suit

o(z) Siz#m+ 1Az # a,
O Epy1 — By, 2= <{n+1 six=m+1,

p(m+1) siz=a.

L'application ¢’ est une injection et satisfa'(m + 1) = n + 1. Donc elle se restreint pour
donner une injectiod,,, — E,,, contradiction. L'assertionl(n + 1) suit.

Proposition 6.23. SoientF, F' deux ensembles finis. Alors :
(a) #F = #F & il existe une bijectiorf : £ — F.

(b) #F < #F & il existe une injection d& dansF'.

(c) #F < #F < il existe une surjection d& dansF..

Ce résultat sera utilisé trés souvent pour calculer le cardinal d'urmédabsd” : on trouvera une
bijection entre cet ensemble et un ensenibléont on connait déja le cardinal.

Démonstration.Soientm := #FE etn := #F. Par définition il existe des bijections: E,, — E et
h: E, — F.Notonsg~! I'inverse deg et h~! l'inverse deh.
(a) «=» : Commen = m on peut former la composée
g ! h
F~—F,=FE, —F
qui est une bijection car c’est la composée de deux bijections.

«<=»: Supposons qué : E — F est une bijection. Donc, la composée

-1
E, Sl Fr" LB

est une bijection. Par le lemnie_6.22 on obtienK m. La méme argumentation avgc!' donne
m < n,doncn = m.
(b) «=»: Commen = m on peut former la composée

gt h
F~—F,— F, - F

ou E, — E,, estl'inclusion. La composée est une injection car c’est la composéedlimjs.
«<»:Comme (a).
(c) Exercice. O

Voici encore un résumé de quelques propriétés utiles d’ensembles finis.

Proposition 6.24. SoientE, F' des ensembles finis. Alors :
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(a) Toute partied de E est finie et vérifieA| < |E|. Sion ade plusA| = |E|, alorsA = E.
(b) EUF estfini. SENF = (), alors|EUF| = |E|+|F|. Engénérall EUF| = |E|+|F|—|ENF].
(c) E x FestfinietE x F| = |E|- |F|.

(d) Soit F(E, F) 'ensemble de toutes les applications fledans F'. C’est un ensemble fini et
\F(E,F)| = |F|".

(e) P(F) estfini el P(E)| = 2171,

(f) L'ensembleS(E) des bijections d&” dans lui-méme est fini et on|&(E)| = |E|! (|E| facto-
rielle).

(9) Soit f une fonction deE' dansF'. Alors |f(E)| < min(|E|,|F]). On a|f(E)| = |E| si et
seulement sf est injective etf(F')| = | F| si et seulement g est surjective.

Démonstration.C’est un bon exercice de démontrer les parties qui n'ont pas été traitées [

7 Groupes
Objectifs :
e Apprendre et maitriser la définition de groupes;
e connaitre et savoir calculer dans le groupe symétrique ;

e savoir démontrer des propriétés simples.

Le monoide (N, +,0)
Les propriétés suivantes des nombres naturels ont été démontréds plapositiori 6.9.
Associativité : Vny,no,ng € N: (n; +ng) + ng =ny + (n2 + n3).
Elémentneutre: Vn e N:0+n=n+0=n.
Commutativité : Vnq,no € N:nj + ng = no + ny.
Définition 7.1. SoientG un ensemble; € G un élément et
x:GxG—=G
une application. On appelle le tripl€t7, *, ) un monoidesi
Associativité : ¥ g1, 92,93 € G : (g1 * g2) * g3 = g1 * (92 * g3) ;
Elémentneutre: Vg€ G:exg=gxe=g.

Un monoid€G, *, e) est appel&€ommutatifou abéliensi
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Commutativité : Vg1,92 € G : g1 * g2 = g2 * g1.
Donc(N, +, 0) est un monoide commutatif.

Lemme 7.2. Soit(G, *, ¢) un monoide. Le seul élémehtle G tel que pourtouy € Gonaf xg =
gx* f = geste.

Démonstration.c = fxe = f. O

Le groupe symétrique
Soit M un ensemble fini.

Notation 7.3.
Sy =A{f|f: M — M application bijective}

SiM ={1,2,...,n}, alors on noteSy; =: S,,.

Nous rappelons que le cardinal 8g estn!.
Rappelons que nous avons déja démohagsociativité de la composition d’applicatiordans le
lemmed4.5. Dans notre cas c’est : soi¢ng, h € Sy ; alors

ho(gof)=(hog)of.
Nous avons aussi défilidentité, id : M — M, m — m. Elle satisfait :
VfeSy:idof=foid = f.

Donc, (S, o,id) est un monoide.
Dés quel a au moins trois éléments,, n'est pas commutatif: Soient, par exempléy/ = {1, 2, 3}
etf(1) =2, f(2) =3, f(3) =1letg(l) =2,¢(2) =1,¢(3) = 3; donc:

fog(l)=3, fog(2)=2, fog(3)=1maisgo f(1)=1, go f(2)=3, go [f(3)=2.

Mais S), satisfait une autre propriété trés important&existence d’inversgue nous connaissons
aussi déja du lemnie4.6. Pour tque Sy, il existeg € Sy, tel quef og = go f = id.

Définition de groupe et propriétés

Nous sommes menés par ces considérations a la définition d’'un groupe :
Définition 7.4. Soit(G, x, ) un monoide. Il est appelé @roupesi

Existence d’inverse :Vg e G3he G:hxg=g*xh=e.

Si un group€ G, *, e) est commutatif (en tant que monoide), on parle djusupe abélien
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Donc, Sy est un groupe. On appellg, le groupe symétrique (en lettres)
Attention : (N, 4, 0) n’est pas un groupe car les inverses n’existent pas.
Par contrgZ, +, 0) est un groupe : I'élément inverse gec Z est—m car

0= (—m)+m=m+ (—m).
Alors, (Z,+,0) est un groupe abélien.

Lemme 7.5. Soit (G, *, e) un groupe el € G. L'inverse deg est unique : Shy, hy € G vérifient
hi*g=gxh; =epouri=1,2,alorsh; = hs.

élém. neutre

Démonstration.h; “M" " oy = (ho % g) * by 252V,

élém. neutre

9% (gxhy) =hoxe =" "hy. O

Lemme 7.6. Soit (G, *, e) un groupe ey, h € G. Soientg~! l'inverse deg et h~! l'inverse deh.
Alors, l'inverse dey = h esth =1 s g~ 1.

Démonstration.(g x h) * (R~ x g7 ) = gx (hxh™ ) xg ! =gxexg !t =gxg ! =cet
(hlsxg Dx(gxh)=htx(gl*xg)xh=h"txexh=h"'xh=c. O
Les éléments du groupe symétrique

On présente deux maniéres pour noter les élémedess,,. Voici la premiére :

fe 1 2 3 n—1 n
A\ F@) fB) . fln=1) f(n))”

Par exemple, st =4 etf(1) =2, f(2) =4, f(3) =3, f(4) =1, alors

12 3 4
f:<2431>‘

Beaucoup plus pratique, mais un peu plus difficile au début, est la deuxiemered'écriture en
cycles a supports disjointgwvant de I'expliquer il nous faut démontrer un lemme :

Lemme 7.7. Soitm € M (fini). Il existe unn € N5 tel quef™(m) := fo fo---0o f(m)=m.
N——————’
n fois

Démonstration.Pour toutn € N+, I'élémentf™(m) appartient a 'ensemble fidi/. Donc, il existe
ny # no tels quef™ (m) = f"2(m). Supposons sans perte de généralitéque- n, et écrivons
n = ni — nyg. DONC

[ (m) = f*(m) = [ o f"(m).
Soitg € Sy l'inverse def™2, alors

m = go f'*(m)=go(f*of"(m))=(go f)e f(m)=ido f"(m)= f"(m).

La démontration est achevée. O
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Nous notonsf—! l'inverse def dansS;.
Soitm € M, f € Sy etn € Ny le plus petit entier naturel non nul tel qyé&(m) = m. Donc,
f~Y(m) = f~~(m). Le cycle def qui contientm est défini comme :

(m f(m) f2(m) fP(m) ... f""H(m)).
Exemple 7.8.(a) M ={1,2,3,4,5,6}.
;= 1 23456
~\3 6 415 2/
Le cycle qui contient est(l 3 4). C’est évidemment aussi le cycle qui contiget 4. Encore
une fois, la signification de ce cycle est :
1—3, 3—4, 4—1.

Alors, on voit le cycle vraiment comme un cycle (il n’y a ni début ni:fom) peut se le représenter
en écrivant les élément sur un cercle :

Donc on peut I'écrire aussi comme(3 4 1) et(4 1 3). (Attention! Le cyclgl 4 3) est
différent : il représente I'application — 4, 4+ 3, 3+ 1))

Le cycle qui contien est(2 6), et le cycle qui contierit est(5).

L’écriture en cycles d¢ est

f=(134)(26)(5).
Souvent on n’écrit pas les cycles qui n'ont qu’un seul élémenf (&dentité qui s'écritid = (1)),
alors

f=1(134)(26).
(b) Voici la liste compléete des éléments$ie:
(1), (1 2), (13), (23), (123), (132).
(c) La composition de deux éléments en écriture en cycles (et, pourdaédefois, autrement) :

(1635)(24)0(134)(26) =(15) (2 3) (4 6)

123456\ (123456 (1 2 3 456
6 4 5 2 1 3 36 41 5 2 \5 3 2 6 1 4/
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(d) Linversede(1 6 3 5) (2 4) € Ssest(1 5 3 6) (2 4). Donc pour obtenir I'inverse, on écrit
les cycles en sense inverse.

Définition 7.9.

(a) On appellecycle toute permutatiorr dans.S,, telle qu’il existek compris entrel et n, et des
entiersay, ..., a; dans{1, ...,n}, deux a deux distincts, tels que= (a; ... ay).

(b) Lentier k£ et I'ensemble{a, ...,a;} sont alors uniques k est appelé ldongueurdu cycle et
{aq,...,a;} est appelé lsupportdu cycle.

(c) Deux cycles sont digs supports disjointsi I'intersection de leurs supports est vide.

Remarque 7.10.(a) On rappelle que, lorsque I'on écrit un cycle, on peut commenaenjimporte
guel élément du support (en respectant ensuite I'ordreagle©n a par exemple :

(1635) = (6351) = (3516) = (5163).

(b) Deux cycles a supports disjoints commutent. Cela est un exercice facile

(c) Attention, deux cycles dont les supports sont non disjoints ne comtrpatetoujours. On a par
exemple dansj :

(12)(23) = (123) # (132) = (23)(12).

(d) Toute permutation d#,, s’écrit comme produit de cycles a supports disjoints. Cette écriture est
unigue, a I'ordre des cycles prés.

On a par exemples les égalités :
(1635)(24)=(24)(1635)=(42)(3516).

Définition 7.11. Un élément € S,, est appeldranspositiors’il existei, j € {1,2,...,n},i # j tels
quer = (i j).

Proposition 7.12. Le groupe symétriqué,, est engendré par ses transpositions, c’est-a-dire, tout
élément peut s’écrire comme produit de transpositions.

Démonstration.ll suffit de montrer que tout cycl(aa1 as as.. .aT) s’écrit comme un produit de
transpositions. C’est le cas car :

(a1 as as.. .ar) = (ar al) o (ar_l al) 0---0 (a3 al) o (a2 al).
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8 Anneaux
Objectifs :
e Maitriser la notion d’anneau;
e connaitre des exemples d’anneaux ;
e maitriser les notions de diviseur de zéro et d’'unité;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Les entiers relatifg, sont un ensemble avec deux lois, I'addition et la multiplication,

+:ZxXZ—1Z, (a,b)— a+b,
L XZ—7Z, (a,b)—a-b,

et deux éléments spécialxl1 tels que
e ((Z,+,0) estun groupe abélien) : pour toutn,n € Z:

— élémentneutretn +0=m =0+ m;

associativité (m +n) + £ =m+ (n+{);

existence d'inversem + (—m) =0 = (—m) + m;

commutativité m +n =n + m.

e ((Z,-,1) estun monoide commutatif) : pour tolyim,n € Z :

— élémentneutrein -1 =m=1-m;
— associativité (m -n) - £=m-(n-¥);

— commutativité m - n =n - m.
e (relation entret et ) :
— distributivité : (m +n) - L=m-L+n- L.

Comme vous le savez sans doute, les mémes opérations existent par exampés peombres ra-
tionnels, les nombres réels et les nombres complexes. Cela nous amémeautonom spécial aux
ensembles ayant de telles structuraaneau

Définition 8.1. SoientA un ensembld) 4,14 € A deux éléments (pas nécessairement distincts) et
+a:AXA— A et 4:AXA—=A
deux applications. On appelle le tuplet, + 4, - 4,04, 14) unanneau (commutati§i
e (A,+4,04) estun groupe abélien,

e (A,-4,14) estun monoide (commutatif) et
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e pourtousa,b,c € A
a-a(b+ac)=(a-ab)+a(a-ac)

et
(a4+ab)-ac=(a-ac)+a(b-ac)

(distributivite).

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau commutatif. On le notera souvent jste

Notez que si 'anneau est commutatif (par définition la multiplication est commutatiweiffit de
vérifier une seule des deux égalités pour la distributivité.

Souvent, nous allons supprimer I'indice donc on va écrir®, 1, +, - sans mentionned explicite-
ment. On va méme écrire parfais sans mentionned, 1, +, -, mais sachant que, 1, +, - font par-
tie des données d'un anneau et qu’ils sont fixés. Nous allons aygwirser - parfois et écrirexb
poura - b. On convient également que la multiplication doit toujours étre éxécutée lzaddition :
a+b-c=a+(b-c).

Lemme 8.2. Soit(A, +, -,0, 1) un anneau. Alors, pour touse Aonal-a=a-0=0.

Démonstration.0-a = (0+0)-a=0-a+0-a, donc,(4, +,0) étant un groupe, on@= 0 - a. De
laméme facona-0=a-(0+0)=a-0+a-0,doncOd =a-0. O

Exemple 8.3. D’autres exemples d’anneaux sont :
e (Q,+,-,0,1) estun anneau commutatif. En appendice, on verra une constructiorefiec

e (R,+,-,0,1) estun anneau commutatif. Il est connu des cours d’analyse ettieddinéaire.
En appendice, on verra une construction formelle.

e (Matoyxa(R),+,0,(39),(3Y)) estun anneau non commutatifdésigne le produit matriciel).

Définition-Lemme 8.4. Soit(A, +,-,0,1) un anneau. Un élément € A est appelénités’il existe

v € Atel queuv = vu = 1. Une unité est donc un élément inversible dans le moreide 1).
L'ensemble des unités deest notéd*. (A%, -, 1) est un groupe (abélien si 'anneau est commutatif).
Il s'appellegroupe des unités dé.

Démonstration.L'associativité et I'existence d'élément neutre proviennent du fait(gue, 1) est un
monoide. L'existence d’inverse est la propriété définissant I'enserble Ol

Proposition 8.5. Z* = {—1,1}.

Démonstration.L’équationa - b = 1 n"admet que les solutiong = 1,b = 1) et(a = —1,b = —1)
dansZ. Donc1 et —1 sont les seules unités de O

La construction de) est fait en appendice. Notre connaissancé)deous permet déja d’affirmer
Q* = Q) {0}, car toute fraction non nullg a% comme inverse.
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Anneaux intégres
Proposition 8.6. Pour tousa, b € Z tels queab = 0, 0n aa = 0 oub = 0.

Démonstration.Sia € N etb € N, c’est la proposition 6.11. i€ Netb ¢ N,ona0 = —1-0 =
—1-a-b=a-(-b),donca = 0ou—b = 0, donca = 0 oub = 0. Les deux autres cas sont
similaires. 0

Définition 8.7. Soit(A4, +, -,0, 1) un anneau. On dit qud est unanneau integrsi pour tousz, b € A
tels queab = 0, onaa = 0oub = 0.

Un élément: € A tel gu'il existeb € A\ {0} avecab = 0 ouba = 0 est appeldiviseur de zéro
(Donc un anneau est integre s'il n’existe pas de diviseur de zérodspuf

Donc,(Z,+,-,0,1) est un anneau integre.

Proposition 8.8. Soit(A, +, -,0, 1) un anneau integre. Alors, on peut simplifier des produits comme
suit : Pour tousa, b, ¢ € A aveca # 0 tels queab = ac OUba = ca On ab = c.
En particulier, cette régle est valable dafis

Démonstration.Si ab = ac, alorsa(b — ¢) = 0. CommeA est intégre nous obtenoas= 0 ou
b — ¢ = 0. Le premier cas est exclu, dohe- ¢ = 0, doncb = ¢. Un argument similaire marche aussi
pourba = ca. O
Corps
Définition 8.9. Soit(A4, +,-,0,1) un anneau (commutatif). On I'appeld®rps (commutatifyi

e tout0 # a € A est une unité pour la multiplication (c’est-a-dird,* = A\ {0}) et

o 0#1.
Exemple 8.10.

e (Q,+,-,0,1) estun corps commutatif.

e (R,+,-,0,1) est un corps commutatif.

e (Z,+,-,0,1) n'est pas un corps car il existe € Z \ {0} qui n’est pas une unité, par exemple
n = 2.

On définira plus loin une famille de corps trés importante : les corps finis.
Lemme 8.11.Soit(A, +,-,0,1) un corps. Alors A est un anneau intégre.

Démonstration.Exercice. O

Appendice : Les entiers relatifs

Dans cette section, nous montrons comment constfuigepartir deN. On n’aura pas le temps de
faire cette section en cours, mais on fera quelques exercices.
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Construction de Z

D’abord on écriraZ pour notre construction des entiers relatifs (pour souligner que giestanstruc-
tion d’'un nouvel objet) ; aprés la construction, on utilisera la notation hdlatéest on calculera avec
Z, comme chacun le connait.

La construction est basée sur la relation d’équivalence suivante.

Lemme 8.12. La relation binaire sulN x N définie par
(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+c
est une relation d’équivalence.

Démonstration.La preuve est un exercice. La transitivité utilise des propriétés dessenaéaurels
établies dans la secti@h 6. O

Les classes d’équivalences sont précisément les couplesayant la méme différence (qui peut étre
négative!) : donc,

a—b:=(a,b)={(c,d) eNxN|c—d=a-b}

On peut donc prendre les classes d'équivalence pour cette relagquivBlence comme une définition
de Z si on arrive a définir I'addition et la multiplication « habituelles ». On s’occd{aord de
'addition.

Proposition 8.13. Soit Z I'ensemble quotient d& par la relation d’équivalence définie dans le
lemméd8.IR.

(a) L'application

+z:ZxZ—= 2, (a,b)+z(¢,d):=(a+c,b+d)

est bien définie. La définition peut étre écrite comimeb +z c —d = (a + ¢) — (b + d).

(b) Posond)z := (0,0) = 0 — 0. Alors, (Z,+2z,0z) est un groupe abélien et I'inverse de- b =
(a,b) estb —a = (b,a); il estaussi noté-a — b = —(a, b).

(c) L'application

i:N=Z n—(n0)=n-0

est injective et satisfai{a + b) = i(a) +z i(b) pour tousa, b € N.

(d) a —b=(a,b) € i(N) si et seulement si > b.

Démonstration.Exercice. O

Lemme 8.14.Pour touta — b = (a,b) € Z\i(N)ona— a — b = (b,a) € i(N) et(a,b) = (0,b — a).

Démonstration.On aa < b, donc(b,a) € Z. Le reste est clair. O
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La multiplication des entiers relatifs
Nous allons maintenant définir une multiplication sur notre « modéle » des eetitifsr

Proposition 8.15. (a) L'application

z2:ZxZ—=Z, (a,b) -z (c,d) := (ac+ bd,ad + bc)

est bien définie. On peut I'écrire comme

a—0b -z c—d= (ac+bd)— (ad + bc).

(b) Posond z := (1,0) =1 — 0. Alors, (2, -z,1z) est un monoide abélien.

(c) La multiplication estlistributive c’est-a-dire

((a,b) +z (e, d)) -z (e, ) = ((a,b) -z (e, f)) +z ((e.d) -z (e, f))
pour tousa, b, ¢, d, e, f € N.

Démonstration.(a) Il faut donc montrer que la définition de ne dépend pas du choix des représen-

tants des classes. Soiént, V') € (a,b) et(¢,d’) € (¢, d). Donc par définition on a
a+b =d+b et c+d=c+d
En conséquence on obtient
ac+bc=dc+bc, dd+bd=ad+Vd, dc+add =dcd+dd bd+bd=bc+bd.
On les aditionne pour obtenir :
ac+bc+dd+bd+dc+dd +Vd +bd=dc+bc+ad+bd+dcd +dd+bc+bd,

donc
(ac+bd) + (a'd +b'e) = (d'd +V'd") + (ad + be)

eten conséquence

(ac+bd,ad + bc) = (/' + Vd',a'd + ).
(b) et (c) Exercice. Ol

L'ordre naturel sur Z

Nous allons étendre I'ordre natureZ&(pour obtenir I'ordre « habituel »).
Rappelons que nous avons défihi= Z comme I'ensemble des classes d’équivalenceb =

(a,b) ={(c,d) e NxN|a+d=b+c}.
Définition-Lemme 8.16. (a) SurZ = Z on définit une relation d’ordre totale par

a—bxgc—dsa+d<b+ec
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(b) Sur I'image deN par I'application naturelles : N — Z, n — n — 0 cet ordre est le méme que
I'ordre de N.

Démonstration.(b) est claire :

n—-0sm-0&n+0<m+0&=n<m.

(@)

Bien défini Supposonsa —b = o’ — ¥ (donc,a + b = a’ +b)etc—d = ¢ —d (donc,c+d =
¢ + d). Nous trouvons les équivalences :

a—b<c—deatd<b+ec
sSatd+b+d <b+tc+V +d
s (a+b)+d+d <(c+d)+b+V
S(d+b)+d+d <(+d)+b+¥V
S@+d)+b+d) < +)+ (b+4d)
sd+d<v+{d
sd-b=<d-d

Donc, la définition ne dépend pas du choix.

Réflexivité a —b<a—-b<a+b<b+a.

Antisymétrie Sia—b x c—detc—d < a—b,alors,a+d < b+cetb+c¢ < a+d, alors
a+d=b+c,donca —b=rc—d.

Transitivité

a—bxc—detc—d<e—f
sa+d<b+cetc+ f<d+e
=sa+d+f<bt+c+fetc+f<d+e
=a+d+ f<bt+d+e
=a+ f<b+e
=a—-b<e—f.

Totalité Soienta —b,c—d € Z.Sia+d < b+c,alorsa—b < c—d.Sib+c < a+d, alors
c—d=<a-—b.

O
Aprés cette preuve nous allons écrifeu lieu de<.
Lemme 8.17. Soientz, y, z € Z tel quex < y. Alors :

@ zrz+z<y+-=
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(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy -z <zx-z.

Démonstration.Soientr = a — b,y =c—d,z = e — f. Nous avons + d < b + c.

(@) llensuitquga+e)+ (d+ f) < (c+e)+ (b+ f),donca —b+e—f<c—d+e—f.

(b) Nous pouvons écrire = n — 0 avecn € N. D’abord notons que la formule pour la multiplication
dansZ nous donnecz = zn = an —bn etyz = yn = cn —dn. ll suit dea +d < b + c que
an + dn < bn + cn, doncxz = an — bn < cn — dn = yz.

(c) Nous pouvons écrire = 0 — n avecn € N. La formule pour la multiplication dang donne
xz=20—n=bn—anetyz =y0 —n =dn — cn.llsuitdea+d < b+ cquean+dn < bn+ cn,
doncyz =dn —cn < bn —an = xz. O

Dans ce cours, on utilise la notati@pour Z et on écrit+, - au lieu de+z, -z. On utilise aussi les

notations habituelles pourn — 0 = (n,0) et—n pour0 — n = (0,n) (pourn € N).

9 Lanneau des entiers relatifs revisité
Objectifs :
o Maitriser la division euclidienne ;
e maitriser les congruences et les régles de calculs;
e connaitre la relation entre congruences moduéd I'anneau quotiernt /nZ;

e connaitre les corps fini premiers.

Magie de nombres (ou pas de magie ?)

Si vous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible par9 ou pas. Connaissez-vous la regle ?

Sivous me donnez un nombre natutdlen écriture décimale), je peux tout de suite vous dire s'il est
divisible parl1 ou pas. Connaissez-vous la régle ?

Sivous me donnez un nombre natuteje peux tout de suite vous dire lequel est le dernier chiffre de
3™ (en écriture décimale). Par exemple, le dernier chiffre de

e 3122 gst9:

o 32016 agt]. Effectivement3?V16 —=

7524012611682575322123383229826239663926537528818856570865187372765931652081725057
7669105743539835542441748405719721496784672829847339411482640331635962471604046816
6831792025372036584703399181245100692449699128027511480154252332057467657551092012
0965103435094704248125360088077218296287569723791027663717601564030417643946846999
4403023813809003504183223641268835051495169544648275835669356083783047640627376370
6608052458450549266307606256837091889322882430394266759809550318192384195628388185
8903298894380057355058638673576726847681104098737545197429697263626491054396783630
3011328258824090074981412016036286341392348485617137592641583663340608713413771378
6658342744395194231324994795746012993302971461353413761628167058091775454971268871
6598597201988066254435800084857783928207100791439308841923228159261033339078247768
7986772097174308357584036415148341469803839769601901550004115682646292980964188894
247717513015947139050609590245525418035211826776013910286721

e (voyez le cours)
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La divisibilité dans Z

Soita,b € Z. On rappelle qué divisea (notation :b | a) s'il existeq € Z tel quea = bq.

Lemme 9.1. La divisibilité dansZ définit une relation réflexive et transitive qui satisfait aussi :
(a) pourtousa,b € Z\ {0} : ((a|betb|a) = a=boua=—b);

(b) pourtousa,b,c€ Z: ((a|beta|c) =a|(b+c)eta|(b—c)).

Démonstration.

Réflexivité a | a parce que: - 1 = a.

Transitivité a | betd | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = rb. Doncc = gra,
donca | c.

(@) a | betd | aimpliquent I'existence de,r € Z tels queb = ga eta = rb. Donca = rqa, donc
(a étant non nul eZ intégre)rq = 1, et doncr = +1 etq = r par la propositiof 815, d’ou le
résultat.

(b) a | beta | cimpliquent I'existence de, r € Z tels queb = qa etc = ra. Donc,b+c = (¢+7)a
etb—c=(q—r)a,donca | (b+c)eta| (b—c).

O

Division euclidienne

Proposition 9.2 (Division euclidienne) Soientz, y € Z avecy > 1. Il existe des uniqueg r € Z
tels que
r=qy+ret0<r<y—1.

Démonstration.

Existence Soit M := {x — zy | z € Z} N N. C’est un sous-ensemble non-vide NeCommeN
est bien ordonné, il existe un plus petit élément M ; il est automatiquement de la forme
r=x—qy.Sir >y, alorsr —y =x — (¢ + 1)y € M est un élément encore plus petit que le
plus petit élément. Done < y.

Unicité Supposons que = qy +r = ¢'y + r’. Donc,
(a—d)y=r"—r
Il en suity | (' — r). Mais, on a aussi
-y < r—r< Y,

donc0O = »/ — r (car0 est le seul multiple de strictement plus grand quey et strictement
plus petit quey), doncr = 7’ etq = ¢'.

O]
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Congruences

Définition 9.3. Soitn € Nsg. Deux entiers relatifsc,y € Z sont appelésongrus modulo: si

n|(z—-y).
Notation :x =y (mod n) (ouz =y mod (n)).

Lemme 9.4. Soientn € N etz,y € Z. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() 2=y (mod n).
(i) Le reste de la division euclidienne depar n est le méme que le reste de la divisionydear n.

Démonstration.Soientr = gin +r1 ety = gn +rpavec0 <r; <n-—1et0 <ry <n —1.

«(i) = (iy» : Alors, n | (z —y). Commen | (¢g1 — g2)n, il suit quen divise(z —y) — (q1 — g2)n =
r1 — ro, doncr; = ro (Méme argument qu’en hautn < r; — ro < n).

«(ii)y = (i) » : Alors, r; = r9, doncz —y = (¢1 — g2)n, doncn | (z —y), doncx =y (mod n). O

Définition-Lemme 9.5. Soitn € N. La congruence module définit une relation d’équivalenck,, :
Y(z,y) € Z?, 2R,y <z =y (mod n).
L'ensemble quotierit/R,, est notéZ/nZ. On a:
Z/nZ ={0,1,...,n—1}

et
0={..,-2n,-—n,0,n,2n,..}k={...,—2n+k,—n+kkn+k2n+k. ..}

La classe d’'un entiek compris entred etn — 1 est le sous-ensemble Aeformé des entiers relatifs
dont le reste dans la division euclidienne paest égal &.

Démonstration.Exercice. O

Anneaux quotients

Lemme 9.6. Soientn € N etxq, 2, y1,y2 € Z tels que
z1 =y (modn) et zp=yy (modn).

Alors,
r1+r2=y1+y2 (modn) et z;-z2=y;-y2 (modn).

Démonstration.Nous avons: | (z1 — y1) etn | (z2 — y2).

Pour la premiére assertion nous en concluens((z; — y1) + (z2 — y2)), doncn | ((z1 + x2) —
(y1 + y2)), donczy + 22 = y1 + y2 (mod n).

Pour la deuxieme assertion, il suit que (z1 — y1)x2 €tn | (z2 — y2)y1, doncn | ((x1 — y1)z2 +
(.CUQ — yg)yl), doncn ‘ (a;lxg — ylyg), dOI’]C.Il - To2 = Y1 Y2 (mod TL) ]
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On peut maintenant donner I'explication du calcul du dernier chiffréd@ourn € N. Faire la
division euclidienne de par4 : n = 4q + r avec0 < r < 3. Alors :

3" =34t = (3%)7.3" =817.3"=17.3" = 3" (mod 10).

Donc, le magicien n'a besoin que de faire la division euclidiennetgg@our c¢a il suffit de la faire
pour les2 derniers chiffres de (trouvez la raison vous-mémes!)) et de connaitre (le dernier chiffre
de)3" pourr = 0,1, 2, 3.

Définition-Lemme 9.7. Soitn € N. Nous définissons
+:Z/nL X Z/nl — Z/nZ, (T,§)—>T+Y:=x+y

et
i LInZ X ZInZ — Z/nZ, (T,Y)— T -§J: =T Y.

Alors, (Z/nZ,+,-,0,1) est un anneau commutatif.

Démonstration.Exercice. Utiliser le lemmie 9.6 pour démontrer guet - sont bien définis (indépen-
dants des choix de représentants) et le fait(@uer, -, 0, 1) est un anneau. Ol

Nous allons souvent noter les classe&deZ sans écrire les « barres ». Egalement, on notera I'anneau
(Z/nZ,+,-,0,1) plus court commé&. /nZ.

Exemple 9.8.(a) Voici les tables d’addition et de multiplication @g27Z.

+lolr - fofn
0 |01 0100
1 110 1]0]1
(b) Voici les tables d’addition et de multiplication @g'3Z.
rJojif2 - foft]2
0 (|0|1]2 01010]0
1 (1120 11012
2 (2|01 21021

(c) Voici les tables d’addition et de multiplication @&/47.
+loltf2]3 - foft]2]3

00123 0)0[{0]0]0
1]1(2(3|0 1071123
2 11213|]0]1 21012072
3{3]0]12 3101321

Plus grand diviseur commun (pgcd)

Définition 9.9. Soientd € N etz, y € Z. On appellel plus grand commun diviseur dey (notation :
d = pged(w,y)) si

o d|xetd]|yet
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e pourtoute e Nona((e|zete|y) =e|d).
Proposition 9.10. Soientz, y € Z pas tous les deux
(a) Un plus grand commun diviseur aeety existe et il est unique.
(b) Identité de Bézoutli existea, b € Z tels quepged(x,y) = ax + by.

Démonstration.Soit M := {ax + by | a,b € Z} et M := M N Nsy. CommeM* est un sous-
ensemble non vide d§, il posséde un plus petit élémeah{par le fait queN est bien ordonné).

Par définition il exister, b € Z tel qued = ax + by. Nous allons démontrer quiest un plus grand
commun diviseur de, y.

D’abord on montrel | m pour toutm € M (commez,y € M, on obtient alors automatiquement
d | x etd | y). Soitm = ux + vy. On fait la division euclidienne pat :

m=gqd+ravecO <r<d-—1.

Alors,
r=m —qd =ux + vy — q(ax + by) = (u — ga)x + (v — gb)y,

doncr = O carsil < r, alorsr € M™ entrainerait que est strictement plus petit que le plus petit
élément deV/ +, une contradiction.

Soite € Ntel quee | x ete | y. Donc,e | (ax + by), donce | d. Nous avons terminé la preuve gdie
est un plus grand commun diviseur.

L'unicité est claire : Sid, e € N sont des plus grands communs diviseurs tous les deux,&lorset

e | d, ete etd sont tous les deux dah$.(, doncd = e. O]

Le pged et lidentité de Bézout peuvent étre calculés (et leur existence peutétmentrée) par
I'algorithme d’Euclide (voir Exercices) que nous décrivons maintenaintj¢e vous avez di voir a
I'école).
Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Siry > 1, calculer le reste, de la div. derg parry ro = qr1 +ro;
Siry > 1, calculer le restes de la div. der parrs 1= qore + 73]

Sir, > 1, calculer le reste,, ., de la div. der,,_ parr, || rn—1 = q@u7n + Tn+1;

Sir,11 = 0, on aterminé. rn = pged(ro, 1)
Nous démontrons ci-dessous qgtieest en effet égal gged(rg, r1). D’abord on vérifie que:, divise
ro etry :

ry, diviser,,_1.
= rydiviser,_o = ¢u_1Tn_1 + rn.
= rydiviser, 3 =q, orn_o+rp_1.

= r,diviser; = qoro + 3.
= r,diviserg = g1y + ro.
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Exemple 9.11.r5 = 99 etr; = 21.
Calculer le rester, = 15 de la div. de99 par 21 || 99 =4 - 21 + 15;
Calculer le rester; = 6 de ladiv.de21 par15 | 21 =1-15+6;
Calculer le rester, = 3 de la div. del5 par 6 15=2-64+3;
Le reste de la div. dé par 3 est0 6=2-3;
3 = pged(99,21)
On obtient I'identité de Bézout en utilisant les égalités dans la colonne a deoitemencant par le
bas :

3=15—-2-6
=15-2-(21—-1-15)=—2-21+3-15
= —2.214+3-(99—4-21)=3-99 — 14 - 21.

Le calcul de l'identité de Bézout dans I'exemple est un pduhoc On va le remplacer par une
formulation générale et plus élégante. On utilisera les matrices de2ail2qu’on suppose connues
du cours d'algébre linéaire.
Soientry > rq deux entiers positifs. Nous allons calculer legrd ainsi que l'identité de Bézout, par
le processus récursif suivant :
Sir; > 1, rester, de la div. derg parr Ay = ( ) 12) = r
) Al (r5) =A2(7

1

—-q
1

—q2
1

oo

Siry > 1, resters de la div. der; parr, Ag = (

Sir, > 1, rester, 1 de ladiv. der,_i parr, | An:= ("7 })-Any || (") = An (3)
Sir,11 = 0, on aterminé. rn = pged(ro, 1)
SoitA,—1 = (254). Alors, I'égalité(,,", ) = Ap—1 (7)) = (2 %) (7 ) nous donne

rn = ari + bro,

I'identité de Bézout récherchée. Comme on saitigudivisery etr;, on obtient aussi une preuve que
r,, est en effet le pgcd de) etr; : tout diviseur de- etr; doit diviserr,,.

Exemple 9.12.0n reprend I'exempley, = 99 etr; = 21.
Rester, = 15 de ladiv.de&99 par21 | Ay = (*});
Rester; = 6 de la div. de21 par 15 || A; = (
Rester, = 3 de la div. del5 par 6 Az = (
Le reste de la div. dé par 3 est0

3 = pged(99,21)
Les coefficients de I'identité de Bézout sont les coefficients de la pecraiggée de la matrices :

3=-14-21+3-99.

Définition 9.13. Soientm € N etz,y € Z. On appellem le plus petit commun multiple de, y
(notation :m = ppcm(z, y)) Si

e z|mety|met

e pourtoutn e Nona((x | nety | n) = m|n).
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Proposition 9.14. Soientz, y € Z pas tous les deux
(&) Un plus petit commun multiple deety existe et il est unique.
(b) On alidentitéxy = signe(zy) - ppcm(z, y) - pged(z, y).

Démonstration.Exercice. O

Corps finis

Lemme 9.15. Soitn € N+ . Soitw € Z/nZ. Les assertions suivantes sont équivalented :
() 3z € w: pged(z,n) =1

(i) Vo € w:pged(z,n) =1

(i) w estinversible dans I'anneal#./nZ, +, -,0,1).

En particulier, isx € Z est tel quepged(z,n) = 1 = ax + bn aveca,b € Z (I'identité de Bézout),
alors, la classer est I'inverse multiplicatif de la classe

Démonstration.(i) = (ii) : Soit x € w. Sipged(z,n) = 1, il existe une relation de Béuout =
ax + bn. Soity € w. Alors,y = = + rn etdoncl = ay + (b — r)n. On en conclupged(y, n) = 1.
(i) = (iii) : Soit pged(z,n) = 1 = ax + bn une relation de Bézout. Elle donfie= ax mod n.
(iii) = (i) : Soitz € w anda l'inverse dew. Doncl = w-a =7 -a, d'oU 1 = ax + bn pour unb € Z.
Cela impliquepged(z,n) = 1. Ol

Corollaire 9.16. Soitn € N+ ;. Alors, le groupe des unités de I'anne@/nZ, +, -,0,1) est
(Z/nZ)* ={T | x € Z,pged(x,n) = 1}.

Démonstration.Dans le lemmé& 9.15 nous avons vu que toutes les claspesir x € Z tel que
pged(xz,n) = 1 sont des unités.
Siz = py etn = pm avecl < p < n, alors nous avong: # 0 et

T- M=y -p-M=0y -pm= _6:67

<
<

doncz ne peut pas étre une unité, car s'il I'était = zz, alors

m=1m = zzm = z0 = 0,
une contradiction. O
Corollaire 9.17. Soitn € N5 ;. Les assertions suivantes sont équivalentes :
() (Z/nZ,+,-,0,1) estun corps commutatif de cardinal
(i) m estun nombre premier.

Sip est un nombre premier, on ndfg := (Z/pZ, +, -,0,1), et on I'appellele corps fini de cardinal.



78 CHAPITRE Il. SYSTEMES DE NOMBRES ET STRUCTURES ALGEBRIQUES

Démonstration.« (i) = (ii) » : Supposons que n’est pas un nombre premier, donc= ab avec

1 < a,b < n. Alors par le corollairé 9.1@ # 0 n’est pas une unité d&/nZ, doncZ/nZ n’'est pas
un corps.

« (i) = (i) » : Si n est un nombre premier, tous lasc Z tels quel < a < n — 1 satisfont
pged(a,n) = 1, donc toutes les classés2,...,n — 1 sont inversibles. Donc, la seule classe qui
n'est pas inversible estetZ/nZ est un corps. O

Appendice : Unique factorisation en nombres premiers

Dans cet appendice, nous donnons une caractérisation alternaiveombres premiers. Au cours
d’algebre, cette caractérisation va nous servir de modéle pour unetigsiton des nombres premiers
dans des anneaux plus généraux #udci, nous en avons besoin pour démontrer le fait que tout
nombre naturel s’écrit de fagon (essentiellement) unique comme produitaleres premiers.

Nous rappelons que nous avons déja démontré le théoréme d’Euclide qamiee de nombres
premiers est infini (théorénje 1.5).

Lemme 9.18. Soitp € N1. Les assertion suivantes sont équivalentes :
(i) pestunnombre premier.
(i) Pourtouta,b € Z on a: sip divise le produitab, alorsp divisea ou p diviseb.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit p un nombre premier tel quet a. On veut montrep | b.
Commep 1 a et les seuls diviseurs positifs gesontl etp, on apged(a, p) = 1 etl'identité de Bézout
1 = rp+sa pour certaing, s € Z. Puisquep diviseab, il divise ausskab etbrp, doncp | (sab+brp),
mais

sab+brp = (1 —rp)b+brp =b—brp+ brp = b,

doncp | b.

« (ii) = (i) » : Supposons que I'assertion (i) est fausse, c’est-a-dire qiEst pas un nombre premier.
Alorsp = ab avecl < a,b < peta,b € N. Doncp | p = ab, maisp { a etp t b, donc I'assertion (ii)
est fausse. O

Corollaire 9.19. Soientp € Ns; un nombre premiers € N>y etqp,...,qs € Z tels quep |
q192 - - . qs. Alors il existel € {1,...,s} tel quep | ;.

Démonstration.Par récurrence pow > 2. Linitialisation s = 2 est le contenu du lemnie 9]18.
Supposons que l'assertion est vraie pousuNous allons la démontrer posr- 1. Donc, supposons
quep | q1g2 - - - 4sqs+1. On le réécritcomme | abaveca = q1q2 . . . gs €tb = gs+1. Parlelemmg9.18

il suitquep | a oup | b. Dans le dernier cgs| ¢s+1. Dans le premier cas par I’hérédité nous obtenons
p | ¢ pouruni € {1,...,s}, donc, I'assertion est vraie posr 1. O

Lemme 9.20. Soitn € Nx>. Alors, il existe un nombre premigrqui divisen.
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Démonstration.Nous avons déja fait cet argument dans la preuve de l'infinitude desreembe-
miers. On le refait ici :

M = {m € N>y | m divisen}.

C’est un sous-ensemble @ qui n'est pas vide (can € M commen | n). Donc, commeN est
bien ordonné, il existe un plus petit élément M. Soitt € N-; un diviseur dep. Alors, par le
lemme9.1 (a) on &| n, donct € M. Commet < p etp est le plus petit élément de, il en suit que
t = p, doncp est un nombre premier. O

Théoréme 9.21(Théoréme fondamental de la théorie élémentaire des nomAdi@s)nombre naturel
n > 1 s'écrit comme produit fini de nombres premiers de facon unique arkoprés. ¢ = 1
correspond au produit vide.)

Plus précisement on a pour tout> 2 :

(a) llexister € Netpy,...,p, € P (des nombres premiers) tel que= p1ps . .. p:.

(b) Sis € Netq,...,qs € Ptels quen = qiq2...qs, alorsr = s et il existe une bijection
o:{l,...;r} = {1,...,r} telle que pour tout € {1,...,r} Onag = py;)-

Démonstration.
(a) Soit
M := {n € N>5 | n n’est pas un produit fini de nombres premigrs

C’est un sous-ensemble e Supposons qu'il n’est pas vide, alors il posséde un plus petit élément
Par le lemmé&9.20 il existe un nombre prempegui divisem. Commep est un produit de nombres
premiers (le produit avec le seul facteyy on ap ¢ M, doncp < m, donc2 < % < m, donc
% Z M. Donc% est un produit d’éléments premiers, domnc= p% I'est aussi. Donan & M.
Contradiction. DondV/ est vide.

(b) Nous démontrons le résultat par récurrence porrl. Pourn = 1 le résultat est clair. Supposons
gue nous avons déja démontré le résultat pour tout nombre naturel positifraent plus petit que.
Montrons-le pounmn.

Nous avons donc

P1P2---Pr =N = q1G2 - - - Gs-
Commep; | n, il suit du corollaird 9.19 qu'il existe up € {1,..., s} tel quep; | ¢;. Commeg; et
p1 sont des nombres premiers, op;a= ¢;. En conséquence, nous obtenons

n
b2...pr = ]71 =q192---4j-145+1 - - - gs-

Commel < = < n, par hérédité — 1 = s —1 (doncr = s) et il existe une bijection : {1,...,7—
Lj+1,...,7} = {2,3,...,r} telle queg; = p,(; pour touti € {1,...,5— 1,5+ 1,...,r}. Nous
prolongeons : {1,...,r} — {1,...,r} en posant(j) = 1. Evidemmentg est une bijection. [
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Appendice : Les nombres rationnels

Cette appendice ne sera pas traitée dans le cours, mais il y aura quedepeises pour vous familia-
riser avec le contenu. Ici, nous montrons comment les nombres rationnetoastruits a partir des
entiers relatifs. Donc vous pouvez vous convaincre a I'aide de cetiersgae les nombres rationnels
ont aussi une fondation solide.

Construction des nombres rationnels

Nous avons construit I'annedi, +, -, 0, 1). Maintenant, nous allons I'utiliser pour une construction
des nombres rationnels.

Nous allons définir les fractions comme des classes d’équivalence poucdenpte du fait que le
numérateur et le dénominateur d’une fraction ne sont pas uniquesuyblepenultiplier par n’importe

. o ac
quel entier non nul § = 7).

Définition-Lemme 9.22. SurZ x (Z \ {0}) on définit une relation
(a,2) ~ (b,y) & ay = ba.

C’est une relation d’équivalence.
La classe déa, z) est formee de tous lds, y) tel queay = bz, ce qui justifie la notatior§ pour la

classe(a, ).
L'ensemble quotient est nof§ I'ensemble desombres rationnels

Démonstration.Exercice. O
Proposition 9.23. SoitQ I'ensemble quotient du lemrhe 9.22.

(a) Les deux applications

b b
+:QxQoQ, L4l =T
xr Yy xry
et
a b ab
QxQ—-Q, —--i=—
Ty Ty

sont bien définies, c’est-a-dire que leurs définitions ne dépendsmtgsachoix des représentants
(a,z) et(b,y) des classe§ et ”.
(b) (Q,+,-, 9, 1) estun corps.

(c) L'application
L:7Z—Q, n— %

estinjective eton an + m) = «(n) + ¢(m) ete(n - m) = v(n) - t(m).

Démonstration.Exercice. O
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L'ordre naturel sur Q
Définition-Lemme 9.24. (a) SurQ on définit une relation d’ordre totale par
a C
e <
;S g S ad < be
pourb,d € Nyg.

(b) Sur image deZ par I'application naturelle: : Z — Q, n + 7 cet ordre est le méme que
I'ordre de Z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. Ol
A partir de maintenant nous allons écrireau lieu de<.

Lemme 9.25.Soientz, y, z € Q tel quex < y. Alors :

@ z+z<y+-=

(b) Si0 < z,alorsz -z <y - 2.

(c) Siz<0,alorsy -z <x-z.

Démonstration.La démonstration n’est pas difficile et peut étre faite comme exercice. Ol

La valeur absolue deQQ
Définition 9.26. Pourr € QQ nous définissona valeur absolue depar

T sio<r

|z] := { . ’

—r sir <0.
Proposition 9.27. Pourr, s € Q les assertions suivantes sont vraies :
@ |r|>0etr=0<|r|=0.
(b) |r-s| =|r|-|s| (multiplicativité).
(©) |+ s| <|r|+ |s| (inégalité triangulaire).

(d) Il existen € N tel que|n| > 1 (cette propriété « triviale » dit que la valeur propre est « archimé-
dienne »; il existe aussi des valeurs absolues qui he sont pas adieinnés).

Démonstration.(a) La seule chose a montrer est la suivante :Sgit0. Alors,—1-0 =0 < —1-r =
—r,donc0 < —r,

(b) Clair.

(c) Nous avong < |r| ets < [s| (on le vérifie directement). Donc+ s < |r| + |s|. De la méme
maniére on conclut der < |r| et —s < |s| que—(r + s) < |r| + |s|. Les deux ensemble nous
donnent |r + s| < |r| + |s].

@2/ =2>1. O
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Corollaire 9.28 (Deuxiéme inégalité triangulairePour toutr,s € Q on a:
[Ir] = Isl| < I+ s| < |r| +Is].

Démonstration.Nous avongr| = |r + s — s| < |r + s| + |s|, donc|r| — |s| < |r + s|. De la méme
maniére nous avors| — |r| < |r + s|, donc||r| — |s|| < |r + . O

Les nombres réels

Les nombres réels sont un objet étudié dans vos cours d’AnalyseéRewcomplet, nous rajoutons
encore une esquisse de la construction des nombres réels a partindees cationnels.

Dans vos cours d’'analyse, vous avez défini des suites de Cauahy(cavec convergence pour la
valeur absolue définie ci-dessus). Sbitensemble de toutes les suites de Cauchy. 80ie sous-
ensemble d€ des suites de Cauchy qui tendent v@rs

SurC on définit la relation d’équivalence

(a’n)HEN ~ (bn)neN = (an - bn)nGN eN.

L'ensemble quotient dé modulo cette relation d’équivalence est 'ensemble des nombres réels. Les
nombres rationnels s’y plongent via I'application qui envoie Q sur la suite constantg, := x pour

toutn € N. On additionne et multiplie deux classes (nombres réels) en additionnant|tpliamt

des suites de Cauchy qui représentent ces classes terme par terme.
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Plus sur les groupes

10 Sous-groupes et ordres

Objectifs :
e Apprendre et maitriser la définition de sous-groupes;
e apprendre et maitriser les groupes cycliques;;
e apprendre et maitriser la génération de sous-groupes;
e Apprendre et maitriser I'ordre d’'un élément dans un groupe ;
e savoir démontrer des propriétés simples.

Nous rappelons d’abord les groupes que nous connaissons déja :

Sn, 0, (1)), le groupe symétrique.

Comme la définition I'exige, il s’agit d’'un ensemble avec une « loi de grougei>est associative,
posséde un élément neutre et telle que chaque élément a un inverse.iSidayfoupe est écrite
«multiplicativement », on note I'inverse depara ! ; si la loi est notée « additivement », on écrit
pour l'inverse dex.

Dans cette section nous allons étudier des sous-groupes. L'idée est simmpkous-groupe d’'un
groupe est un sous-ensemble qui est « respecté » par la loi de gikmymeallons préciser ceci dans
la définition suivante.

Regardons un exemple : Considér@somme groupe pour I'addition et deux sous-ensembles :

e P:={n € Z|nestpair},

e [:={n € Z|nestimpair}.

83



84 CHAPITRE Ill. PLUS SUR LES GROUPES

Bien que les deux sous-ensembles aient I'air trés similaires, ils ne le sott past du point de vue
suivant :

Sia,b € P,alorsa+ b € P. Mais : sia,b € I, alorsa + b ¢ I. Nous voyons que la loi de groupe
respecte” mais pad.

Drailleurs, I'élément neutre appartientfd: 0 € P, mais pas d : 0 ¢ I. Par contre pouP et on

a que l'inverse de tout élément de I'ensemble y appartient aussicsP, alors—a € P; sia € I,
alors—a € I.

Définition 10.1. Soit (G, ,e) un groupe etd C G un sous-ensemblé! est appelésous-groupe
deG (notationH < G) si

e cc H,
e pourtouta,b € H onaa*b € H (donc,x donne une applicatiodl x H — H), et
e pour touta € H, l'inversea™! € H.

Exemple 10.2. e P estun sous-groupe d&, +,0), mais/ ne l'est pas.

e Pour toutn € Z I'ensemble de tous les multiples dest aussi un sous-groupe (8, +,0).

En fait, tout sous-groupe dé est de cette forme.

Soit(G, %, e) un groupe. L'ensemblfe} est un sous-groupe de.

Soit(G, x, e) un groupe G est un sous-groupe de.

{=1,+1} € Q est un sous-groupe d&*, -, 1), mais pas un sous-groupe (@, +,0).

SoitS; = (53,0, (1)) le groupe symétrique efi, 2,3}. Nous considérons I'ensembié :=
{(1 2 3),(1 3 2),(1)};c’estun sous-groupe, mais 'ensemblg@ 2),(1 3),(2 3),(1)} ne
I'est pas.

Dans ce cours et dans les cours a suivre nous définissons sdegensous-objets d’objets » (autre
exemple : sous-espace vectoriel); & chaque fois on exige que le Bjgasoit un objet du méme
type : un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel ; ici : Baggoupe est un groupe :

Lemme 10.3. Soit (G, %, e) un groupe etd C G un sous-ensemble. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) H estun sous-groupe de.
(i) Onax(H x H) C H,e € H et(H,*,e) estun groupe.

Démonstration.« (i) = (ii) » : C'est clair : 'associativité provient de celle déainsi que le fait que
e est 'élément neutre. En plus,appartient &4 par définition et les inverses dé y appartiennent
aussi par définition.

« (i) = (i) » : Il suffit de montrer que pout € H, son inverse:~! (dans le group&’) appartient
a H. Comme(H, %, e) est un groupe, I'élément possede un inverdec H. L'unicité de l'inverse
(lemmée 7.5) montre que= a!. O



10. SOUS-GROUPES ET ORDRES 85

Le lemme prochain donne un critére qui permet souvent de raccourcadagoqu’un sous-ensemble
donné est un sous-groupe.

Lemme 10.4(Critére pour sous-groupespoit (G, , e) un groupe etd C G un sous-ensemble
non-vide. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H < G (H estun sous-groupe d&).
(i) Pourtouta,b € Honaaxb™! c H.

Démonstration.« (i) = (ii) » : Soienta, b € H. CommeH est un sous-groupe, orba' € H et donc
axbl e H.

« (i) = (i) » : CommeH est non-vide, il y existe un élément ¢ H. Lhypothése nous donne
a*xa"' € H,donce € H. Pour touth € H on obtiente x b~ = b~! € H. Soienta,b € H, donc
ax (b™1)7! = axb € H. Nous avons Vérifié la définition et concluons giieest un sous-groupe
deG. O

Exemple 10.5.Tout élément du groupé, +, 0) s’écrit en utilisant seulement(et son inverse-1) ;
parexempl® =1+ (-1),5=1+1+1+1+1et-5=-1-1-1-1-1.
On en déduit qu'un sous-groupe @e < Z qui contientl est automatiquement égala

Définition 10.6. Soit(G, , e) un groupeG est appel&ycliques’il existeg € G tel que tout élément
deG est de la formg™ pourn € Z ou

e sin:O,
grxgx- kg sin >0,
N ) N ——
9 = n-fois
g lxgtx-coxg™t sin<o.
|n|t?ois

Exemple 10.7. e Le groupe(Z, +,0) est cyclique.
e Pour toutn € N le groupe(Z/nZ, +,0) est cyclique.
Lemme 10.8. Tout groupe cyclique est abélien.

Démonstration.C’est évident g™ x g™ = g™ = g™t = g™ % ¢g" pour toutn, m € Z. O

Définition 10.9. Soient(G, %, e) un groupe etV C G un sous-ensemble. On dit qGeestengendré
par M (et queM est unensemble de génératelss le seul sous-groupe de qui contientM estG
lui-méme.

Lemme 10.10.Soit(G, x, €) un groupe. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) G estcyclique.

(ii) 1l existe un ensemble de génératedisde G de cardinall.
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Démonstration.« (i) = (ii) » : Soit G cyclique avec élément « spécial»Si H < G est un sous-
groupe qui contieng, il contient automatiquement tous les élémentsiddoncH = G. Ceci montre
queM = {g} est un ensemble de générateurs.

« (i) = (i) » : Soit M = {g} un ensemble de générateurs d'un seul élément. Onjpase{g" | n €
7}. C’est un sous-groupe dga cause du critére du lemme J0g4F* (¢") ! = g™ € H.Comme
g € H, I'hypothése impliqued = G, donc,G est cyclique. O

Nous allons maintenant généraliser ceci a un ensemble de générateardidal quelconque.

Définition-Lemme 10.11. Soient(G, *, ¢) un groupe efl/ C G un sous-ensemble. On pose
(M) :=A{z' xzF x -z | neN,x; € M,e; € {—1,1} }.

En mots (M) est le sous-ensemble dede ceux éléments de qui s’écrivent comme produit d’élé-
ments dand/ et leurs inverses. Noter que le cas= 0 (produit vide) correspond a I'élément neutre
Alors (M) est un sous-groupe de et tout sous-groupe d& qui contient)M, contient auss{M ). En
particulier, (M) est engendré pak/.

Pour cette raison on I'appelle auss sous-groupe dé& engendré pai/.

Démonstration.Montrons d’abord queé M) est un sous-groupe d& en utilisant le lemmé_10.4.
Soientzt + 52 % - - - 4 x5 ety x yd2 x - - -+ yom deux éléments deM). Alors

T H T2 x -k T kg0 *---*y;sQ *yf‘gl

appartient aussi @/ ). Donc (M) est un sous-groupe de.

Il est clair que tout sous-grougdé de G qui contient les éléments dd aussi contient leurs inverses
et tous les produits finis. Dond/) C H. Cela implique qué /) est engendré pav!. Ol

Si G est cyclique de générategralorsG = (g) = ({g}). Noter que sz n’est pas abélien;; x x4 x
T1 # 12 % 19 €n général.

Nous allons maintenant donner une construction plus abstraite du smysegengendré par un en-
sembleM. Pour cela nous devons d’abord démontrer que l'intersection degsoupe est un sous-
groupe.

Lemme 10.12.Soient(G, *, ) un groupe,l un ensemble « d’indices » (par ex= {1,2,...,n}) et
pour touti € I soit H; un sous-groupe dé&'. On poseH := (),.; H;, l'intersection de tous le&l;.
Alors, H est un sous-groupe de.

Démonstration. e Commes lesH; sont des sous-groupes, ore & H; pour tout; € I. Donc,
e c mie[ H,=H.

e Soienta,b € (\,c; H; = H. Donc, pour tout € I on aa,b € H;. CommeH; est un sous-
groupe deG, on aa x b~ € H;, pour touti € I. Donc,a xb~! € (,c; H; = H. Par le
lemme[10.MH est un sous-groupe de.

O
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Proposition 10.13. Soit(G, *, ¢) un groupe etV C G un sous-ensemble. Alors

(My= () H,

H<G,MCH
I'intersection de tous les sous-groupdsde G qui contienneni\/.

Démonstration.Comme(M ) est un groupe et contiedt, on a que/M ) fait partie des sous-groupes
dans l'intersection. Alors nous avons l'inclusionzx».
Si H est un sous-groupe dequi contient)M, alors(M) C H, donc nous avons l'inclusion € ». [

Exemple 10.14.(a) Le groupe symeétriqus,, (avecn € N>3) est engendré par les transpositions
(voir exercices).

(b) Le group(Msx2(Z),+, (§§)) est engendré par les matrices §), (65). (16). (§9)-

Définition 10.15. Soit(G, -, 1) un groupe. Pour un élémepte G on définitl'ordre de g (notation :
ord(g)) comme le plus petit entier positif > 0 tel queg™ = 1, I'élément neutre (si un tel n’existe
pas, alors on dit querd(g) = 0).

Exemple 10.16. e Dans tout groupe, 'ordre de I'élément neutre dset c’est le seul élément
d’'ordre 1.

Raison ;g = g! = 1.
e Les ordres des éléments du groupe symétrigugont les suivants :
ord ((1)) =1, ord ((12)) =2, ord((13)) =2,
ord ((23)) =2, ord((123)) =3, ord((132)) =3.
e Les ordres des éléments ({&/6Z, +,0) sont les suivants :
ord(0) =1, ord(1) =6, ord(2) =3, ord(3) =2, ord(4) =3, ord(5) = 6.
DoncZ/6Z est un groupe cyclique qui peut étre engendrépau’5 = —1.
e Dans(Z,+,0), I'ordre de tout0 # m € Z est infini (carnm # 0 pour toutn € N+g).
Lemme 10.17.SoientG un groupe ey € G.
(&) On suppose = ord(g) < oo. Soitm € Z. Alors, g™ = 1 si et seulement si | m.
(b) Soitm € N tel quem < ord(g). Alors, les éléments, g, g%, . . ., g™ sont deux & deux distincts.

Démonstration.(a) Supposons d’aborg = nq avecq € Z. Alors, g™ = g™ = (¢")?1 = 17 = 1.
Soit maintenantn € Z tel queg™ = 1. La division euclidienne nous donme = gord(g) + r avec
0 <r <ord(g) —1.Doncl = g™ = (¢*4@)9. 4" = 19. g" = ¢". La seule possibilité est= 0 car
sinon I'existence de contradirait la définition de I'ordre.

(b) On suppose que I'assertion est fausse. Alors, gh & ¢” avecO < a < b < m, ce qui donne
g"~® = 1, une contradiction cak < b — a < m < ord(g). O
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Proposition 10.18. SoientG un groupe ey € G. Alors,

ord(g) = #(g)-
En mots : I'ordre du sous-groupe engendré pagst égal a I'ordre dey.

Démonstration.Supposons d'abord querd(g) est infini. Alors pour toutn € N les éléments
1,9,9% ...,g™ sont distincts par le lemnie 10117 (b), dafg¢ est un groupe de cardinal infini.
Supposons maintenamtd(g) = n < oo. Alors lesn éléments., g, g%, ..., g" ! € (g) sont distincts,
encore par le lemme_10J17 (b). On montre dye = {¢™ | m € Z} = {1,9,4%,...,9" '}. Soit
doncg™ € (g). On utilise la division euclidienne pour écrire = gn + r avecO < r < n. Nous
avonsg™ = g1"t" = (g")?- g" = 19- g" = ¢g". Cela montre I'inclusion < ». L'autre inclusion est
triviale. O

Corollaire 10.19. SoitG un groupe fini. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) G estcyclique.
(i) g € G:ord(g) = #G.

Démonstration.Cela provient directement de la proposition 10.18. O

11 Lethéoreme de Lagrange et son application aux ordres
Objectifs :

e Apprendre et maitriser les classes d’un groupe suivant un soup€jyo

e connaitre la définition de I'indice d’'un sous-groupe ;

e connaitre et savoir démontrer le théoreme de Lagrange;

e connaitre et savoir démontrer le ‘petit Fermat de la théorie des groupagiadu théoréme de
Lagrange;

e savoir démontrer des propriétés simples.

A partir de cette section on utilisera la convention suivante : si on dit «ait groupe », on I'écrit
multiplicativementy - h = gh et on notel son élément neutre.

Définition-Lemme 11.1. SoitG un groupe et < G un sous-groupe. La relation définie par
gi~HGe e gl -gpeH

est une relation d’équivalence.
Les classes d’équivalence sont de la forme

gH={g-h|heH}

et elles s’appellentlasses a gauche désuivantH . L'ensemble de ces classes est n@jéd .
Donc, on a
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o G= UgHeG/H 9H,

(Z) Si 9;192 g H)

e iHNgoH = o
g H  sigilgs € H.
Un élémenyy, € g1 H est appelé umeprésentanOn a alorsg H = g2 H.

Démonstration.La vérification que c’est une relation d’équivalence est un exerceeeste est une
conséquence valable pour toutes les relations d’équivalence (voopagitio5.15). O

Exemple 11.2.7Z/nZ est 'ensemble des classes a gauche du gréufeour I'addition) suivant le
sous-groupeZ.
En effet, dans la définition-lemre .5 nous avons défini la relation d’'égnica

x~gp, Yy =y (modn).

Nous avons
=y (modn)sx—yeEn.

Donc la relation d’équivalence définie ddnsl]9.5 est la méme que cdlle de 11.1
Définition-Lemme 11.3. SoitG un groupe et < G un sous-groupe.

(a) De la méme maniere que dans la définition-lerhmel 11.1 on défirtldsses a droite dé sui-
vant H, en utilisant la relation d’équivalence

g1 ~H g2 & gi-g,t € H.

Les classes a droites sont de la forme
Hg={h-g|heH}

et 'ensemble de toutes ces classes est AO{€. On a

* G=pgemcHy

Siglgz_l g H7

0
nglﬂngz ] 1
Hgi sligig, € H.

(b) L'application
¢:G/H — H\G, gH+w Hg'
est bijective.
Démonstration.C’est clair ! (Noter pour (b) quélg—! = (gH)~! parce que{ ! = H.) O
Lemme 11.4. SoientG un groupe et < G un sous-groupe. Pour toyt, go € G I'application
g H — g2H, gih— (9297 )g1h = gah

est bijective. DongtH = #gH pour toutg € G (les deux peuvent étre infinis).
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Démonstration.La surjectivité est évidente. Regardons donc l'injectivitgh; = goho implique
95 'g2h1 = g5 ' gaha, dONChy = ha. ]

Définition 11.5. SoientG un groupe efd < G un sous-groupé.'indice de H dansG est défini par
(G:H):=#G/H = #H\G
(il peut étre infini).
Théoreme 11.6Lagrange) SoientG un groupe etd < G un sous-groupe. Alors :
#G =(G:H)-#H.

Démonstration.C’est une conséguence immédiate de la réunion disjdinte |_|gH€G/H gH etle
fait #H = #gH pour toutg € G par le lemmé 1114.

Plus précisement, on va distinguer les ¢85 = co et #G < 0o. Si#G = oo, il suit de la réunion
disjointe que#H = #gH est infini ou que(G : H) est infini. Dans les deux cas, le prod(it :
H) - #H estinfini. Si#G < oo, il est clair que(G : H) et# H sont tous les deux finis. La formule
est maintenant claire. O

Corollaire 11.7. SoientG un groupe fini efd < G un sous-groupe. Alorst H divise#G et l'indice
(G : H) divise#G.

Démonstration.Cela suit directement du théoréme de Lagradngel 346 = (G : H) - #H car
I'indice est entier. O

Exemple 11.8.(a) SiH estun sous-groupe dg;, sa cardinalité ne peut pas éteou 5 car les seuls
diviseurs de#S3 = 6 sontl, 2, 3, 6. Il existe des sous-groupes de cardina?, 3, 6 (trouvez les
vous-mémes!).

(b) SiH < S, estun sous-groupe, sa cardinalité est inférieure ou égdl ét elle ne peut pas étre
5,7,9,10, 11 car les seuls diviseurs d&S, = 24 sontl, 2, 3,4, 6,8, 12.

(c) Le groupeSs de cardinal120 ne possede pas de sous-groupe de cardifdt’est un exercice).

Noter : 15 | 120. Donc en général, pour un diviseurde #G il n’existe pas de sous-groupe dé
de cardinaln.

Corollaire 11.9. SoientG un groupe finiey € G. Alorsord(g) | #G.
En mots : I'ordre de tout élément divise I'ordre du groupe.

Démonstration.Par le corollairé 11]7 du théoréme de Lagrange et la propobition|10.18rdili@g =
#(9) | #G. O

Corollaire 11.10 (« Petit théoreme de Fermat de la théorie des groupeSoij G un groupe fini.
Alors, pour toutg € G on ag#¢ = 1.

Démonstration.Cela suit directement du corollaire 1119 et du lenime 10.17 (a). O
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Corollaire 11.11. SoitG un groupe fini tel que son cardingtG est un nombre premier. Alofs est
cyclique.

Démonstration.Soitp = #G, un nombre premier par hypothése. Spit G différent del. Comme
ord(g) divisep (par le corollairé 1119) eird(g) # 1, alorsord(g) = p, doncG est cyclique par le
corollaire 10.1D. ]

12

Homomorphismes

Objectifs :

Apprendre et maitriser la définition de homomorphisme de groupes, de l'imdgeneyau ;

apprendre et maitriser les propriétés fondamentales des homomaorphisgreses, de leurs
images et de leurs noyaux ;

connaitre et savoir démontrer la classification des groupes cycliques;;
asvoir appliquer les résultats a la classification des groupes de trés piitiata

savoir démontrer des propriétés simples.

L'idée générale (valable pour groupes, anneaux, espaces vestetie) est la suivante : Un (homo)-
morphisme est une application qui respecte toutes les structures.

Exemple 12.1. e Soientc : Z — Z I'application définie pam — 2n etd : Z — Z I'application

définie parn — 2n + 1. Nous analysons leurs propriéteés :

— cetd sont injectives.

—c(n+ m) =2(n+m) = 2n + 2m = c¢(n) + ¢(m) pour toutn, m € Z.
- ¢(0) =
—d(n +m) =2(n+m)+1# 2n+1)+ (2m+1) =d(n)+ d(m) pourn,m € Z.
— d(0) =

— L'image dec est I'ensemblé?, donc un sous-groupe d&, +,0).

— L'image ded est I'ensemblé, donc elle n’est pas un sous-groupe(@e +, 0).

Premiére conclusion : L'application « respecte » la loi de groupe dé&, +,0) et elle envoie
I'élément neutrd) sur I'élément neutre. L'applicatiod n’a aucune de ces deux propriétés.

e Soit. : Z — Q l'injection donnée pan — 7.

—u(n+m)="4m =2 4 T — (n) 4 (m) pour toutn, m € Z.

- = 1(n) - 1(m) pour toutn, m € Z.

>—A\>—\ ~ >—A\O
=13
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Premiére conclusion : L'application « transforme » la loi de groupe d¢., +,0) en la loi de
groupe dgQ, +, 0) et elle envoie I'élément neutéepour la premiére loi sur I'élément neutfe
pour la deuxiéme loi.

De plus, I'application: « transforme » la loi de groupe d&Z*,-,1) = ({—1;1},-,1) en la
loi de groupe d€Q*, -, 1) et elle envoie I'élément neutiepour la premiére loi sur I'élément
neutrel pour la deuxieme loi.

e Soitexp : R — R+ I'exponentielle de vos cours d’analyse.

— exp est une bijection.
— exp(z +y) = exp(z) - exp(y) pour toutz, y € R.
— exp(0) = 1.

Premiére conclusion : L'applicationxp « transforme » la loi de groupe d&, +,0) en la loi
de groupe d€R-, -, 1) et elle envoie I'élément neutfede (R, +, 0) sur I'élément neutra de

(R0, 1).
Ces propriétés nous ménent naturellement a la définition suivante :
Définition 12.2. Soient(G, , e) et (H, o, ¢) deux groupes. Une application
v:G—H
est appelédomomorphisme de groupsspour toutg;, go € G on a

p(g1* g2) = ©(g1) © ¢(g2)-
Notation : Pour étre trés précis, on écrit les homomorphismes de gsotmpame
(G, *x,e) — (H,o,¢€).

Normalement, on est moins précis, et si on écrit : « oitz — H un homomorphisme de groupes »
on sous-entend que les lois de groupes et les éléments neutres soet éi@adnus du lecteur.

Exemple 12.3. e ¢ : Z — Z, donnée pam +— 2n, est un homomorphisme de groupes de
(Z,+,0) dans(Z, +,0). Par contre,d n’est pas un homomorphisme de groupes.

e 1 :7Z — Q, donnée pan — T est un homomorphisme de groupegde+, 0) dans(Q, +,0).
e exp : R — R+ est un homomorphisme de groupeg®e+, 0) dans(R~g, -, 1).
e Soitn € N. On définit :

7 :(2,+,0) = (Z/nZ,+,0), awa,

I'application qui envoies sur sa classe module. C'est un homomorphisme de groupes par le
lemmé9.6.
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e Soit(G, %, e) un groupe et < G un sous-groupe. L'inclusion: H — G (donnée pah — h)
est un homomorphisme de groupes.

Définition 12.4. Soient(G, , e) et (H, o, €) des groupes ep : (G, *,e) — (H,o,e) un homomor-
phisme de groupes.

o im(p) := o(G) :=={¢(g) | g € G} est appeldimage deG par .

e Plus généralement, sait’ < G un sous-groupep(G’) := {¢(g) | g € G’} est appeldimage
de G’ parp.

e ker(p):={g € G| p(g) = €} estappelé Imoyau dep (en allemandern, en anglaiskerne).
Exemple 12.5.Le noyau de ’homomorphisme
7:(Z,+,0) = (Z/nZ,+,0), a—a
est égal &m | n divisem}, 'ensemble des multiples de

Définition-Lemme 12.6. Soitn € N>; et(S,, 0, (1)) le groupe symétrique. On définit I'application
signe (ou signature)ar

sgn: S, = {+1,-1}, 7— H 7r(zi:;r(g)

1<i<j<n

C’est un homomorphisme de groupes. Son noyau esthpet appelé legroupe alterné
Le signe de toute transpositidn j) (aveci # j) est—1.

Démonstration.Exercice. O

Proposition 12.7 (Propriétés des homomorphismes de group&sjent(G, *,e) et (H,*,¢) des
groupes ety : (G, x,e) — (H, *,¢) un homomorphisme de groupes. Alors :

(@) ¢le) =e.
(b) Pourtoutg € Gona:p(g~!) = p(g)~ L.

(c) SIG' < G estun sous-groupe, alots(G') < H est aussi un sous-groupe. En particulier()
est un sous-groupe dé.

(d) SiH' < H est un sous-groupe, alots™!(H’) < G est aussi un sous-groupe. (Attention : Ici
o~ L1(H'") est 'image réciproque et pas un inverse de I'application!)

(e) Sip: (H,*,¢e) — (I,®,u) estun homomorphisme de groupes, atoss : (G, x,e) — (I, ®,u)
est aussi un homomorphisme de groupes.

(f) ker(¢) < G estun sous-groupe.
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Démonstration.(a) On ap(e) = p(exe) = p(e) * ¢(e), donce = p(e) * (p(e)) ™1 = p(e) * p(e) *
(v(e) ! = ple).

(b) Par (@) on & = w(e) = w(g*g") = ¢(g) * p(g~"). donc, (p(g)) ™" = (p(g)) " %€ =
(p(9) " xp(g) x0(g™") = @)

(c) Les éléments dans I'image(G’) sont de la formep(g) pourg € G'. Soienty(g1), ¢(g2) avec
91,92 € G’ deux éléments de(G’). Commeg; *92_1 € G’ (carG’ est un sous-groupe d&), on
conclut quep(gi * g5 1) = ¢(g1) * ©(g5 1) = w(g1) * p(g2) " appartient aussi @(G’) ou on utilise
(b) pour la derniere égalité. Par le lemfne 10.4 nous obtenons dong(gi¢ est un sous-groupe
deH.

(d) Soitgy, g2 € ¢~ 1(H"), donc, par définition, cela veut ditg(g;) € H' pouri = 1,2. CommeH’
est un sous-groupe d&, ¢(g1) * ¢(g2)~" € H', doncy(g1 x g5 ') € H'.

(e) Soientgy, g2 € G. Alors, 1 (¢(g1 * g2)) = ¥ (p(g1) * ©(g2)) = ¥(p(g1)) ® P (p(g2))-

(f) Soientg, g2 € ker(p). Par définition cela veut dire que(g1) = € = ¢(g2). Par (a) et (b) nous
avonsp(gr x g5 1) = ¢(g1) * (g2) ' = ex et = ¢, doncg; x g, ' € ker(p). Par le lemmé&10/4
nous obtenons donc gker(y) est un sous-groupe de.

On peut aussi remarquer gkier(y) est 'image réciproque par de I'ensemblge}, qui est un sous-
groupe deH, et utiliser (d). Ol

L'utilité du noyau est de caractériser si I’lhomomorphisme est injectif (comnadgétore linéaire).

Proposition 12.8. Soient(G, %, ¢) et (H, o, ¢) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un homomor-
phisme de groupes.

(a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o est surjectif.
(i) H =1im(yp).
(b) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) o estinjectif.
(i) ker(p) = {e}.

Démonstration.(a) C’est par définition! On le mentionne ici uniguement a cause de la similarité
avec (b).

(b) « (i) = (i) » : Soit g € ker(y). Alors, p(g) =
«(ii) = (i)» : Soientg;, g» € G tels quep(g1) = ¢(g2). Donce = (g2) ™' 0 v(g1) = @(g3 ') o
©(g91) = p(g5 " xg1). Alors g; ' x g1 € ker(p) = {e}. ll en suit queg, ' x g1 = e, doncg; = go. Cela
montre quep est injectif. O

e = ¢(e), doncg = e par l'injectivité deyp.

Définition 12.9. Un homomorphisme de groupes qui est bijectif est appeléamorphisme
Parfois on appelle un homomorphisme injectiftanomorphismet un homomorphisme surjectif un
épimorphisme(Nous n’allons pas utiliser ces deux derniers termes.)
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Lemme 12.10.Soient(G, *,e) et (H, o, €) des groupes ep : (G, *,e) — (H, o, €) un isomorphisme
de groupes. Comme est bijectif, il existe un inverse : H — G.
Alorsy est aussi un homomorphisme de groupes.

Démonstration.Soienth, ho € H. Nous calculons :

(¥ (h1) * p(h2)) = ©(P(h1)) o p(P(h2)) = hi o ha.

On appliquey et obtient :
(p(p(h1) x ¥ (he))) = P (h1 o he),
donciy(hy) * ¥ (he) = ¥ (hy o hy) et on voit quep est un homomorphisme de groupes. O

Corollaire 12.11. SoientG un groupe et;, H> < G deux sous-groupes finis dé
Sipged(#H,,#H,) =1, alors Hy N Hy = {1}.

Démonstration.Soit g € H; N Hy. Doncord(g) | #H; etord(g) | #H2, doncord(g) = 1
pged(#H,,#Hy), doncH, N Hy = {1} O

Proposition 12.12(Classification des groupes cyclique$pitG un groupe cyclique.

(a) Sin = #G estfini, alorsG est isomorphe au groug&./nZ, +,0).

(Si on dit que deux groupes sont isomorphes, cela veut dire quateeyn isomorphisme de
groupes entre les deux.)

(b) SiG n’est pas fini, alors7 estisomorphe au grougd., +, 0).

Démonstration.Soit g un générateur dé€'.
(a) L'application
p:Z/n7 — G, aw— g°

est bien définie et un isomorphisme de groupes. Effectivement, elle eadig@as du représentant
a de la class& modulon car g*t" = ¢%(g™)® = ¢°. Elle est clairement un homomorphisme de
groupes surjectif, donc bijective car le cardinalZie.Z et deG estn.

(b) CommeG n’est pas finiprd(g) n’est pas fini non plus. L'application

v:Z—G, arg*

est un isomorphisme de groupes. Effectivement, elle est clairement umtmpiisme de groupes
surjectif. Sig® = ¢® aveca # b, alorsg®~¢ = 1 doncg est d’ordre fini, contradiction. O

Proposition 12.13. SoientG un groupe ey € G un élément d’ordre fini. Alors pour toate N~ on

a
_ ppem(i, ord(g)) ord(g)

1 ~ peed(i,ord(g))’

En particulier, sii | ord(g), alorsord(g') = %949,

7

ord(g%)

Démonstration.Comme(g*)°4(9) = (gord(9)i = 1, il est clair queord(g*) < co. Soitm = ord(g).
On cherche lex > 1 minimal tel que
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em|n(egt=1)et

o i|n(&g" = (9"

_ ; i\ — n _ ppem(i;m) _ ppem(i,m)-pged(im) _ - —
Done,n = ppem(m, i) etord(g") = § = =52 = Fmnciim -~ Tosedtim) — paedtim)”

Définition-Lemme 12.14. Soit I un ensemble et pour toutsoit G; un groupe. Alors le produit
cartésien| [, ; G; est un groupe, appeléroduit direct dei;, i € I, pour la loi de groupe

G < 1G = T1G (@ier - (hidier = (gi - hi)ier

i€l i€l i€l
et I'élément neutrél);c;.
Démonstration.Le cas/ = {1, 2} est un exercice. Le cas général marche de la méme maniére.

Lemme 12.15. SoientG un groupe abélien fini el;, H, < G deux sous-groupes d&. Si H; N

Hy = {1} (ce qui est le cas, en particulier, pgcd(# H;, # Hy) = 1 par le corollaire[I2.11), alors
I'application ¢ : H; x Hy — G donnée parhi, he) — hihs est un homomorphisme de groupes
injectif.

Démonstration.Homomorphisme On calcule

¢((ha, ha) (B, hy)) = G((hahy, hahy)) = hahihohy

abélien

=" hihahyhy = ¢((ha, ho)) (1, 1))

Injectivité ¢((hy,h2)) = hihy = 1,donchy = hy' € Hy N Hy = {1}, donchy = hy = 1.

Exemple 12.16.Nous faisons la liste de tous les groupes d’ordr@ & isomorphisme pres.
e Le seul groupe d’ordré est le groupe trivial ; son seul élément est I'élément neutre.

e n = 2,3,5, 7. Comme tout groupe d’ordre premier est cyclique par le corollaire 1lillen
suit que le seul groupe d’ordre a isomorphisme pres egf/nZ.

e n = 4 : Nous connaissons deux groupes d’ordre Z /47 et7Z/27 x 7. /27 qui ne sont pas
isomorphes (le premier est cyclique et le deuxiéme non-cyclique)a@émontrer qu’il n'y en
a pas plus ; on verra notamment que tout groupe d’'ortlest abélien (c’était déja un exercice).

SoitG un groupe d’ordret qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorphg &al7Z).
On choisita # b deux éléments d& qui ne sont pas I'élément neutre. Oead(a) | #G,
doncord(a) = 2, car s'il était4, le groupe serait cyclique engendré parLe méme argument
montreord(b) = 2. On a(a) N (b) = {1}. Soitc := ab. |l est clair quec # 1, a, b. Par le méme
argumentba # 1,a,b, doncec = ba. Donc G est abélien. Par le lemnie_12]15 nous obtenons
que(a) x (b) estisomorphe &. DoncG = Z /27 x 7/2Z.
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e n = 6. Nous connaissons deux groupes d’ordreZ/6Z et Ss qui ne sont pas isomorphes (par
exemple : le premier est abélien et le deuxiéme non-abélien). On venttémagu'il N’y en a
pas plus.

SoitG un groupe d’ordres qui n’est pas cyclique (s'il est cyclique, il est isomorph& /&7Z).
Alors, tout élément # ¢g € G doit étre d’ordre2 ou 3 car 'ordre doit étre un diviseur
de#G = 6 etord(g) = 6 dirait que G est cyclique {g) = G.

On montre d’abord qu'il existe, b € G tels queord(a) = 3 etord(b) = 2 (cela est une
conséquence directe du théoréme de Sylow (que I'on verra plus.tard))

Supposons qu’il n’existe pas d’élément d’or@dreDans ce cas, tous les éléments non-neutres
sont d’ordre2. En conséquencé’ est abélien (par un exercice). Soiént # b, € G deux
éléments d’ordre2. Alors, 'homomorphisme injectib : (b;) x (by) — G du lemmé_12.15
(noter : (b1) N (be) = {1}) implique que I'image d& est un sous-groupe d’ordre Cela est
une contradiction au corollaire”11.7. Donc, il existe= GG d’ordre 3.

On choisith ¢ (a) =: H. CommeG = H LIbH, il en suit queb> € H oub? € bH. Le deuxiéme
cas est impossible (sindnserait dansH). Doncb? € H. Doncord(b?) est1 ou 3 (par la
proposition 12.1B). Le dernier cas méneraivial(b) = 6 qui est exclu. Donord(b) = 2.

Notons queib # 1, a,a?,b. On a aussiu®b # 1,a, a?, b, ab. DoncG = {1, a, a?,b,ab, a*b}. Si
ba = ab, alors G serait abélien et dans ce casd(ab) = 6 (pour voir cela, il suffit de calculer
ab # 1, (ab)? = a®b? = a® # 1 et(ab)? = a®b® = b%b = b # 1) et le groupe serait cyclique
ce que Nous Supposons ne pas étre le cas. La seule autre possilité-eatd.

Dans S5 nous posonsd := (1 2 3)etB := (1 2). Nous définissong : S3 — G par
#(id) = 1, ¢(A) = a, ¢(A?) = a?, ¢(B) = b, ¢(AB) = ab, et p(A’B) = a?b. C'est
clairement une bijection. Que c’est un homomorphisme est une ammség|deord(A) = 3,
ord(B) = 2 et BA = A?B qui est facilement vérifié.
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