Operaden und Vertexalgebren

von Martin Schlichenmaier!

Vortrag in der Arbeitsgemeinschaft Mannheim - Heidelberg 1997

Ich méchte und ich kann in diesem Uberblicksvortrag lediglich eine sehr grobe Skizze
einer geometrsichen Interpretation von Vertexalgebren geben. In dieser Interpretation
werden Vertexalgebren (genauer gesagt gewisse Klassen von konformen Vertexalgebren)
als “Darstellungen einer geeigneten geometrischen Operade” aufgefafit. Diese Interpre-
tation stammt von Yi-Zhi Huang und James Lepowsky [Hul], [Hu2], [Hu3], [HuLel],
[HuLe2]. Alles was ich hier erzéhle geht auf die obige Literatur und [Kim]| zuriick.

Erwahne mochte ich noch, dafl es eine weitere und ganz neue Interpretation durch
Beilinson und Drinfeld gibt [BeDr|, [HuLe3], die D-module und chirale Algebren (=Ver-

texalgebren) verbindet. Darauf kann ich in diesem Vortrag allerdings nicht eingehen.

I. WAS IST EINE OPERADE

Den Begriff der Operade kann man als Erweiterung des Begriffs der Halbgruppe
auffassen. Das klingt sehr formal algebraisch und auf jeden Fall nicht netter als der
Begriff der Vertexalgebra. Wir werden aber sofort sehen, dafl einige wichtige Operaden,
mit denen wir es hier zu tun haben, geometrischer Natur sind. Bevor ich den Begriff

exakt definiere sei er an einem Standardbeispiel erlautert.
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Die Endomorphismenoperade. Sei V' ein Vektorraum. Die Endomorphismenoper-

ade Endy ist als Menge gegeben durch
Endy = {Endy (n)}nen,, Endy(n):=Hom(V®" V).

Auf jedem Endy(n) operiert die symmetrische Gruppe S, durch Vertauschung der
Faktoren im Tensorprodukt. Fiir f € Endy(n) und g € Endy(m) sind Verkniipfungen
foig€ Endy(n+m—1) fir i = 1,... ,n definiert duch das Einsetzen von g an der

i-ten Position von f:

foig (vi,ve, ..., Ungm—1) = f(v1,02,. .., 0i—1,9(Viy - - -, Vikm—1)s Vitms - - s Unpm—1) -

Wir haben die folgenden Assoziativitétsrelationen: Seien f; € Endy (n1),
f2 € Endy (ns2), f3s € Endy(n3), so ergeben die Verkniipfungen Elemente aus
Endy(ny + ny + ng — 2). Alle Moglichkeiten ein entsprechendes Element zu erhalten,

sollen dasselbe liefern. Es handelt sich entweder um

fl(----; fg(..), ceey fg(..), ..), oder um fl(...,fg(.., f3<), ), ) .

Das Resultat soll nicht von der Reihenfolge der Einsetzungen abhéngen. Dies ist bei
diesem Beispiel natiirlich der Fall.

Setzen wir I :=idy € Endy (1), so erhalten wir, daf sich I wie ein Einselement in der
Verkniipfung verhalt.

Offensichtlich ist Endy (1) eine assoziative Algebra mit Eins.

Definition. Eine Operade C' = {C(n)}nen, (mit Einheit) ist eine Familie von Objekten
(Mengen, topologische Rédume, Vektorrdume, komplexe Réume, etc.) derart, daf jedes

C'(n) eine Aktion der S,, besitzt und eine Familie von Abbildungen
0, :C(n) xC(m) - Cn+m—-1), 1<i<n, (f,g)— foig.

Es seien die folgenden Eigenschaften erfiillt.

(1) Fiir alle fl € C(nl),fg € C(ng),f3 € C(ng) mit ny > 2 gilt fur 1 <14 <j<m
(f10i f2) ©jana—1 f3 = (f1 05 f3) 0i fa . (1.1)
(2) Fiir alle f1 € C(ny), fo € C(n2), f3 € C(ng) mit ny,ne > 1 gilt fir 1 <i,5 <mny

(f10i f2) cigj—1 f3 = fioi(fao; f3) . (1.2)



(3) Die Verkniipfungsabbildungen sind &quivariant unter den S,-Aktionen.
(4) Es gibt ein Element I € C(1), so da8 fir f € C(n) fir allei=1,... ,n gilt

Toyf=f=Ffo, I. O (1.3)

Strengenommen miiite an alle Verkniipfungen noch Indices n und m angehangt
werden. Gehoren die Objekte einer Operade zu einer gewissen Kategorie und die
Verkniipfungsabbildungen zur selben Kategorie, so redet man auch von stetigen, topol-
ogischen, linearen, ... Operaden. Hat man eine lineare Operade, dann definiert die
Verkniipfung o7 : C(1) x C(1) — C(1) auf C(1) die Struktur einer assoziativen Al-
gebra mit 1. Umgekehrt ist jede assoziative Algebra A mit 1 durch C(1) := A und
C(n) := 0 fiir n # 1 eine lineare Operade.

Definition. Sei C' eine Operade. Ein Vektorraum V ist eine Darstellung der Operade
C, auch C-Algebra genannt, falls es einen Morphismus von Operaden m : C' — Endy
gibt. D.h. es gilt:

(1) m ist eine Abbildung C(n) — Endy (n) fir alle n € Ny.
(2) m(I) =idy.

(3) m ist dquivariant unter der S,-Aktion

m(O'E)(Ul,’UQ,... ,’Un) = m(E)(vfl(l),... ,'Uo-fl(n)) .

mEo; X)=m(X)o,m(X). O

II. BEISPIELE GEOMETRISCHER OPERADEN

1. Die Com Operade.
Sei S? die orientierte Kugel. Sei Com(n) der Modulraum geordneter n+ 1 verschiedener
Punkte (sg,s1,...,5,) auf S? modulo orientierungserhaltender Diffeomorphismen der
S2. Die symmetrische Gruppe S,, operiere durch Permutation der Punkte (sy, 82, ... , S,).

Es wird eine Familie von Verkniipfungen

o; : Com(n) x Com(m) — Com(n+m —1), (X1,%2)+— X1 0; Xo, 1<i<n
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definiert dadurch, dafl man sowohl um den i-ten Punkt von ¥ eine Kreisscheibe herauss-
chneidet als auch um den 0-ten Punkt von 35 und dann die Flachen entlang der Rander
verklebt. Das Ergebnis ist wieder diffeomorph zu S?. Durch Com = {Com(n)},en,
und durch die Verkniipfungen wird eine Operade definiert. Allerdings besteht Com(n)
jeweils nur aus einem einzigen Element, da durch Diffeomorphismen alle Punkte un-
tereinander vertauscht werden konnen. Die symmetrische Gruppe operiert hier triv-
ial. Com(1) besteht nur aus dem Einselement. Das Element aus Com(0) “vernichtet”

Punkte. (Man kann es nur von rechts multiplizieren.)

Ist V eine C'om-Algebra, d.h. eine Darstellung dieser Operade, so bedeutet dies, daf3

V' eine assoziative, kommutative Algebrenstruktur besitzt.

Nebenbemerkung: Im algebraisch-kategoriellen Zugang zur Feldtheorie sagt man
auch, dafl eine Com-Algebra eine zweidimensionale topologische Feldtheorie vom Tree-
Levelist. Tree-Level bedeutet hier, dafl durch die Verkniipfungen kein hcheres Geschlecht

entstehen kann, siehe auch [Kim)].

2. Die AS Operade.
Betrachten wir n+1 verschiedende Punkte auf der Kreislinie S* modulo orientierungser-
haltender Diffeomorphismen, so erhalten wir mit den analogen Verklebungsoperationen
wie oben wiederum eine Operade AS. Hier gilt allerdings #AS(n) = n! und die S,

operiert transitiv. Eine AS-algebra besitzt die Struktur einer assoziativen Algebra.

Nebenbemerkung: Eine AS-algebra heifit eindimensionale topologische Feldtheorie.

3. Framed little disk operad F.
Statt beliebiger Diffeomorphismen wollen wir jetzt nur noch analytische zulassen. Sei
D der abgeschlossene Einheitskreis um 0 € C. F(n) bestehe aus n geordneten Einbet-
tungen (f1, fa,..., fn) von D in D mit

filz)=a;z+2, a;€C"ze€C,i=1,...,n (2.1)

derart, dal f;(D) und f;(D) fir ¢ # j disjunktes Inneres besitzen. Die Gruppe S,

operiert durch Umordnung der Einbettungen. Es werden Verkniipfungen

0;: F(n) x F(m) — F(n+m — 1), (31,%2) — X1 0, X9
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definiert durch die Vorschrift, daf3 statt der i-ten Scheibe D in ¥; die Scheibe Yo
(mit deren Einbettungen) eingebettet wird. F'(n) 1a8t sich explizit als komplexe Man-
nigfaltigkeit (mit Réndern) mit den Koordinaten (z1,a1,z22,a9,...,2,,a,) aus (2.1)
beschreiben. In Formeln 148t sich die Verkniipfung wie folgt angeben. Sei auch ein

/ /

entsprechendes Element (21, a}, 25, ab, ... , 2/ al ) aus F(m) gegeben, so ist das dadurch

festgelegte Element aus F'(n +m — 1) gegeben durch
/ / / /
(21, Q1o 3 24y Q4 25 F Q127,507 , Zi F Qi 25y oo Qi Zig 1y Qi Ty -+ sy 2, Qn) -

Offensichtlich sind die Verkniipfungen komplex-analytisch. Wir erhalten eine Operade
F komplexer Mannigfaltigkeiten.

4. Die Operade P.
Sei P(n) der Modulraum n+1 geordneter biholomorpher Einbettungen der Kreisscheibe
D in P!, fiir welche die Bilder disjunktes Inneres haben. Identifiziert werden sie, falls sie
durch eine PGL(2, C)-Aktion ineinander iibergehen. Die S,, operiert durch Permutation
auf den letzten n Einbettungen. Durch die PG L-Aktion kann der O-te Punkt immer
nach oo gebracht werden. Sei I € P(1) der P! mit den Standardscheiben um oo und
0. Die Verkniipfung 3; o; o ist gegeben, indem man die i-te Scheibe aus ¥; und die
Scheibe um oo aus Yo herausnimmt und den Rest entlang der Rander verklebt (siehe
den néchsten Abschnitt fiir mehr Information). Wir erhalten wiederum eine Operade

komplexer Mannigfaltigkeiten (unendlichdimensional).

Nebenbemerkung: Eine zweidimensionale konforme Feldtheorie (vom Tree-Level und
mit zentraler Ladung ¢ = 0) ist eine P-algebra V' (d.h. eine Darstellung dieser Operade)
mit einem topologischen Vektorraum V und stetigen Operadenmorphismus m : P —
Endy. Die Abbildung m : P(n) — Endy(n) heiit n-Punkt-Korrelationsfunktion. Ist
V speziell ein komplexer Vektorraum und m holomorph, so handelt es sich um eine

holomorphe konforme Feldtheorie.

Die Operade F ist eine Unteroperade von P, falls D C P! aufgefat wird als die Ein-
bettung der Standardscheibe. Die Einbettung um oo ist gegeben als die Einheitsscheibe
in Bezug auf die Koordinate 1/z. Die Operade P werden wir im néchsten Abschnitt

vergroflern zu einer partiellen Operade K.



5. Die Moduloperade.
Sei M(n) = My n+1 der Modulraum n + 1 geordneter Punkte auf P'. Es handelt sich
hierbei nicht um eine Operade, da man keine sinnvolle Verkniipfung finden kann. Eine
mogliche Abhilfe besteht darin, daff man zusétzlich Koordinatensysteme in die Mod-
uldaten aufnimmt und dann nach gewissen Vorschriften verklebt. Dies wird im nachsten
Abschnitt gemacht werden. Geht man allerdings zur Deligne-Mumford-Kompaktifizierung
(d.h. zum Modulraum der stabilen g = 0 Kurven) iiber und setzt man M (n) := Mg 11
fir n > 2, so erhalt man eine Verkniipfung ¥, o; ¥ indem man den i-ten Punkt von
Y1 mit dem O-ten Punkt aus Y5 identifiziert und dadurch einen weiteren Doppelpunkt
erhélt. Dies definiert eine Operade (ohne Einselement). Sie wird uns aber hier nicht

weiter interessieren.

III. DIE PARTIELLE OPERADE DER KONFIGURATIONEN
HOLOMORPHER KOORDINATENSYSTEME

Sei K(n) der Modulraum von n + 1 geordneten Punkten auf P! mit jeweils lokalen
Koordinaten mit diesen Punkten als Zentrum. Zwei Objekte werden identifiziert, falls
es einen analytischen Isomorphismus P! — P! gibt, der sowohl die Punkte als auch
die Keime der Koordinaten ineinander iiberfiihrt. Der 0-te Punkt sei negativ orientiert

(und kann 0.B.d.A. mit oo identifiziert werden), die restlichen positiv.

In dieser Situation kann man unter Zusatzvoraussetzungen an die vorliegenden Ob-
jekte eine Verndhungsabbildung definieren. Seien ¥; und X5 solche Objekte. Sei p; der
i-te positiv orientierte Punkt mit Koordinate (U, ¢;) auf ¥; und sei gy der 0-te (nega-
tiv orientierte) Punkt mit Koordinate (Vp, 1) auf ¥o. Wir nehmen an es existiere ein
r > 0, derart daf gilt?

pi(U:) 2 By, wo(Vo) 2 By (3.1)

und da p; und qo die einzigen markierten Punkte in ¢;'(Bj}) bzw. in ¢0_1(Bé/r)
sind. Schneidet man nun die Scheiben ¢; '(Bj) aus ¥; bzw. w&l(Bé/r) aus Yo

heraus und identifiziert man die Rander beider Flachen durch

1
p;joyoty, v:C"—=C* z——,
ya

2Bg bezeichnet die offene Kreisscheibe um 0 mit Radius 7, Bg die abgeschlossene.
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so ergibt dies einen P! mit n + m — 1 Punkten und den unverinderten Koordinaten-
systemen an den nicht verklebten Punkten. Die S,, operiert durch Vertauschung der
Punkte s1,$2,...,s, (einschliefilich der Koordinaten). Die Verndhungsoperation ist
nicht immer definiert, da die Bedingung (3.1) nicht immer erfiillt sein mufl. Fiir die
definierten Verkniipfungen sind die Axiome einer Operade erfiillt. Es liegt nur eine par-
tielle Operade K = {K(n)}nen, vor. Ich werde sie gleich im Detail studieren. Zuerst
sei noch erwahnt, dafl K die Operade P als Unteroperade enthélt. Sowohl K als auch
P sind (partielle) Operaden unendlichdimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten. Die
Verkniipfung in K ist die analytische Fortsetzung der Verkniipfung in P. Entsprechend
ist auch eine holomorphe K-algebra mit Morphismus m : K — Endy partieller Oper-
aden eine P-Algebra und definiert deshalb eine holomorphe konforme Feldtheorie mit

einer Mehrpunktfunktion, deren analytische Fortsetzung m ergibt.

Die Menge K (n) kann beschrieben werden als
K(n)=M""1'xHxH™. (3.2)

Die Bausteine werden im folgenden erklart. Seien sg,si,...s, die n + 1 Punkte, so
kann durch analytische Transformationen sg auf oo und s,, auf 0 (alles in Bezug auf die
Standardkoordinate z) gebracht werden. H soll die Koordinatensysteme am Punkt oo
parametrisieren. Ist w = % die Standardkoordinate dort, so kann jedes Koordinaten-

system (mit Zentrum oo) gegeben werden durch eine konvergente Potenzreihe

Zaiwi, a; €C, a1 #0 . (3.3)

i>1

Fiir die analytischen Transformationen besitzt man noch einen Freiheitsgrad. Dieser
Freiheitsgrad wird benutzt um a; auf 1 zu normieren (z — 2’ = a—llz) Die verschiedenen
Koordinatensysteme bei co kénnen durch die restlichen Koeffizienten A = (as, as, ... ,)
gegeben werden. Fiir das spatere ist es niitzlich, eine etwas andere Darstellung der Wahl
des Koordinatensystems zu geben. Eine “infinitesimale” Anderung des Koordinatensys-
tems kann durch die Operation eines Vektorfeldes in der lokalen Koordinate z auf die

Koordinate = gegeben. In der integrierten Version also

exp (ZAja:jJrldi) z, A, eC. (3.4)

, €T
j=1
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Der Raum H besteht aus den Folgen A = (A7, As,...), fiir welche die Potenzreihe (3.4)

in einer Umgebung der Null konvergiert.

Durch diese Normierung sind die restlichen Punkte fixiert und kénnen durch die

Elemente des Konfigurationsraumes M1
M™ Y= (21,22, y2n1) €EC"TH | 2 #£0 2 # 25, fiivi # j}

gegeben werden. Fir die Punkte zq,...,2,_1,2, = 0 werden die Koordinatensysteme
definiert durch die konvergierenden Potenzreihen i>1 ag-l)(z — 27, agl) # 0, also
durch ein Element aus H, := C* x H.

Ein spezielles Element ist I = (0,(1,0)) € K(1). Hierbei handelt es sich um den
P! mit den Punkten (co,0) und den Standardkoordinaten w = % und z. Ein weiteres
Element ist

Qy = (b,0,(1,0),(1,0)) € K(2) fir beC,b#0. (3.5)

Es sind die Punkte (00, b,0) ausgewéhlt mit den Standardkoordinaten 1, (z —b) und z.

Es fehlt noch die Definition von K (0). Da hier nur ein Punkt vorliegt, konnen wir in
(3.3) auch az zum Verschwinden bringen.
Somit K(0) = {A = (A1, As,...) | A1 =0, die Potenzreihe in (3.4) konvergiert}.

Ist Q € K(n), dann gilt mit obigem I € K (1)
Qoil=10Q, 1<i<n.

Wir erhalten eine partielle Operade. Den einzelnen K (n) kann eine topologische Struk-
tur und eine komplex-analytische Struktur (unendlichdimensional) gegeben werden, fiir
welche die Verkniipfungen stetige und komplex-analytische Abbildungen sind. Wir

haben also eine Operade mit dieser Zusatzstruktur.

Die Theorie wird leider etwas komplizierter dadurch, dafl wir “zentrale Erweiterun-
gen” betrachten miissen.® Fiir kompakte Riemannsche Flichen mit analytisch parametrisierten
orientierten Randkomponenten wurde von G.Segal [Seg| eine Theorie des Determinan-

tengeradenbiindels entwickelt. Sei ¥ eine Riemannsche Fache mit Rand 0¥. Dann ist

3In unserem bisherigen Zugang zu den Vertexalgebren werden diese durch die notwendigen Nor-
malordnungen hervorgerufen.



ein Operator auf den C'°°-Raumen definiert:
d@pr : Q) — Q¥(D) e (o) .

Hierbei ist O der iibliche Cauchy-Riemann-Operator und pr ist die Einschrinkung der
C°°-Funktion auf den Rand und dann deren Projektion auf den Unterraum der nega-
tiven Fouriermoden. Dieser Operator hat endlichdimensionalen Kern und Kokern. Dies

erlaubt die folgende Definition
Dety, := (A“P(Kernd & pr)) " ® (A*P(Kokernd @ pr)) .

Naht man zwei Riemannsche Flachen ¥; und Y5 zusammen, derart dafl gewisse Randern
auf ¥; mit Rander auf ¥, von der umgekehrten Orientierung identifiziert werden, so
erhalt man die neue Riemannsche Fliache X; o YX5. Man erhéalt ebenfalls einen kanonis-

chen Isomorphismus (der natiirlich davon abhéngt welche Rénder verklebt werden)
U5, 5, : Dety, ® Dety, — Dets, o, -

Zuriick zu unserer Situation. Ist @ € K(n) so kann durch die Parametrisierung an je-
dem Punkt eine “Kreisscheibe” herausgeschnitten werden. Wird der Radius klein genug
gewahlt, so erhalten wir eine Riemannsche Flache mit n+ 1 analytisch parametrisierten
Randkurven. Durch eine Standardvorschrift zur Wahl des Radius ist ein X ausgeze-

ichnet. Man setzt nun
DetQ = DetEQ (36)

und

K(n)= |J Detg, neNy, K={K(®n)}nen, - (3.7)
QEK (n)

Die Réume K (n) sind holomorphe Geradenbiindel iiber K (n).
Die Verkniipfung @1 o; Q2 definiert einen kanonischen Isomorphismus
lh, o, : Detg, ®Detg, — Det(Q1 0; Q2) . (3.8)

Mit diesem kann man nun Verkniipfungen auf K definieren. Sei @1 € K(m) und
Q2 € K(n), Qi € Detg,, @ = 1,2, so ist definiert

Q10; Q2 ==L, 0,(Q1 ® Q2) € Det(Q1 0, Qo) C K(m+n—1),
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falls Q1 o; Q2 definiert ist. Dies ergibt eine partielle Verkniipfung. Ist o € S,,, dann ist
Detg kanonisch isomorph zu Det,(g). D.h. die S;, Aktion liftet zu einer Aktion auf K.
Das Einselement I € K (1) ist fixiert durch die Bedingung

G, (I =1I.

Wiederum sind alle Verkniipfungen stetig, bzw. komplex-analytisch und wir erhalten

eine stetige und komplex-analytische partielle Operade.

Geméafl Segal gibt es fiir das Determinantenbiindel auf dem Modulraum der Rie-
mannschen Flachen mit orientierten, analytisch parametrisierten Randern einen kanon-
ischen Zusammenhang. Dieser induziert einen Zusammenhang fiir das Biindel K (n).
Huang zeigt, daf K (n) sogar ein triviales Biindel ist. Ist ¢ € C vorgeben, dann
ist es moglich die c-te Potenz zu definieren. Als Geradenbiindel iiber K(n) sind alle
Potenzen kanonisch isomorph. Der Unterschied besteht lediglich darin, dafl die kanonis-
chen Isomorphismen entsprechend (3.8) verschieden sind. Sie kénnen durch (€5, ,)°

beschrieben werden. Auch hier erhalten wir eine partielle Operade Ke.

Im n#chsten Schritt geht es darum einen kanonischen Schnitt ¢ = {¢,} : K —
K¢ zu finden. Ist I € K°(1), so erhilt man durch Paralleltransport mit Hilfe des
kanonischen Zusammenhangs einen Schnitt 41 : K (1) — K¢(1). Sei J € K(0) der Punkt
oo und Standardkoordinate w = % und J ein geeigneter Lift, so definiert auch hier der
Paralleltransport einen Schnitt 1. Sei Q1 € K(2) das oben angegebene Element (3.5)

und sei Q; das eindeutig bestimmte Element in K (2) mit
lo,s(@red) =1,

so ergibt sich wie oben durch Paralleltransport der Schnitt v5. Da aber K mit Hilfe der
Verndhungsoperationen durch K (0), K(1) und K(2) erzeugt wird, ist somit 1) insgesamt
festgelegt.

IV. DIE GEOMETRISCHEN VERTEXALGEBREN

Wir wissen was ein K-Raum, bzw. ein K¢Raum ist. Es handelt sich um eine Darstel-
lung durch die lineare Operade Endy mit einem geeigneten Vektorraum V. Dieses
Konzept miissen wir noch etwas erweitern. Sei V' = [[,c, V(&) ein Z-graduierter Vek-

torraum mit dim V() < oo. Es sei V= IIrcz Vi) - Sei (.,.) die Paarung zwischen
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dem Dualraum V/ und V und 7, : V — Viry die k-te Projektion. Desweiteren setzen
wir
Hy(n) =Hom(V®", V), neNy  Hy ={Hy(n)}nen, -

Fir f € Hy(n) und g € Hy(m) betrachten wir

Z(v’, o, vic, (g, - oo Vigm—1)), Vigms - -+ Umgn—1)) -

keZ
Konvergiert diese Reihe fiir alle v € V’ und fiir alle vy,... ,v,0m_1 € V, so sei die
Verkniipfung f o; g definiert iiber den Wert dieser Reihe. Wir haben wiederum die
S,.-Aktion und ein Einselement I = idy € Hy (V,V). Da die Verkniipfung nicht iiberall
definiert ist, erhalten wir nur eine partielle Operade Hy . Offensichtlich ist Endy eine

Unteroperade von Hy .

Eine geometrische Vertexalgebra (auch vertex associative algebra genannt) ist ein Z-
graduierter Vektorraum mit einem Homomorphismus der partiellen Operade K¢ nach

der partiellen Operade Hy mit einigen zusétzlichen Bedingungen. Genauer

Definition. Eine geometrische Vertexalgebra vom Rang ¢ (oder mit zentraler Ladung

c) ist ein Z-graduierter Vektorraum V' und eine Abbildung
®:K°— Hy mit ®K°(n)) C Hy(n),

welche die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) (Axiom der positiven Energie) dim V() < oo und V) = 0 fiir £ < 0.
(2) (Graduierungsaxiom) Sei P, = (0, (a,0)) € K(1) (d.h. der P! mit den Punkten
oo und 0 und den Koordinaten w = 1 und az), dann gelte fiir v/ € V' und
v € Viwy
(', @(¥1(Pa))(v)) = a (v, ) .

(3) (Permutationsaxiom)

?(0(Q)) = o(2(Q)) -

(4) (Verndhungsaxiom) Fiir die Q1 € K¢(n) und Q, € I?C(m), fiir welche Q1 o; Q2
existiert, existiert auch ®(Q1) o; ®(Q2) und es gilt

B(Q1 0; Q2) = B(Q1) 0; B(Q2) -
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(5) (Analytizitdtsaxiom) Sei
Vp =P o), : K(n) — Hy(n),
dann kann man fir v € V' und vy, v9,... ,v, €V

W ()1 @ @vy))

immer als Funktion auf K(n) auffassen. In Bezug auf die Darstellung (3.2)
sei sie meromorph in 2z, 29,...,2,_1 mit hochstens Polen bei z; = 0 und
z; = zj,% # j. Desweiteren sei sie ein Laurentpolynom in den Skalierungsfak-
toren agi),z' =1,...,n und ein Polynom in den Komponenten der Vektorfelder
A® i =0,...,n, welche die Reparametrisierung bewirken. Zusétzlich gebe es
fiir festgehaltenes (i, j), 7 # j und v;, v; eine obere Schranke fiir die Ordnung des
Pols (z; — z;) der Funktion

<U/7Vn(~)(vl®"'vi®"'vj®"'vn)> ,

welche unabhéngig von vy, k # 4,7 ist. [

Satz. [Hu3| Die Kategorie der geometrischen Vertexalgebren vom Rang c ist isomorph

zur Kategorie der konformen Vertexalgebren vom Rang ¢ im engeren Sinne.

Wir haben bisher allgemeine Vertexalgebren betrachtet. Allerdings habe ich kon-
forme Vertexalgebren bereits in meinem Einfiithrungsvortrag definiert. Es sei hier daran

erinnert.

Sei (V,|0),T,Y) eine Vertexalgebra. Ein gerader Vektor w heifit konformer Vektor

mit zentraler Ladung c, falls fiir die Komponenten seines Felds
Y(w,2) = Z Lyz "2

gilt
(1) L1 =T,
(2) Ly ist diagonalisierbar,
(3) die L,, definieren eine Darstellung der Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung
ceC.
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Eine konforme Vertexalgebra (V,w) vom Rang c ist eine Vertexalgebra V mit einem

konformen Vektor w mit zentraler Ladung c.

Vertexalgebren zu einem Gitter (siehe [Schl, Teil IT], bzw. [Dei|) bilden eine konforme
Vertexalgebra. Der konforme Vektor wird in [Schl, S.7] angegeben. FEine konforme
Vertexalgebra im engeren Sinne bedeutet, daffl durch Ly eine Z-Graduierung auf V'
gegeben ist,

V=[]V mit dimVu <oco und V=0, k<0
keZ
gilt und daf fir v € Vigy gilt Lov = kv. Vertexalgebren zu einem positiv definiten

geraden Gitter erfiillen diese Bedingungen.

Der Beweis des Satzes wird in dem Buch [Hu3] erscheinen, das mir noch nicht vorliegt.
Ich kann lediglich ein Beispiel fiir die Korrespondenz angeben. Sei (V,|0),Y,w) eine
konforme Vertexalgebra vom Rang ¢ im engeren Sinne. Ihr mufl eine geometrische
Vertexalgebra zugeordnet werden, d.h. eine Abbildung von K¢ nach Hy, welche die
obigen Bedingungen erfiillt. Als Vektorraum V nimmt man den Zustandraum V der

Vertexalgebra. Die Elemente von K (2) kénnen gegeben werden als

Q= (21,A0 (0, AM) P, A®)) e M' x H x (C* x H) x (C* x H) = K(2) .
Sei b5 der Schnitt K (2) — K¢(2). Die Objekte iiber Q werden durch M) (Q) gegeben.
Sei zuerst die Dreipunktsituation mit den Standardkoordinaten betrachtet, also

@z = (21,0,(1,0), (1,0)),
dann ist das Element aus Hy (2) gegeben durch
D(Ap2(Qz,))(v1,v2) = A - Y (v1, 7) U2y = 2y

Fiir allgemeine Koordinatensysteme wird gesetzt

BN (Q)) (v1,v2) = A-exp (= > AVL_;):

i>0
Y (exp(— Z Agl)Li)(agl))_LO vi,) - exp (— Z AEQ)Li) (a§2))_L° v
i>0 i>0
Beim Vergleich mit (3.4) ist zu beachten, daf$ L; ein Lift des Vektorfeldes 2+ ist. Die

Ausdriicke unter der Exponentialfunktion entsprechen also den jeweiligen Operatoren,

2’:10:21 )

die angewendet werden um das angebenene Koordinatensystem zu erzeugen.
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V. ZUSATZE

1. Haben wir eine Operade topologischer Rdume {O(n)}, so bilden die Komplexe der
singuldren Ketten ebenfalls eine Operade Cq(O). Fiihrt man dies fiir die Operade P aus,
erhélt man Co(P). Eine topologische konforme Feldtheorie (vom Tree-Level und ¢ = 0)
ist eine C4(P)-algebra (V,Q). Hierbei ist (V, Q) ein Komplex von Vektorrdumen mit
Differential (). Er heist BRST-Komplex, @ heifit BRST-Operator und He (V') BRST-
Kohomologie [Kim)].

2. Wollen wir die gesamte Situation auf hoheres Geschlecht verallgemeinern, so
miissen wir kompliziertere Verkniipfungen erlauben. Ist Pj(m,n) der Modulraum Rie-
mannscher Flachen mit m+n geordneten holomorph eingebetteter Einheitskreisscheiben.
Diese seien aufgeteilt in die ersten m negativ orientierten (Eintrittsstellen) und die let-

zten n positiv orientieren (Austrittsstellen). Man hat die Verndhungsabbildungen

Py(m,n) x Py(m',n’) = Pyyg(m+m' —1,n+n"—1),

(272/)H20(i,j)2/7 1§Z§n71§j§ml

Hierbei wird die i-te Austrittsstelle von ¥ mit der j-ten Eintrittsstelle von X/ vernaht.

Daneben gibt es noch die Vernahungsoperation
Py(m,n) — Pyi1(m—1,n—1), 2= T2

bei der von XY die i-te Austrittsstelle mit der j-ten Eintrittsstelle verndht wird. Eine
teilweise Erweiterung der in diesem Vortrag vorgestellten Theorie kann auch in diesem
Rahmen gegeben werden. Hierbei wird z.B. Endy durch Hom(V®™, V®™) ersetzt [Kim].
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