Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer

Methoden in der theoretischen Physik:

Berezin-Toeplitz-Quantisierung und
globale Algebren der

zweidimensionalen konformen Feldtheorie

von

MARTIN SCHLICHENMAIER

Universitat Mannheim

Lehrstuhl II fiir Mathematik

68131 Mannheim, Germany

email: schlichenmaier@math.uni-mannheim.de
Juni 1996



1. Einleitung 1

Ein alter Teich
ein Frosch hiipft hinein
der Klang des Wassers

Basho™

1. Einleitung

Die Mathematik und die Physik standen schon immer in fruchtbarer und enger
Wechselwirkung. Zum einen war es, dafy die Physik, um experimentell iiberpriifbare
Groflen aus der Theorie heraus zu bestimmen, die Mathematik benotigte, zum an-
deren war es aber auch so, dafl die Physik die Mathematik benotigte, um diese
Theorien tiberhaupt formulieren zu konnen. Dabei konnte die Physik meist auf be-
reits vorhandene mathematische Theorien zuriickgreifen. Manchmal ging es aber
auch den umgekehrten Weg: Von der Physik wurden wesentliche Impulse zur Wei-
terentwicklung oder sogar zur Erschaffung mathematischer Theorien gegeben.

Die Bereiche der Mathematik, die eine besondere Rolle in diesem Wechselverhalt-
nis spielten, waren nicht immer dieselben. War es zu Beginn der Entwicklung der
klassischen Mechanik durch Newton die, auch von ihm vorangetriebene, Entwick-
lung der Infinitesimalrechnung, welche dann von Cauchy, seinen Zeitgenossen und
Nachfolgern auf eine solide Grundlage gestellt wurde, so war es in der ersten Halfte
des Jahrhunderts im Zusammenhang mit der “klassischen” Quantenmechanik die
Theorie der Hilbert-Raume. Dies setzte sich fort mit der Rolle, welche die Theo-
rie der Lie-Gruppen in der Elementarteilchenphysik spielte und immer noch spielt.
Heute haben sich zusatzlich faszinierende Beziehungen der theoretischen Physik
zur algebraischen Geometrie, zur Theorie unendlichdimensionaler Lie-Algebren, zur
niedrig-dimensionalen Topologie und noch zu vielen anderen Gebieten der Mathe-
matik aufgetan. Gerade in diesen Bereichen ist es so, dafl die Mathematik selbst sehr
viel von diesem Kontakt profitiert. Begonnen hatte diese Phase mit der mathema-

* Ein Haiku des japanischen Dichters Basho (1644-94) tibersetzt von Franziska Ehmcke.
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tischen Umsetzung der physikalischen Yang-Mills-Eichtheorie in vier Dimensionen
(eine Quantenfeldtheorie), welche zum Studium des Modulraums gewisser algebrai-
scher Biindel iiber algebraischen Fléchen (also reell-vierdimensionalen Mannigfaltig-
keiten) fiihrte. Mit Hilfe der Donaldson-Invarianten konnten diese Modulraume zur
Bestimmung von Diffeomorphieinvarianten algebraischer Flachen benutzt werden.
Letztendlich brachte dies eine Reihe wichtiger mathematischer Resultate, etwa, dafl
es topologische Viermannigfaltigkeiten gibt mit unendlich vielen nicht isomorphen
differenzierbaren Strukturen. Bemerkenswert ist, daf3 dieser Bereich kiirzlich noch-
mals durch die Seiberg-Witten-Invarianten revolutioniert wurde. Hierbei stammt
von Witten [211] die Idee, daf} eine physikalisch erwartete Symmetrie zweier Theo-
rien auch eine Entsprechung auf der mathematischen Seite haben sollte. Dabei
ist die mathematische Seite der einen Theorie die Donaldson-Theorie (eine Theo-
rie der Instantonen) und die mathematische Seite der symmetrischen Theorie die
neugeschaffene Theorie der Seiberg-Witten-Invarianten (eine Theorie der “Monopol-
Gleichung”).

Auch aus dem Gebiet der konformen und topologischen Quantenfeldtheorie her-
aus stammen von Witten wesentliche Impulse zur Entwicklung der Mathematik,
speziell auch im Bereich der algebraischen Geometrie. Es sei hier nur an die Witten-
schen Vermutungen zur Schnittheorie auf dem Modulraum der punktierten algebrai-
schen Kurven erinnert. Diese Vermutungen wurden dann von Kontsevich mathema-
tisch bewiesen. Weitere wichtige Beziehungen zwischen der modernen theoretischen
Physik und der algebraischen Geometrie bestehen. Da ist zum einen die Beziehung
der konformen Blocke in der konformen Quantenfeldtheorie zur Darstellungstheo-
rie affiner Kac-Moody-Algebren und weiter zum Modulraum der Vektorbiindel auf
algebraischen Kurven. Die von den Physikern vermutete ” Verlinde-Formel” regte
viele hervorragende Mathematiker an, an deren Beweis zu arbeiten. Hier seien
nur erwahnt Faltings, Beauville, Lazlo, Narasimhan, Ramanan, Tsuchya, Ueno und
Yamada, ... Auf diesem Gebiet wurde auf mathematischer Seite ein relativ zufrie-
denstellender Zustand erreicht. Dies will sagen, die Formel ist bewiesen fiir die

wichtigsten Gruppen.

Von einen solchen Zustand ist man auf dem nachsten Gebiet noch sehr ent-
fernt. Auf der physikalischen Seite handelt es sich um die Spiegelsymmetrie
(“mirror symmetry”). Wiederum wegen der erwarteten Gleichwertigkeit zweier

physikalischer Theorien (konkreter zweier “Kompaktifizierungen” der Stringtheorie)
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erhalt man die Symmetrie zweier algebraisch-geometrischer Objekte auf Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeiten der (komplexen) Dimension drei. Verbliiffend ist, daf} von den
Physikern ennumerative Groflen angegeben wurden, etwa die Zahl rationaler Kurven
vom festen Grad auf der Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit, von denen die Mathemati-
ker bis dahin keine zugrundeliegende Struktur erahnten, bzw. noch nicht einmal
diese Zahlenwerte kannten. Trotz vielfaltiger Anstrengungen ist man bei weitem
noch nicht zu einer zufriedenstellenden mathematischen Erklarung des Sachverhalts
gelangt.

In der vorliegenden Schrift sollen die bescheidenen mathematischen Ergebnisse,
die der Autor auf diesem Gebiet der algebraisch-geometrischen Methoden erarbei-
tet hat, die von Relevanz in der theoretischen Physik sein konnten, dargestellt
und weiterentwickelt werden. FEinige dieser Ergebnisse wurden in Zusammenar-
beit mit anderen Mathematikern und Physikern entwickelt. Was sind die Berei-
che, die hier zur Sprache kommen? Dies ist zum einen der Bereich der Berezin-
Toeplitz-Quantisierung kompakter Kahler-Mannigfaltigkeiten, zum anderen der Be-
reich des globalen Zugangs zur konformen Feldtheorie auf kompakten Riemannschen
Flachen hoheren Geschlechts unter Benutzung der Objekte vom Krichever-Novikov-
Typ. Beiden Krichever-Novikov-Algebren (und deren Verallgemeinerungen) handelt
es sich um geometrisch induzierte unendlichdimensionale Lie-Algebren, welche die
Virasoro-Algebra bzw. die affinen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren) verallgemei-
nern. Dementsprechend ist die Schrift auch zweigeteilt. Der erste Teil (Abschnitt 2
bis 8) beschiftigt sich mit der Berezin-Toeplitz-Quantisierung, der zweite Teil (Ab-
schnitt 9 bis 14) mit der Krichever-Novikov-Theorie. Auch wenn man nun zuerst ver-
muten konnte, dafl diese beiden Bereiche nichts miteinander zu tun haben, ist dem
nicht so. So weist man etwa bei der Quantisierung der Chern-Simons-Theorie jeder
Riemannschen Flache in funktorieller Weise einen endlichdimensionalen Vektorraum
zu. Eine Moglichkeit einen solchen zu finden besteht darin, den kompaktifizierten
Modulraum der stabilen Vektorbiindel festen Rangs und festen Grads zu einer festen
Strukturgruppe iiber der Riemannschen Flache zu betrachten. Dieser Modulraum
ist eine Varietat mit sehr milden Singularitaten. Er besitzt ein eindeutig bestimmtes
amples Geradenbiindel minimalen Grads. Fiihrt man die Quantisierung dieses Mo-
dulraums durch, so erhilt man zu jedem Level k (entspricht der k-ten Tensorpotenz
des amplen Biindels) als endlichdimensionalen Vektorraum den Raum der holomor-
phen Schnitte in diese Tensorpotenz. Fir diese Vektorraume hat sich der Namen
“Verlinde-Raume” eingebtirgert. Die berithmte Verlinde-Formel macht Aussagen
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iiber die Dimension dieser Raume in Abhangigkeit vom Rang, der Strukturgruppe
der Biindel und dem Geschlecht der Riemannschen Flache. Leider ist es bis jetzt
noch nicht gelungen, darauf aufbauend, eine vollstandige Theorie zu entwickeln. Es
ist zu erwarten, dafl auf diesem Feld noch faszinierende Entwicklungen bevorstehen.

Als eine weitere Verbindung sei erwahnt, dafl die auftretenden Lie-Algebren selbst

oft dynamische Systeme bilden, bzw. zu deren Beschreibung eingesetzt werden.

Nun zu einer kurzen Beschreibung dessen, was in den einzelnen Abschnitten ge-
macht wird. Im ersten Teil der Arbeit wird die Berezin-Toeplitz-Quantisierung
kompakter Kahler-Mannigfaltigkeiten behandelt. Ich habe allerdings versucht, eine
hoffentlich auch fiir den Nichtexperten lesbare Einfiihrung in eine der wichtigen
Problemstellungen der Quantenmechanik zu geben, namlich in das Problem: Wie
erhalt man aus kommutativen Objekten nichtkommutative. Um dies zu prazisieren:
Gegeben sei eine Phasenmannigfaltigkeit. Die kommutativen Objekte sind die Ele-
mente der kommutativen Algebra der Funktionen auf der Phasenmannigfaltigkeit.
Dies sind die klassischen Observablen. Man versuche nun, diesen Funktionen, bzw.
sogar der ganzen Algebra, nichtkommutative Objekte (Operatoren, Algebren, ...)
zuzuordnen. Was man unter dem Begriff “natiirlich” zu verstehen hat, ist nicht klar
festgelegt. Eine geometrische Methode wiirde ich jedoch als natiirlicher betrachten
als ein rein formales Aquivalenzprinzip. Hieriiber mogen die Ansichten auseinander

gehen.

In Abschnitt 2 werden die relevanten Begriffe aus der klassischen Mechanik be-
reitgestellt. Zentral ist der Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit (die “Pha-
senmannigfaltigkeit”) mit ihrer symplektischen Form und der dadurch definierten
Poisson-Algebrastruktur auf den (beliebig oft) differenzierbaren Funktionen der
Mannigfaltigkeit. Einige der Aspekte des Ubergangs zur Quantenmechanik wer-
den dargestellt. Insbesondere wird definiert, was man unter einer vollstandigen
Quantisierung versteht. U.a. soll hierbei die Poisson-Klammer zweier Funktionen
in den Kommutator der zugeordneten Operatoren ubergehen. Die gesamte Quan-
tenmechanik hangt von einem Parameter h, der Planckschen Konstante, ab. Die
klassische Mechanik soll sich als i — 0 -Grenzwert aus der Quantenmechanik er-
geben. Das Groenewold-van Hove-Theorem besagt allerdings, daf} eine vollstandige
Quantisierung nicht moglich ist.
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In Abschnitt 3 wird die Deformationsquantisierung, bzw. die Quantisierung durch
Sternprodukte behandelt. Hierbei betrachtet man nichtkommutative Deformationen
der Funktionenalgebra durch formale Potenzreihen in der Variablen i mit Koeffizi-
enten aus den differenzierbaren Funktionen. In den Termen nullter Ordnung soll sich
die Funktionenalgebra wiederfinden, in den Termen linearer Ordnung die Poisson-
Algebra. Dies bedeutet, die Poisson-Klammer zweier Funktionen geht, bis auf Terme
hoherer Ordnung in £, in den Sternkommutator iiber. In diesem Abschnitt wird
die Definition der Sternprodukte gegeben. Es werden Beispiele (Moyal-Produkt,
Wick-Produkt) behandelt und die Verbindung zur Kohomolgie, bzw. Homologie
der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten aufgezeigt. Nach einem Theorem von
de Wilde-Lecomte, Fedosov, Omori-Maeda-Yoshida, ... besitzt jede symplektische
Mannigfaltigkeit ein Sternprodukt. Es wird sich spater zeigen, wie man mit Hilfe der
Berezin-Toeplitz-Quantisierung fiir kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten ein Stern-
produkt erhalt.

Vorerst werden aber die Grunddefinitionen der geometrischen Quantisierung in
Abschnitt 4 dargestellt. Bei der geometrischen Quantisierung wird die Funktion f
reprasentiert durch einen Operator (eine modifizierte kovariante Ableitung in Rich-
tung des Hamiltonschen Vektorfelds zu f) auf den differenzierbaren Schnitten eines
Geradenbtiindels L, dem Quantenbiindel. Diese Operatoren heiflen Praquantenope-
ratoren. Im folgenden werden nur symplektische Mannigfaltigkeiten behandelt, die
komplexe Kahler-Mannigfaltigkeiten sind und fiir die die symplektischen Formen
durch die Kahler-Formen gegeben sind. Es zeigt sich, dafl zur Durchfiihrung dieses
Programms die Praquantenbedingung erfiillt sein mufl. Diese gibt einen Zusam-
menhang zwischen der Krimmung des Quantenbiindels L und der Kahler-Form.
Ist die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit M kompakt, so folgt daraus, dafl das
Quantenbiindel ampel ist. Dies bedeutet, die Kahler-Mannigfaltigkeit kann via der
Schnitte einer geeigneten Tensorpotenz von L in einen projektiven Raum komplex-
isomorph eingebettet werden. M ist also eine projektive Mannigfaltigkeit. Wir
sind somit im Bereich der algebraischen Geometrie angelangt. Im folgenden wer-
den wir nur noch kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten betrachten. Diese treten
etwa auf, wenn Systeme mit “constraints” behandelt werden. Dariiberhinaus ist
der reduzierte Phasenraum oft kompakt, wenn man Systeme mit der Aktion ei-
ner Symmetriegruppe betrachtet. Eine weitere, sehr aktuelle Rolle spielen diese
kompakten Mannigfaltigkeiten auch im Zusammenhang mit der Quantisierung von
Chern-Simons-Theorien. Dies wurde bereits weiter oben angesprochen.
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Die Praquantenoperatoren operieren auf Feldern, welche von “zu vielen” Va-
riablen abhangen. Um die “richtigen” Quantenoperatoren zu erhalten, mufl man
polarisierte Schnitte betrachten. Im Kahler-Fall gibt es eine natiirliche Polarisie-
rung, man betrachtet nur die holomorphen Schnitte. Den Quantenoperator erhalt
man, indem man den Praquantenoperator auf die holomorphen Schnitte anwendet
und das Ergebnis auf den Unterraum der globalen holomorphen Schnitte zuriickpro-
jiziert. Haben die Praquantenoperatoren noch Poisson-Klammern in Kommutatoren

iiberfithrt, so gilt dies fiir die Quantenoperatoren nicht mehr.

Bisher wurden im wesentlichen bekannte Tatsachen zusammengetragen, bzw. ei-
nige Resultate gezeigt, welche fiir die spateren Abschnitte von Bedeutung sind.
In Abschnitt 5 wird die Berezin-Toeplitz-Quantisierung eingefiithrt. Dieser Quan-
tisierungsoperator ist einfacher als der Operator der geometrischen Quantisierung.
Der holomorphe Schnitt wird direkt mit der zu quantisierenden Funktion f mul-
tipliziert. Der dadurch erhaltene differenzierbare Schnitt wird auf den Unterraum
der holomorphen Schnitte zuriickprojiziert. Diesen Operator nennt man Toeplitz-
Operator zur Funktion f. Die nun folgenden Ergebnisse im Zusammenhang mit
der Berezin-Toeplitz-Quantisierung sind Ergebnisse, die der Autor zusammen mit
Martin Bordemann und Eckhard Meinrenken erzielt hat, bzw. darauf aufbauende
Weiterentwicklungen. Von Tuynman stammt ein erstaunliches Resulat, welches fiir
kompakte Mannigfaltigkeiten den Operator der geometrischen Quantisierung durch
den Toeplitz-Operator ausdriickt. In Abschnitt 5 findet sich ein koordinatenun-
abhéngiger Beweis (Prop. 5.4). Es gibt noch einen weiteren Zugang zur Quantisie-
rung, der ebenfalls von Berezin stammt. Dies ist der Zugang tiber die koharenten
Berezin-Zustande, bzw. seine kovarianten und kontravarianten Symbole. In Ab-
schnitt 5(d) wird der Zusammenhang dieser Symbole mit den Toeplitz-Operatoren
behandelt. Als Ergebnis ergibt sich etwa, dafl das kontravariante Symbol des
Toeplitz-Operators zur Funktion f die Funktion f selbst ist (Prop. 5.9) und daf
die kovariante Symbolabbildung und die Toeplitzabbildung zueinander adjungiert
sind (Prop. 5.10).

Da die hier auftretenden Raume der holomorphen Schnitte wegen der Kompakt-
heit der zugrundegeliegenden Mannigfaltigkeit endlichdimensional sind, kann man
nicht erwarten, die klassische Situation wiederzufinden. Hierzu mufl man, ausge-
hend von dem Quantenbiindel L, die Konstruktion fiir alle Tensorpotenzen L™
durchfithren. Die Erwartung ist, daff fir m — oo, d.h. h := 1/m — 0 die klassi-
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sche Situation zuriickerhalten wird. In der Tat sind dies die zentralen Aussagen des
Abschnitts 6. Theorem 6.1 und Theorem 6.2 besagen

Jim (1757 = 11 f ]l (1-1)

lim [ [T, 7] - 1

m

M =0 (1-2)
Es sei hierbei T}m) der Toeplitz-Operator zur Funktion f in Bezug auf das Biindel
L®™ . Aufgrund der Tuynman-Beziehung gelten entsprechende Aussagen auch fiir
die geometrische Quantisierung. Zum Beweis der Theoreme wird die Einbettung
von M in den projektiven Raum PV benutzt. Genauer benutzen wir die Einbettung
des Totalraums des dualen Biindels zu L (L sei als sehr ampel angenommen) in den
Totalraum des tautologischen Biindels von PY¥. Das Kreislinienbiindel berandet das
Diskbiindel. Die vorgebenen Daten definieren eine Toeplitz-Struktur im Sinne von

) konnen als Moden eines

Boutet de Monvel und Guillemin. Die Operatoren T}m
“globalen Toeplitz-Operators” beschrieben werden. Der von Boutet de Monvel und
Guillemin entwickelte Symbolkalkiil liefert das Ergebnis (1-2). Die Aussage (1-1)
wird mit anderen Methoden (Fourier-Integraloperatoren, Hermite-Distributionen)
bewiesen. Der allgemeine Beweis hierfiir wird in Abschnitt 6 skizziert. Fir den Fall,
dal M durch die Einbettung eine projektive Kahler-Untermannigfaltigkeit wird, d.h.
dafl die Kahler-Form mit der eingeschrankten Fubini-Study-Form tibereinstimmt,

wird in diesem Abschnitt (1-1) mit Hilfe von Calabis “diastatic function” gezeigt.

In Abschnitt 7 wird durch Verfeinerung der Symbolrechnung aus Abschnitt 6
ein (formales) Sternprodukt fiir kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten mit Hilfe der
Berezin-Toeplitz-Quantisierung konstruiert (Theorem 7.1).

In Abschnitt 8 wird das vom Autor zusammen mit Martin Bordemann, Jens
Hoppe und Peter Schaller [A] entwickelte Konzept der £,-Approximation darge-
stellt. Der Ausgangspunkt hierfiir war, daf} die in der Theorie der Membranen wich-
tigen unendlichdimensionalen Lie-Algebren durch eine Folge von endlichdimensiona-
len Matrizenalgebren (etwa gl(n),n — o)) angendhert werden kénnen. Typischer-
weise hat man allerdings nur lineare Abbildungen und keine Lie-Homomorphismen.
“Approximativ”’, d.h. fir n — oo, “werden” es solche. Das Konzept der £,-
Approximation macht dies praziser. Der Begriff des (gi(n),n — oo)-Quasilimes
wird eingefiihrt. In [A] wurde vermutet, da durch die geometrische Quanti-
sierung die Poisson-Algebra einer kompakten Kéahler-Mannigfaltigkeit immer ein
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(gl(k(n)),n — o00)-Quasilimes ist. Es ist k(n) eine tiber den Satz von Riemann-
Roch angebbare Funktion, die von der Mannigfaltigkeit abhangt. In diesem Ab-
schnitt wird mit den Resultaten aus Abschnitt 6 gezeigt, dafl sowohl die geometrische
Quantisierung als auch die Berezin-Toeplitz-Quantisierung einen solchen Quasilimes
definiert. In Abschnitt 8 werden aber auch noch einige weitere Beispiele solcher Ap-
proximationen behandelt. Es handelt sich hierbei um die Quantentorusalgebra und
die Spharenalgebra. Desweiteren werden die divergenzfreien Vektorfelder auf der
Kahler-Mannigfaltigkeit in Bezug zur Poisson-Algebra gebracht. Zum Abschluf} sei
erwahnt, daf} solche Approximationen auch in der Theorie der integrablen Systeme
und der Hydrodynamik idealer Flussigkeiten von Bedeutung sind.

War der erste Teil etwas allgemeiner angelegt, so prasentiere ich im zweiten Teil
speziellere Resultate. Die Virasoro-Algebra und ihre Darstellungen sind in der kon-
formen Feldtheorie von fundamentaler Bedeutung. Sie tritt dort in verschiedenen
Interpretationen auf. Sie ist die universelle zentrale Erweiterung der Witt-Algebra,
die aus den Vektorfeldern auf der S! besteht, die eine endliche Fourier-Darstellung
haben. Diese Algebra kann nach der Komplexifierung aufgefaflit werden als die Al-
gebra der meromorphen Vektorfelder auf der Riemannschen Zahlenkugel (d.h. der
Riemannschen Flache vom Geschlecht Null), die holomorph auflerhalb der Punkte
0 und oo sind.! Geht man iiber zu Riemannschen Flichen héheren Geschlechts, so
hat man zwei Moglichkeiten. Entweder man betrachtet an jedem Punkt eine lo-
kale Theorie, die durch die Virasoro-Algebra beschrieben wird, oder man versucht,
eine globale Beschreibung der Feldtheorie mit Hilfe der entsprechend verallgemei-
nerten Algebren zu erhalten. Der zweite Zugang stammt von Krichever und Novikov
[146],[147],[148]. Der erste Schritt hierbei ist sehr einfach. Man nehme die meromor-
phen Vektorfelder auf der Riemannschen Flache, die holomorph auflerhalb zweier
festgewahlter Punkte sind. Entscheidend ist die Einfithrung einer Graduierung im
zweiten Schritt. Die von der Physik benotigten Darstellungen, die Hochstgewichts-
darstellungen, machen erst Sinn, wenn man fiir die Algebren eine graduierte Strukur
hat; fiir die Witt- bzw. Virasoro-Algebra hat man eine solche (siche Abschnitt 9 fiir
die Details). Krichever und Novikov machten die Beobachtung, dafl man mit einem
schwicheren Konzept, der Beinahe-Graduierung, auskommt. Durch Angabe einer
speziellen Basis fithrten sie solch eine Beinahe-Graduierung ein. Vom Autor wurden

IEs gibt noch weitere Interpretationen, siehe etwa [180].
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in seiner Dissertation im Jahre 1990 die entsprechenden Mehrpunktverallgemeine-
rungen (insbesondere auch die zugehorige Beinahe-Graduierung) entwickelt.

Im 2. Teil dieser Schrift sollen Weiterentwicklungen hiervon vorgestellt werden.
Die Resultate der Dissertation werden, soweit sie zur Darstellung des Gesamtbilds

notwendig sind, kurz referiert.

In Abschnitt 9 werden die grundlegenden geometrischen Definitionen gegeben.
Gegeben ist eine kompakte Riemannsche Flache festen Geschlechts. Die Menge der
moglichen Polstellen A wird in zwei nichtleere, disjunkte Teilmengen, die Menge der
Eintrittspunkte I und die Menge der Austrittspunkte O, zerlegt. Man betrachtet
meromorphe Vektorfelder oder, allgemeiner, meromorphe Schnitte in eine A-fache
Tensorpotenz des kanonischen Biindels (Formen vom Gewicht \), die holomorph
auBerhalb A sind. Die Zerlegung A = O U I wird benutzt, um eine Beinahe-
Graduierung einzufiihren. FEine wesentlich verschiedene Zerlegung von A ergibt
auch eine wesentlich verschiedene Graduierung auf dem Raum der Formen vom
Gewicht A. Es werden die relevanten Algebren, die Vektorfeldalgebra, die Algebra
der Funktionen, die Algebra der Differentialoperatoren und deren Aktion auf den
Formen eingefiihrt.

In Abschnitt 10 werden zentrale Erweiterungen dieser Algebren mit Hilfe geome-
trischer Kozykel konstruiert, die durch Integration entsprechender Differentialfor-
men gewonnen werden. Will man die Beinahe-Graduierung auf die zentralerweiter-
ten Algebren fortsetzen, so mufl der Kozykel “lokal” sein. Ist der Integrationsweg
eine “Niveaulinie” (insbesondere trennt diese die Punkte aus I von denen aus O), so
ist der Kozykel lokal. Desweiteren werden in diesem Abschnitt die Verallgemeine-
rungen der affinen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren vom ungetwisteten affinen
Typ) auf hoheres Geschlecht und mehrere Punkte gegeben.

In Abschnitt 11 wird die Sugawara-Konstruktion fiir diese affinen Mehrpunkt-
algebren behandelt. In der klassischen Situation erhalt man, ausgehend von einer
zulassigen Darstellung der affinen Algebra, durch die Sugawara-Konstruktion eine
Darstellung der Virasoro-Algebra. In diesem Abschnitt wird diese Konstruktion
geometrisiert und dann verallgemeinert auf hoheres Geschlecht und mehrere Punkte.
Auch hier liefert die Sugawara-Konstruktion eine Darstellung der zentralerweiterten
Vektorfeldalgebra (Theorem 11.7 und 11.17).
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In Abschnitt 12 werden weitere Resultate einer gemeinsamen Arbeit des Au-
tors zusammen mit Oleg K. Sheinman [K] dargestellt und weiterentwickelt. Zuerst
werden Hochstgewichtsmodule fiir die zentralerweiterten Funktionen-, Vektorfeld-,
Differentialoperator-, bzw. affinen Algebren in Verallgemeinerung der klassischen
Situation definiert. Es wird gezeigt, dafl man, ausgehend von den Hochstgewichts-
darstellungen der affinen Mehrpunktalgebra, durch die Sugawara-Konstruktion eine
Hochstgewichtsdarstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erhalt. Fiir die
zentrale Ladung ergibt sich die auch im klassischen bekannte Beziehung

~_dimg-c
O

Hierbei ist g die endlichdimensionale einfache oder abelsche Lie-Algebra, von der
ausgehend man die affine Algebra konstruiert, k die duale Coxeter-Zahl von g,
bzw. k = 0 im abelschen Fall, ¢ die zentrale Ladung der Darstellung der affinen
Algebra und c; die zentrale Ladung der durch die Sugawara-Konstruktion gege-
benen Darstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra. Um eine Beziehung
zwischen den Gewichten der Darstellung zu erhalten, mufl man das von Sheinman
eingefithrte Totalgewicht betrachten. Fiir Darstellungen vom Sheinman-Typ erhalt
man im 2-Punktfall eine Beziehung der Gewichte (Theorem 12.14). Fiir die Hochst-
gewichtsdarstellungen der mit einem Vektorfeld erweiterten affinen Algebren werden
Casimir-Operatoren konstruiert. Es wird eine Formel fiir den Eigenwert des Casimir-

Operators gegeben, falls dieser iiberhaupt einen besitzt.

Eine weitere Methode, Darstellungen der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra zu
erhalten, ist die Methode der semi-infiniten Wedgeprodukte, die man ausgehend
von den Formen eines festen Gewichts A konstruiert. Diese wird in Abschnitt 13
dargestellt. Die Wedgeproduktdarstellung zerfallt in Hochstgewichtsdarstellungen
im Sinne des vorherigen Abschnitts. Die zentrale Ladung dieser Darstellung betragt

—2(6A\% —6X +1) .

Es tritt also wieder der berithmte Ausdruck aus Mumfords Formel auf. Als inter-
essantes Nebenresultat (Theorem 13.4) erhilt man eine konkrete Realisierung einer
zentralen Erweiterung der Differentialoperatoralgebra (beliebiger Ordnung!). Die
Existenz einer solchen Erweiterung ist zwar bekannt, der Beweis hierzu ist aber
nicht trival. Auf dem Raum der Wedgeprodukte werden b — ¢ -Systeme konstruiert
(diese bilden eine Clifford-Algebra). Es wird gezeigt, dafl man die Darstellung einer
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zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erhalt, wenn man den zugeordneten Energie-
Impuls-Tensor in seine “Moden” zerlegt. Speziell fiir b — ¢ -Systeme vom Gewicht
(2, —1) erhilt man als zentrale Ladung dieser Darstellung —26. Dies ist ein weiterer
Punkt, an dem sich 26 als Dimension der Raumzeit der bosonischen Stringtheorie
ergibt.

Im letzten Abschnitt 14 wird als Beispiel einer Degeneration der Fall des Torus
(also Geschlecht Eins) mit 2 und 3 Punkten als mogliche Polstellen behandelt. Fiir
gewisse natiirliche Punktewahlen wird die Degeneration des Torus (d.h. der ellip-
tischen Kurve) in die beiden singuldren kubischen Kurven, die Knotenkurve und
die Spitzenkurve, untersucht. Die Entartung der Vektorfeldalgebra zu den entspre-
chenden Algebren auf der Desingularisierung beider Kurven, dem P!, wird studiert.
Insbesondere wird auch gezeigt, wie aus einer 2-Punktsituation durch Entartung
der Kurven eine 3-Punktsituation auf einer Kurve vom Geschlecht Null entsteht.
Diese Entartungstechniken sind von Bedeutung in der konformen Feldtheorie. Viele
Aussagen bei hoherem Geschlecht werden dort iiber “Faktorisierungspostulate” auf
die entsprechenden Resultate auf Riemannschen Flachen niedrigeren Geschlechts
zuriickgefiithrt. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet, entsprechen diese
Faktorisierungspostulate einer Deformation in den Rand des Modulraums der Rie-
mannschen Flachen festen Geschlechts (eventuell mit Zusatzstrukturen). Diese Bei-
spiele zeigen, dafl das Studium der Mehrpunktsituation auch dann notwendig ist,

wenn man von einer 2-Punktsituation ausgeht.

Da ich die durch die Zweiteilung der Arbeit etwas heterogene Leserschaft
(beziiglich deren Arbeitsfelder) im Auge habe, erscheint es mir notwendig, ge-
wisse in ihrem Feld wohlbekannte Grundkonzepte zu erlautern. Ich hoffe, damit auch
eine fir den Nichtexperten lesbare Einfiihrung in die Berezin-Toeplitz-Quantisierung
und in die Verwendung der globalen Krichever-Novikov-Objekte (einschlieflich ihrer
Mehrpunktverallgemeinerungen) in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie zu
geben.



12 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer Methoden

Einige Bemerkungen zur Notation.

Das Literaturverzeichnis ist zweigeteilt. Die Referenzen, die mit den Buchstaben
des Alphabets bezeichnet werden, sind eigene Arbeiten, bzw. Arbeiten, die zusam-
men mit anderen Autoren geschrieben wurden. Die mit Nummern bezeichneten sind

die weiteren Referenzen.

Verwendet wird die iibliche mathematische Symbolik, die weitestgehend Standard
ist. Wenn hier von Riemannschen Flachen gesprochen wird, so sind, falls nichts an-
deres gesagt wird, immer kompakte gemeint. Insbesondere handelt es sich auch
um nichtsingulare Kurven iiber den komplexen Zahlen C. Je nach Bedarf werde
ich zwischen den beiden Begriffen wechseln. Es sei immer der Grundkorper C vor-
ausgesetzt. In der Tat ist es moglich, viele Resultate im zweiten Teil iiber einem
beliebigen, algebraisch abgeschlossenen Kérper (mit Charakteristik 0 oder geeignet
hoher Charakteristik) zu entwickeln. Dies soll aber hier, aus Griinden der Darstel-
lung, nicht erfolgen. Unter “differenzierbar” sei immer beliebig oft differenzierbar

verstanden.
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Teil I: Quantisierung

2. Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik

In diesem Abschnitt soll lediglich gezeigt werden, daf es interessant ist, nichtkom-
mutative Deformationen von Funktionenalgebren zu untersuchen. Ich mochte hier
nicht den Versuch unternehmen die mathematischen Grundlagen der Quantisierung
zu beschreiben.

Der mathematische Rahmen der klassischen Mechanik ist der Phasenraum, bzw.
allgemeiner die Phasenmannigfaltigkeit. Die Variablen im Phasenraum (bzw. die
lokalen Variablen auf der Phasenmannigfaltigkeit) sind die Orts- und Impulsvaria-
blen. Die physikalischen Observablen sind Funktionen (C°°-Funktionen, analytische
Funktionen, etc.) auf der Phasenmannigfaltigkeit /. Um Dynamiken zu konstru-
ieren, ist die Vorgabe einer symplektischen Form w (d.h. einer nichtausgearteten,
geschlossenen 2-Differentialform) notwendig. Das Paar (M,w) heifit symplekti-
sche Mannigfaltigkeit. Das Standardbeispiel des Phasenraums ist das Kotangential-
biindel T*R"™, das mit R”x R™ identifiziert werden kann. Hierbei ist das Paar
(¢,p) € R*xR" gegeben durch die freien Ortsvariablen ¢ = (q1,¢2,...,q,) und
die zugehorigen Impulsvariablen p = (p1,p2, ... ,pn). Die symplektische Form ist
definiert als? .

W= Zdt_h' A dp; . (2-1)
i=1
Ist f € C*°(M) eine Funktion so kann aufgrund der Nichtausgeartetheit der Form
w das zugehorige Hamiltonsche Vektorfeld X; durch

ix;w=w(Xy,.) = df(.) (2-2)
eindeutig bestimmt werden. Sind f,g € C*°(M), so wird durch
{f,9} = w(X;, Xy) (2-3)

Tn den Konventionen (Vorzeichengebung, etc.) orientiere ich mich weitestgehend an Ahbraham-
Marsden [1]. Hier finden sich auch die Beweise fur die folgenden Tatsachen.
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eine weitere Funktion auf M bestimmt. Durch die Verkniipfung (2-3) erhélt die
kommutative Funktionenalgebra C>°(M) noch eine weitere algebraische Struktur,
die Struktur einer Poisson-Algebra. Dies bedeutet

(1) (C*°(M),-) ist eine assoziative, kommutative Algebra,
(2) (C(M),{.,.}) ist eine Lie-Algebra,
(3) es gilt die Kompatibilitdtsbeziehung (die Leibniz-Regel):

Vfg,h e CF(M): {f-g,h}=f-{g,h}+{f.h}-g. (2-4)

Die zusatzliche Lie-Struktur nennt man Poisson-Klammer. Diese Algebra sei mit
(P(M),w), bzw. wenn klar ist welches w zugrundegelegt ist, mit P(M), oder auch
einfach mit C*°(M) bezeichnet. In der Tat ist es moglich? eine sinnvolle Theo-
rie zu betreiben, ohne daf} eine nichtausgeartete symplektische Form existiert. In
diesem Fall stellt man die Poisson-Algebrenstruktur in den Vordergrund und re-
det von Poisson-Mannigfaltigkeiten. Hier gehe ich aber in Richtung der Kahler-

Mannigfaltigkeiten. Diese besitzen immer eine symplektische Form.?

Fiir den Fall R*x R" und w aus (2-1) ist die Poisson-Klammer gegeben durch

~[0f 09 Of 0g
g = Z <8Qi dpi i 3%’) ' (25)

i=1

Es sei noch erwahnt, daf} fiir jede symplektische Mannigfaltigkeit lokale Koordinaten
gefunden werden koénnen, in denen w lokal die Form (2-1) und die Poisson-Klammer
lokal die Form (2-5) besitzt. Diese Koordinaten heiflen kanonische Koordinaten.

Eine Hamiltonsche Dynamik ist durch Vorgabe einer festen Funktion, der
Hamilton-Funktion H € P(M) gegeben. Diese Funktion ergibt ein festes Hamil-
tonsches Vektorfeld Xy wund induziert somit einen zugeordneten Hamiltonschen
Fluf} auf der Mannigfaltigkeit M. Sei m € M ein fester Punkt und I ein offenes
Interall in R mit 0 € I. Die Integralkurve ¢ : I — M mit der Anfangsbedingung
c(0) = m ist gegeben als Losung der Differentialgleichung

(t) = Xpu(c(t)), tel, c(0)=m . (2-6)

?Dies ist notwendig fiir den Fall von Lie-Gruppen wenn man eine mit der Gruppenmultiplikation
vertragliche Poisson-Klammer haben mochte.
3Zur Quantisierung von allgemeinen Poisson-Algebren, siehe etwa den Ubersichtsartikel [121]
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Dies sind die klassischen Bewegungsgleichungen. Ausgehend vom Punkt m (d.h. bei
gegebenen Anfangswerten fiir Ort und Impuls) zur Zeit ¢ = 0, nimmt das System
den Zustand ¢(t) zum Zeitpunkt ¢ ein. Auf der Ebene der Poisson-Algebra kénnen
die Bewegungsgleichungen beschrieben werden (fiir alle f € P(M)) durch

d
af(@(t)) ={f, H}(c(t)) . (2-7)
In kanonischen Koordinaten berechnet sich das Hamiltonsche Vektorfeld zu
H H H H
Xy = (‘9_,...,‘9_,_‘9_,...,_‘9_> (2-8)
dp1 Ipn Oq1 I
und die Integralkurve ist gegeben durch
: H ; H
dai _ 9 dpi __9 i=1,...,n. (2-9)

dt — op;’ it~ 0q;’

Die klassischen Observablen sind Funktionen auf der Phasenmannigfaltigkeit M.
Sei etwa M = R" x R" der Phasenraum eines Teilchens im freien n-dimensionalen
Raum, so ist die i-ten Ortskoordinate ¢; selbst eine physikalische Observable

¢ ¢ ((ar,a0,...,00), (81, B2, ..., 0n)) — o .

Die Auswertung dieser Funktion am Punkt (a,b) entspricht einer klassischen Mes-
sung der i-ten Ortskoordinate des Systems im Zustand (a, b). Dasselbe trifft auf die
i-te Impulskoordinate p; und auf andere Funktionen des Phasenraums zu. So ist die
kinetische Energie des Teilchens durch das Auswerten der Funktion ﬁ < p,p>
am Punkt (a,b) € M gegeben.

Der ﬂbergang zur Quantenmechanik wird z.B. durch zwei experimentelle Er-
gebnisse erzwungen. Zum einen beobachtet man, dafl auf atomarem Level bei der
Messung bestimmter Groflen kein kontinuierlicher Wertebereich erhalten wird son-
dern nur klar definierte diskrete Werte. Zum zweiten sieht man, dafl Ort und Im-
puls eines Teilchens nicht durch ein Experiment gleichzeitig beliebig genau gemessen
werden konnen. Dies ist die berithmte Heisenbergsche Unscharferelation. Die Phy-
siker beniitzen den folgenden Formalismus um die Situation zu beschreiben. Man
nimmt einen geeigneten (komplexen) Hilbert-Raum H und ersetzt die klassischen
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Observablen f durch selbstadjungierte Operatoren f , die quantenmechanischen Ob-
servablen, welche auf H operieren. Der Hilbert-Raum soll der quantenmechanische
Zustandsraum des betrachteten Systems sein. Bei der Messung der quantenmecha-
nischen Observablen f wird das System in einen Eigenzustand zu f gesetzt, falls
es sich noch nicht in einem solchen befindet. D.h. bei der Messung von f wird
ein Figenvektor von f angenommen und der zugehorige Eigenwert ergibt sich als
Messwert. Durch die Selbstadjungiertheit ist dieser reell. Welcher Eigenzustand an-
genommen wird, ist nicht a priori festgelegt. Durch die Dynamik des Systems wird
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung vorgegeben, welche das Annehmen der jeweili-
gen Eigenzustinde kontrolliert. Dies erklirt, dafl es Observable gibt (bei geeigneten
Voraussetzungen), die nur einen diskreten Wertevorrat haben. In dieser Weise wer-
den beim freien Teilchen die Ortsvariablen ¢; durch die Ortsoperatoren ¢; und die
Impulsvariablen p; durch die Impulsoperatoren p; ersetzt.

Die Heisenbergsche Unschérferelation besagt, dafl ¢; und p; (fiir festes i) nicht
gleichzeitig genau gemessen werden konnen. Dies bedeutet aber, daf3 diese Operato-
ren nicht dieselben Vektoren aus H als Eigenvektoren haben konnen. So wird bei der
Messung von ¢; bei Messung eines festen Werts, das System in einen Eigenzustand
von ¢; gebracht. Nehmen wir an, dafl beide Operatoren dieselben Eigenvektoren
haben, so befindet sich das System bereits in einem Eigenzustand der p;-Messung.
Kein Zustandswechsel ist notwendig. Somit erhalten wir zu einem festen ¢;-Wert
immer denselben p;-Wert. Dies ist aber im Widerspruch zur Unscharferelation,
denn nur durch einen statistischen Zustandwechsel “verschmiert” der Meflwert der
pi-Messung. Wir miissen die Annahme fallen lassen. Da jedoch kommutierende
Operatoren dieselben Figenvektoren haben, kommutieren ¢; und p; nicht:

qi * i # Di * qi -

War die Algebra der klassischen Observablen die Funktionenalgebra C*°(M), so
muf} diese durch eine nichtkommutative Algebra ersetzt werden. Oder, in dualer
Sprechweise, die Phasenmannigfaltigkeit ist durch eine “nichtkommutative Man-
nigfaltigkeit” zu ersetzen. Diese Ersetzung ist nicht vollkommen willkiirlich. Die
klassische Mechanik liefert eine hinreichend genaue Beschreibung der Welt im ma-
kroskopischen Mafistab. Erst wenn wir Systeme bei immer kleineren (z.B. atomaren)
Mafistaben beschreiben, diirfen wir die Quanteneffekte nicht mehr vernachlassigen.
In diesem Sinne soll die nichtkommutative Algebra der quantenmechanischen Ob-
servablen eine “Deformation der klassischen Algebra” sein.
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Um diesen Ubergang zu erreichen, gibt es mehrere verschiedene Konzepte. Der
von den Physikern am meisten verwendete Zugang (und auch erfolgreichste im Hin-
blick auf konkrete Berechnungen) ist die kanonische Quantisierung. Hierzu suche
man geeignete kanonische Ortsvariablen ¢; und zugehorige Impulsvariablen p;. So-
dann ersetze man ¢; und p; durch Operatoren §; und p; die auf einem (nicht néher
spezifizierten) Hilbert-Raum operieren. Fiir die Operatoren postuliert man

1=id, [4.6;] = [pi.p;] =0, [di,pj] = ih{qi,pi} = ih6iy, isj=1,....,n.

(2-10)
Die Grofle h ist die Planksche Konstante. Sie “gibt” an, ab welchem Mafistab
Quanteneffekte eine Rolle spielen. Insbesondere soll sich das klassische Bild im
Limes h — 0 ergeben. Dieses Forderung heif3t Korrespondenzprinzip. Man beachte,
daB {pi,p;} = {qi,q;} = 0 gilt. Die Vorgabe (2-10) erhilt man somit durch die
formale Vorschrift “gehe tiber zu den Operatoren und ersetze die Poisson-Klammer
{A, B} der klassischen Observablen A und B durch den Kommutator #[fl, B] der
zugeordneten Quantenobservablen”. Dies ist die Quantisierungsphilosophie, wie sie
von Dirac [64] entwickelt wurde. Mit diesem Rezept erhalten wir fiir die Dynamik
aus (2-7) nun

(A, H] . (2-11)
Nimmt man im Fall M = T*R" als Hilbert-Raum H = L?(R") und definiert

of

G(f)=q-f, ﬁi(f)z_ih&]i’

(2-12)

so erhilt man eine konkrete Darstellung der Relationen (2-10). Mehr iiber diese
Methode findet man in jedem Physiklehrbuch zur Quantenmechanik, siehe etwa
[178].

Trotz seiner grofien Erfolge ist diese Methode mathematisch nicht vollstandig be-
friedigend: Sie ahnelt mehr einem ad-hoc Rezept, gibt keinen Hinweis auf Natiirlich-
keit, Eindeutigkeit, etc. . Es gibt andere, konzeptionellere, Methoden (zumindestens
finde ich dies) von denen ich im folgenden einige behandeln werden. Leider ist in
diesen Theorien das konkrete “Ausrechnen von Werten”, das die Physiker natiirlich
brauchen, meist deutlich komplizierter. Vorher soll noch definiert werden, was man
unter einer vollen Quantisierung fir M = T*R" versteht.
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Definition 2.1. Eine volle Quantisierung ist eine (meist als treu vorausgesetzte)
Abbildung
Q:P(M) — Selbstadj. Endom.(H),

welche die folgenden Bedingungen erfiillt:
(1) @ ist R-linear.

(2)  QUf.9b) = RN, Qo

(3) Q1) =1id.

(4)

Q(p;) und Q(q;) operieren irreduzibel.

Leider sagt das Groenewold-van Hove-Theorem, dafl solch eine volle Quantisie-
rung nicht existieren kann. Das Theorem von Stone-von Neumann sagt ubrigens,
daf} solch eine Darstellung immer dquivalent zu einer wére, in der (2-12) gilt. Fiir
die Beweise und mehr Hintergrundinformation sei auf [1, p.434ff] verwiesen. Siehe
auch [101] fiir eine generelle Behandlung der Obstruktionen.

Es gibt mehrere Methoden die theoretischen Hiirden zu umgehen.

(a) Man 148t die Irreduzibilitéit fallen.
(b) Man quantisiert nur eine kleine Klasse von Funktionen.
(¢c) Man schwécht die Bedingung (2) ab, indem man lediglich
Q(f),Q(g)] = ihQ({f,g}) bis auf “quadratische Terme in A" fordert.

Die Strategie (¢) besagt, dal man nur noch eine approximative Operatordarstellung

anstrebt. Hier werden wir es vor allem mit ihr und ihren Varianten zu tun haben.

Lost man sich ganz von den Operatoren und stellt die nichtkommutative Algebra
der quantenmechanischen Observablen in den Vordergrund, so gibt es das Konzept
der Deformationsquantisierung oder Sternproduktquantisierung. In dieser Theorie
wird eine systematische Deformationstheorie der Poisson-Algebra der Funktionen
auf M betrieben. Auch hier hat man eine Abhéngigkeit von einem (meist als formal
angenommenen) Parameter /i. Die Terme 0. Ordnung in % geben die kommutative
Funktionenalgebra wieder, Terme 1. Ordnung in h die Poisson-Klammer. Mehr
dartiber in Abschnitt 3.

Bei der geometrischen Quantisierung handelt es sich um eine Operatorquanti-
sierung. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung, bei der man einfach sagt,
man ersetze die Funktion f durch den selbstadjungierten Operator f auf einem
Hilbert-Raum, nimmt man hier ein spezielles komplexes Geradenbiindel tuiber der
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Phasenmannigfaltigkeit M und ersetzt die Funktion f, die klassische Observable,
in einer geometrischen Art und Weise durch eine modifizierte kovariante Ablei-
tung in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes Xy im Raum der Schnitte des
Geradenbiindels. Hierbei ist der ﬂbergang sehr stark geometrisch motiviert. Die
Geometrie wird “erzeugt” durch die klassische Mechanik, welche zu quantisieren
ist. Im allgemeinen werden die dabei erhaltenen Darstellungen nicht irreduzibel
sein. Durch Wahl einer Polarisierung erhalt man zwar Irreduzibilitat, jedoch nur
eine approximative Operatordarstellung. Details hierzu in Abschnitt 4.

Falls man es mit komplexen Phasenmannigfaltigkeiten zu tun hat, kann man
auch die, mit der geometrischen Quantisierung verwandte, Berezin-Toeplitz-
Quantisierung und die Berezin-Quantisierung mit Hilfe koharenter Zustande be-
trachten. Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung ist das zentrale Thema dieses Teiles
der Arbeit. Sie wird im Abschnitt 5 eingefithrt. Im wesentlichen verwendet man
statt des Operators der geometrischen Quantisierung den Operator, den man erhalt,
indem man die Schnitte mit der Funktion f multipliziert und anschliefflend auf die ho-
lomorphen Schnitte des (nun holomorph zu wéhlenden) Geradenbiindels projiziert.
Bei der Quantisierung durch koharente Zustande berechnet man mit deren Hilfe zu
den Operatoren auf dem Schnittraum die kovarianten Symbole. Diese sind Funk-
tionen auf der Phasenmannigfaltigkeit. Diese werden dadurch quantisiert. Mehr
dartiber in Abschnitt 5 (d). In beiden Féllen handelt es sich um eine approximative
Operatorquantisierung.

Es gibt noch einen weiteren Zugang der Physiker zur Quantisierung, die Pfadin-
tegralmethode von Feynman. Diese Methode pafit konzeptionell nicht direkt in den
hier behandelten Bereich. Grob gesprochen stellt man bei ihr die Erwartungswerte
der Observablen in den Vordergrund. Um von einem fixierten Anfangszustand in
einen fixierten Endzustand zu kommen, beschreibt die klassische Dynamik, die durch
das Lagrange-Funktional* gegeben wird, einen eindeutig bestimmten Weg, den Weg
extremaler (minimaler) Energie. In der Quantisierung via Pfadintegral werden alle
Wege realisiert. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Weg hangt ab von
der aufzuwendenden Energie. Damit wird der Raum aller Wege mit einem Wahr-
scheinlichkeitsmaf} versehen. Physikalische Observable ordnen nun jedem Weg eine

4Das Lagrange-Funktional wird durch die Legendre-Transformation aus der Hamilton-Funktion
H erhalten.
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gewisse Grofle zu. Beobachtet wird der Erwartungswert iiber den ganzen Wegeraum.
So konzeptionell interessant (zumindestens fiir mich) dieser Zugang ist, so leidet er
notorisch daran, dafl die oben eingefithrten Begriffe Wegeraum, Wahrscheinlichkeits-
maf} auf dem Wegeraum, etc. in dieser Allgemeinheit nicht wohldefiniert sind. Oft
handelt es sich hierbei lediglich um (sehr niitzliche) heuristische Konzepte. Es gibt
viele Arbeiten, die sich mit der rigorosen Fundierung dieser Methode beschaftigen.
Leider besitzte ich dariiber keinen Uberblick. Hier mochte ich lediglich auf die
aktuellen Ergebnisse von Cartier und deWitt-Morette [49] verweisen.
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3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und C>(M) = C>(M,C) die
Poisson-Algebra der beliebig oft differenzierbaren C-wertigen Funktionen. Mit
A = C>(M)][h]] sei der Vektorraum der formalen Potenzreihen in der Variablen &
bezeichnet.

Definition 3.1. A heifit (formales) Sternprodukt oder Deformationsquantisierung
fir (M, w) falls gilt:

(1) A besitzt eine Multiplikation %, welche eine assoziative Ringstruktur defi-

niert.
(2) A ist eine C][[h]]-Algebra, insbesondere ist C[[h]] zentral und es gilt
Bk b = hitd,

(3) A/hA = C>(M) (als Ring), d.h. fir f,g € C>(M) gilt
frgmod (h)=f-g. (3-1)

(4) Fir f,g € C>(M) gilt

(fxg—gx*f)mod (h)=—i{f,g}. (3-2)

St =

Sternprodukte wurden von Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz und Sternheimer
1978 eingefiithrt [9]. Fiir gewisse Kahler-Mannigfaltigkeiten (beschrénkte symmetri-
sche Gebiete in C") wurden entsprechende Strukturen bereits im Jahre 1974 von
Berezin in [12] behandelt. Die Bedingungen (3) und (4) entsprechen dem Korres-
pondenzprinzip.

Schreibt man

frg=>Y _KCulfg), mit Ci(f,g) € C®(M), (3-3)
k=0
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so sind die C} € Homc(C>®(M) @ C*°(M),C>(M)) d.h. bilineare Abbildungen.
Die Bedingung (3) aus Def. 3.1 besagt

frgmod (h) = f-g=Co(f.g)=Colg. [) (3-4)
und die Bedingung (4)
%(f*g —g* f)mod (h) = C1(f,9) — Cily, f) = —i{f.g} . (3-5)

Manchmal fordert man noch, dafi die Abbildungen C(f,g) weitere Bedingungen
erfiillen. Wie etwa

(5) Die 1-Funktion in C'°°(M) ist auch das Einselement in 4. D.h.
Ce(l,.)=Cr(.,1)=0 fir k>1. (3-6)
(6) Die Ck(.,.) sind Bidifferentialoperatoren (wobei manchmal noch gefordert

wird, daf der Bigrad < (k, k) ist).
(7) Es gilt die Paritatsbedingung

Im holomorphen Setting, das wir spater betrachten, ist es sinnvoller statt
(3-7) die Paritatsbedingung

Ce(f,9) = Cr(g, f) (3-7)

7u betrachten (siehe hierzu auch [29]). In diesem Fall gilt fxg =g f.

Definition 3.2. Zwei Sternprodukte A; und A, fiir (M, w) heiflen dquivalent, falls
es einen CJ[[A]]-Algebrenisomorphismus ¢ zwischen beiden gibt, welcher die Identitét
auf Ay /hAy =2 C®(M) =2 Ay /hAs induziert.

In Bezug auf die Zerlegung nach h-Potenzen kann ¢ aufgrund der Linearitat auch
beschrieben werden durch

6(f) =Y _W"D.(f), Do(f)=f fix feC=(M), (3-8)

mit passenden D, € Hom¢(C>(M),C>*(M)), die gewisse Vertauschungsrelationen
mit den bilinearen Abbildungen C}, erfiillen.

Der Faktor i in (3-2) ist nicht von Bedeutung. Er kann in die formale Variable
h “aufgenommen” werden. Deshalb findet man auch bei manchen Autoren die
Faktoren 1, —1 oder i.
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Beispiel 3.3. Weyl-Quantisierung und Moyal-Sternprodukt auf M = T*R = R?
(nach [50]). Tatsachlich wurde die Deformationsquantisierung bereits viel frither
implizit studiert. Von Weyl [209] stammt der folgende Vorschlag zur Quantisierung.
Ausgehend von der Darstellung der Operatoren ¢ und p, wie sie in (2-12) gegeben
ist, wird fiir eine geeignete Teilmenge der f € C°°(M) der zugeordnete Operator
wie folgt konstruiert. Zuerst sei

f(&n) = #//f(q,p) exp (— (&g + np))dqdp

die Fourier-Transformierte zu f. Der zugeordnete Operator ist (zumindestens for-
mal) definiert als

;= / / F(€.m) exp (1 (€4 + np))dedn .

Definiert man ¢ : f — &(f) := f , so kann man zeigen, daB ¢ wohldefiniert und
injektiv ist auf dem Raum der Funktionen, welche bei oo hochstens polynomiales
Wachstum in allen Ableitungen haben. Fiir diese Funktionen ist der Operator f
ein dicht definierter, unbeschrankter Operator. Von Moyal [159] wurde die Frage
untersucht, welche Struktur dadurch auf C*° (M) induziert wird: ¢(?) = ¢(f)-o(g).
Ausgehend von der Relation

[G,p] = 1hid

erhélt man mit der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel fir A, B € ( ¢, p, id ) (alle
3-er Produkte verschwinden)

exp(A) exp(B) = exp(A + B + %[A, BY),

nach Multiplikation der Operatoren, welche im Produkt ¢(f) - ¢(g) auftreten, eine
Abhangigkeit vom Parameter hA. Sehen wir diesen Parameter als formale Un-
bestimmte an, so kann man f x g definieren als die Potenzreihe in A, die die
Vorgabe o(f x g) = o(f) - ¢(g) erfiillt. Moyal berechnete konkret diese Potenz-
reihe. Diese lafit sich mit folgender niitzlicher Notation explizit niederschreiben.
Sei P(f,g):={f, g}, so kénnen wir P als Bidifferentialoperator vom Bigrad (1,1)
auffassen. Beliebige Potenzen von P sind in folgender Weise definiert:

PO(f.q) = o P"(f,g)z(a—qa—p—a—pa—q> (fg). (3-9)
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Hierbei bedeutet 9y (bzw. d2), dal der Ableitungsoperator auf die 1. (bzw. die 2.)
Funktion im Argument wirken soll. In expliziter Form ergibt sich

"\ /n e O"f o"g
9) = Z ( >(_1) kn—k Aon—kagnk (3-10)
Pt k dqtop Aqn—FOp

Mit Hilfe diese Notation berechnet Moyal

rra=ew (5P) (10 i%(—h> PU(fg) . ()

Man rechnet nun leicht nach, dafl dadurch in der Tat ein Sternprodukt definiert
ist (mit Vorfaktor +1i). Es erfiillt die zusétzlichen Bedingungen (5) bis (7), da
P"(g,f) = (=1)"P"(f,g) gilt. Die Moyal-Klammer ist definiert als der reskalierte
Kommutator

{fig}s= %(f*g—g*f)
und berechnet sich zu
(foahe=zsint (5P) ()= Gosin (5P) o). (312)
O

Beispiel 3.4. Das Wick-Produkt auf C*. Auf C" ist durch
w = 1Y ,dz Ndz; eine symplektische Form gegeben. Die dadurch definierte
Poisson-Klammer berechnet sich als (siehe auch (4-17))

_ N~ (0f 99 of of
{fvg}_lz<(9zz 82’11_82,'.821') .

i=1

Fin Sternprodukt ist gegeben durch

= 1 o f g
- (=) : . 3-13
frg=2 2 1) 021 071y 02 071 075, .- 07, (3-13)

r=0 |7,|:7"

Mit Hilfe des Operators @ = Y., 821 8822_ und den entsprechenden Definitionen
fir Q" gilt

frxg=-exp(=hQ)(f,g) .
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Dieses Sternprodukt erfiillt die Paritdtsbedingung (3-7’). O

Ein Sternprodukt fiir (M, w) kann als nichtkommutative Deformation der Funk-
tionenalgebra aufgefafit werden. Es kann die Deformationstheorie, wie sie von Ger-
stenhaber [92] entwickelt wurde, angewendet werden. Die verlangte Assoziativitat
von x erzwingt gewisse kohomologische Bedingungen fiir die bilinearen Abbildungen
C. Wertet man diese bis zum Grad 1 in & aus, so erhdlt man Va, b, c € C°°(M)

a-Ci(b,c)—Ci(a-b,c)+ Ci(a,b-c) —Ci(a,b)-c=0.

Dies besagt gerade, dafi C; ein Hochschild-2-Kozykel fiir die Algebra C°°(M) mit
Werten im Bimodul C*° (M) ist. Die Hochschild-Kohomologie ist wie folgt defini-
niert. Sei A eine assoziative Algebra und M ein A-Bimodule, so werden auf den
p-Koketten C': AP — M die Randoperatoren

6pC(f07f17"' 7fp) = fO'C(f17f27"' 7fp) _C(fO'f17f27"' 7fp>+
+ (=DPC(for-wo s fpm1 - o) + (1P C(for o fomt) - f (3-14)

eingefithrt.  Die Kohomologiegruppen dieses Komplexes sind die Hochschild-
Kohomologiegruppen [54],[55]. Seien A; und Ay zwei Sternprodukte mit den bi-
linearen Abbildungen C’,gl)( fyg), bzw. C’,(f)( f,¢) und sei ¢ eine Aquivalenz gegeben
durch die linearen Abbildunge D; aus (3-8), so berechnet sich fiir den linearen Anteil
in h

f-Di(g)+ Di(f)-g—Di(f-9) = C"(f.9) — €17 (f.9) = 61.D1(f.9) -

Dies bedeutet, die Hochschild-2-Kozykel C{" und C? sind kohomolog. Fiir k > 1
sind die C nicht notwendigerweise 2-Kozykel. Die Assoziativitat und die Aquivalenz
ist ein Problem das innerhalb der Hochschild-3-Kohomologie, bzw. der Hochschild-
2-Kohomologie formuliert werden kann [55]. Wir schreiben die Differenz

frlgxh)—(fxg)xg=> I*E,
k=0

mit
Ep:= > Ci(Ci(f,9),h) = > Ci(f,Cilg,h)) -

jH+i=k j+l=k
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Die Assoziativitat ist aquivalent zum Verschwinden aller E}.. Der 2-Korandoperator
auf Cj, angewendet ergibt (mit Cy(r,t) = rt)

62Cr(f,9,h) = Co(f,Crlg, h)) — Cr(Co(f,9),h)+Cr(f,Co(g, ) — Co(Cr(f,g), h) .

Wir konnen also E} ausdriicken als
E, =F, — 52 C L

mit

Fpi= Y (Ci(Ci(f,9),h) = Ci(f,Cilg, h))) -

Ji=k
,0>0

Aus E}, = 0 folgt, da8 F}, ein Korand ist. Insbesondere muf Fj, ( welches nur von C;
mit j < k abhéngt) ein 3-Kozykel sein. Beachte, daf} fiir k¥ =1 F; = 0 ist und somit
die Bedingung lautet, dafl C; ein 2-Kozykel ist, wie bereits oben gezeigt wurde.

Betrachtet man lediglich den reskalierten Sternkommutator

[fogle=(frg—gxf)=—1{f.g}+ D> B (Ceri(f.9) — Crs1(g, f)). (3-15)

k=1

St =

so erhalt man wiederum eine Lie-Algebra, welche als zugeordnete Kommutatoralge-
bra zu einer assoziativen Algebra sogar eine Poisson-Algebra ist, d.h. es gilt

[f*gah]* :f*[gvh]*_l_ [fvh]**g .

Diese Algebra ist eine Deformation der Lie-Algebra (C>(M),{.,.}). Setzt man
pr(fyg) :=Cr(f,9) — Ck(g, f), so erzwingt die Jacobi-Identitat fiir (A, [.,.].)

{ua(f,9), b} + {p2(g, ), 1+ {p2(h, f), g}
+ ,UQ({fag}v h) + M2({gv h}vf) + M2({h7f}7g> =0.

Dies ist aber genau die Bedingung, daf} x5 ein 2-Kozykel der Lie-Algebrenkohomologie
H7,.(C>=(M),C°(M)) ist. (Zur Definition der Lie-Algebrenkohomologie siehe die
Formel (10-2) oder auch [114].) Aquivalente Kozykel sind wiederum kohomolog.
Fiir den Fall, dal unsere Sternprodukte die Bedingung (5) erfiillen und die Cj



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 27

Bidifferentialoperatoren sind, handelt es sich um differenzierbare Kozykel. Diese
Kohomologiegruppen sind endlichdimensional und es gilt

dimH7 ;. i, (CF(M),C™(M)) =1+ by(M), wobei by = dimH?*(M, C)

die zweite Betti-Zahl ist (siehe Vey [205] und Gutt [110], [111]). Man beachte
allerdings, dafl es nicht klar ist, ob jede infinitesimale Deformation (d.h. eine De-
formation, die bis zum linearen Glied in h definiert ist) tatéchlich zu jedem Level
von h geliftet werden kann. Wie von Vey [205] gezeigt, liegt die Obstruktion zur
Liftung im Raum H?(M, C) [205]. D.h. bei symplektischen Mannigfaltigkeiten mit
verschwindender 3. Betti-Zahl b3 kann jede infinitesimale Deformation geliftet wer-
den. Von Neroslavskii und Vlassov [161] und Lichnerowicz [152] wurde damit die
Existenz von Sternprodukten fiir Mannigfaltigkeiten mit b3(M) = 0 gezeigt.

Es gilt jedoch der Satz

Theorem 3.5. [De Wilde-Lecomte, Fedosov, Omori-Maeda-Yoshioka, ...]
Jede symplektische Mannigfaltigkeit besitzt mindestens ein Sternprodukt.

Dieser Satz wurde mit Hilfe kohomologischer Methoden von de Wilde und Le-
comte [60] bewiesen. Insbesondere erweist sich die Bedingung b3 = 0 als nicht
notwendig. Existenzbeweise mehr geometrischer Natur wurden etwa von Omori,
Maeda und Yoshioka [164],[165] und von Karasev und Maslow [132] gefiihrt. Ein
konzeptioneller geometrischer Beweis wurde von Fedosov [75],[76] gegeben. Mehr
Hintergrundinformationen und mehr Literaturhinweise kénnen im Ubersichtsartikel
von Flato und Sternheimer [84] und im Bourbaki exposé 789 von Weinstein [207]
gefunden werden. Letzterer befafit sich auch im Detail mit der Beweismethode von
Fedosov.

Es sei hier noch erwahnt, dafl neben dem formalen Sternprodukt auch Sternpro-
dukte behandelt werden, fiir die man, grob gesprochen, Konvergenz der Potenzreihe
f *g fordert. Es handelt sich hierbei um die strikte Deformationsquantisierung, wie
sie etwa von Rieffel [175] eingefithrt wurde.

Um konkrete Werte auszurechnen kann man, falls man ein Sternprodukt hat,
zuerst eine geeignete Operatordarstellung (d.h. eine “approximative Operatordar-
stellung”) suchen und dann die iibliche Eigenwerttheorie betreiben. Siehe hierzu
[77], [131]. Tatséchlich ist es aber auch méglich, wie in [9] gezeigt (siehe auch [85]),
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dies direkt innerhalb der Sternalgebra auszufithren. Zuerst wird die Dynamik mit
Hilfe der Hamilton-Funktion H beschrieben durch die Gleichung

d .
aft = i[ft, H]x . (3-16)

Diese erhilt man durch das Ersetzen der Poisson-Klammer in (2-7) durch den (reska-
lierten) Sternkommutator. Fiir eine Funktion f ist die Sternpotenz (xf)" definiert
als

(f)" = fxfoxf .
——

n-mal

Damit definiert man die Sternexponentialfunktion als

o0

exp*(%) - Z% (%) (xH)" (3-17)

n=0
Die Losung von (3-16) kann formal als

—itH)
h

fo = exp, (220« £ exp, (3-18)

h

gegeben werden (siehe [65]). Unter geeigneten Konvergenzvoraussetzungen kann
man schreiben (x € M fest)

exp. (2 )() = / exp(A L) du(x: A) -

Hierbei entspricht das Mafl p der “Fourier-Transformierten” (im Distributionen-
sinne) der Sternexponentialfunktion. Als Spektrum von H ist der Trager des Mafies
p definiert. In [85] und [9] wird gezeigt, dafl man mit dieser Definition sinnvoll

arbeiten kann.

Der “Nachteil” des Beweises von Theorem 3.5 von DeWilde und Lecomte ist,
dal das Argument ein reiner Existenzbeweis formaler kohomologischer Natur ist.
Fedosovs Beweis ist zwar geometrischer aber sehr abstrakter Natur, so dafl der
ﬁbergang klassische Mechanik zur Quantenmechanik in beiden Fallen fiir konkrete
Systeme sehr schwierig ist. Deshalb haben die Untersuchungen, welche sich mit
konkreten, geometrisch induzierten Konstruktionen von Sternprodukten befassen,
durchaus ihre Bedeutung. Eine unvollstindige Auswahl (fiir die Quantisierung auf
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komplexen Mannigfaltigkeiten) ist etwa durch die folgenden Arbeiten gegeben. Ein
Weg Sternprodukte zu erhalten, beniitzt Berezins koharente Zustande und kova-
riante Symbole. Auf die Untersuchungen von Berezin fiir beschrankte Hermite-
sche Gebiete aufbauend, wurde von Moreno und Ortega-Navarro [157],[156],[158]
Sternprodukte auf S?2, auf der offenen Einheitskreisscheibe und einigen weiteren
nichtkompakten Hermiteschen Raume konstruiert. Entsprechende Konstruktionen
wurden auch von Cahen und Gutt [42] ausgefiihrt. Dieser Zugang wurde spéater
systematisch ausgebaut durch Cahen, Gutt und Rawnsley in einer Serie von Ar-
tikeln [44],[45],[46],[47]. Ausgehend von dem Wick-Produkt auf C"*!', bzw. einer
geeigneten Modifikation davon, wurde mit Hilfe einer Phasenraumreduktion durch
Bordemann, Brischle, Emmerich und Waldmann [25],[26] auf P" ein Sternprodukt
konstruiert. Fiur eine konkretere Beschreibung des Fedosov-Sternproduktes vom
Wick-Typ siche Bordemann und Waldmann [29]. Siehe auch bei Bordemann, Mein-
renken und Roémer [28] wie die Totalraumquantisierung des Quantenbiindels (zu
seiner Definition siehe den Abschnitt 4) zum Erhalt eines Sternprodukts ausgenutzt
werden kann. Von Pflaum [167],[168] wird ein Sternprodukt fiir die Unteralgebra der
polynomialen Observablen auf dem Kotangentialbiindels konstruiert. Hierbei han-
delt es sich sogar um eine strikte Deformationsquantisierung. D.h. die Potenzreihen
fiir f*g konvergieren in einer geeigneten Weise. Fiir eine weitere Konstruktion siehe
auch Karasev [130].

Allen diesen Konstruktionen ist es gemeinsam, dafl sie nur auf einer sehr ein-
geschrankten Klasse von Kahler-Mannigfaltigkeiten funktionieren. Im Abschnitt 7
werde ich, als ein Resultat gemeinsamer Arbeiten mit E. Meinrenken und M. Bor-
demann, zeigen, dafl mit Hilfe der Berezin-Toeplitz-Quantisierung, die im Abschnitt
5 und 6 dargestellt wird, auf beliebigen kompakten Kahler-Mannigfaltigkeiten ein
Sternprodukt erhalten werden kann. Von Coburn und Xia [53] wird fiir den C"
ebenfalls die Berezin-Toeplitz-Quantisierung benutzt um ein Sternprodukt zu erhal-
ten. In einem kiirzlich erschienenen Artikel von Guillemin [106] skizziert er wie man
durch den Symbolkalkiil der, von ihm zusammen mit Boutet de Monvel eingefiihrten,
verallgemeinerten Toeplitz-Operatoren ein Sternprodukt erhalten kann.

Ein anderer Zugang zur “nichtkommutativen Geometrie” geht iiber die Theorie
der Quantengruppen (siehe etwa [50]). In der Tat besteht ein direkter Zusammen-
hang. Hierzu mochte ich aber lediglich auf [84], [85] und [18] verweisen. Siehe auch
Radulescu fiir den Fall der Einheitskreisscheibe [171].
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4. Geometrische Quantisierung

Das Schema der geometrischen Quantisierung wurde unabhangig voneinander
durch Kostant [144] und Souriau [189] eingefiihrt. Es gibt der Zuordnung eines
nichtkommutativen Operators zu einer kommutativen Funktion eine geometrische
Bedeutung. Hier mochte ich lediglich die Grundziige der Konstruktion darstellen
soweit sie in den folgenden Abschnitten gebraucht wird. Eine geschlossene Darstel-
lung findet man etwa in den Biichern von Woodhouse [213] oder Sniatycki [188],
siehe auch [A].

Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wegen der Nichtausgeartetheit
der symplektischen Form w ist notwendigerweise M von (reeller) gerader Dimension
2n und orientierbar. Die normalisierte symplektische Volumenform ist gegeben als

Q= (—1)(’5)% WA AW (4-1)
n mal

Fiir uns wird im folgenden (M, w) eine Kéhler-Mannigfaltigkeit sein. D.h. M ist eine
komplexe Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension n. Die Kéhler-Form w ist
eine nichtausgeartete, positive, geschlossene (1, 1)-Differentialform. Dies bedeutet,

dafl w in lokalen holomorphen Koordinaten z;, j = 1,...,n beschrieben werden
kann als .
w=1 Z gij(z)dzi A dEj, gij € COO(M, (C) . (4—2)
ij=1

Hierbei ist (g;;) eine positivdefinite Hermitesche Matrix! und es gilt dw = 0.2 Auf
dem reellen 2n-dimensionalen Tangentialbiindel 7* M ist eine komplexe Struktur

I € End(T*M ) gegeben. Seia € M fixiert und seien die z; wie oben lokale holomor-
phe Koordinaten. Zerlegen wir z; = x; + iy; fiir j = 1,... ,n, so sind die partiellen

!Physiker verwenden meist die Notation (g;7).
2Fiir mehr Information siehe [141] und [208].
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Ableitungen %, 8%_ fir j = 1,...,n eine lokale Basis des Tangentialbiindels. In
Bezug auf diese Basis ist die komplexe Struktur I = (I,).enm gegeben durch
0 0 0 0
za(_>:_, Ia(—>:——, J=leen. (43)
8:13']' (9yj 8yj 8:13']'
Es sei daran erinnert, da I? = —id gilt. Das komplexifizierte Tangential-
biindel wird durch %,% fuir j = 1,...,n aufgespannt. Fir die komplexe
Fortsetzung von [ findet man, unter Beachtung von % = % (% — iaiy_) und
o _1(_o )
7%, 2 (az]- + lw)
0 0 0 0
Ia D — :.—, [a — :_.T7 ‘:1,..., . 4-4
(f%‘) 192 (f%‘) o7 ’ ! )

Mit Hilfe der komplexen Struktur [ erhalt man die Beziehung zwischen Kahler-
Form? w und Kahler-Metrik ¢ fiir Vektorfelder X und Y auf M

w(X,Y):g(IX,Y>, g(X,Y):w(X,IY) : (4'5)
In obigen Koordinaten wird ¢g gegeben als
g = Z 9ij(2)(dz; @ dZ; + dz; @ dz;) . (4-6)
ij=1
Sowohl w als auch ¢ sind invariant unter der komplexen Struktur
W(IX, 1Y) = w(X,Y),  gUX.IV)=g(X,Y). (4-7)
Insbesondere kénnen wir (M,w), wenn wir die komplexe Struktur vergessen, als

symplektische Mannigfaltigkeit mit der symplektischen Form w auffassen.

Beispiele 4.1. Die folgenden Beispiele werden uns spater noch interessieren.

(1) Der flache komplexe Raum C" mit der Form

w=1 Z de VAN dEj . (4—8)

i=1

3Aus der Fiille verschiedener Normierungen verwende ich fiir das duBere Produkt diejenige, fiir
welche das auflere Produkt zweier 1-Formen «, 3 definiert ist als

a AB(X,Y) = a(X)8(Y) — a(Y)B(X).
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(2) Die projektive Gerade P! (die Riemannsche Zahlenkugel S?) mit quasi-
globaler Koordinate z und Kahler-Form

i
= — Z . 4-
w (1—|—z§)2d2/\dz (4-9)

(3) Der komplex-projektive Raum P mit der Fubini-Study-Form

wpg =1 (4-10)
(1 +|wl?)”
Die Koordinaten w;, j = 1,...,n sind affine Koordinaten w; = z;/zy auf
der affinen Karte Uy := {(20: 21 : - 2n) | 20 # 0}.
(4) Die offene Einheitskreisscheibe D := {z € C | |z| < 1} mit der Form
21
= ———=dzNdz. 4-11
w e 2z ANdz (4-11)

Zur spateren Verwendung will ich die folgenden Formeln notieren:

Proposition 4.2. Sei (M,w) eine Kihler-Mannigfaltigkeit mit komplexer
Struktur I. Die Kdahler-Form w sei in Bezug auf lokale holomorphe Koordinaten
gegeben wie in (4-2) mit der Matriz G := (g;;). Sei (¢%) die inverse Matriz G™'.
Desweiteren seien f,g € C*(M). Dann gilt:

(1) Der Gradient von f in Bezug auf die Metrik g berechnet sich zu

= L0~ 0 i = G Of o = g Of
= Y* Y" Y' = N Y'= U (4-12
grad f ;( 7 + 8Ei> mit Zg e Zg 7 (4-12)

j=1 Jj=1

(2) Das Hamiltonsche Vektorfeld zu f berechnet sich als
X; = —I(grad f) (4-13)

bzw. in Komponenten

n ) .0 . = . Of L . Of
X = Xi— 4 Xt —— Xi=— i XL = v
(4-14)
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(3) Die Poisson-Klammer ist gegeben durch

R of 99 Of Oy
k=1 Z (azz 9z, 0z 0%) (4-15)
,7=1
(4) Fiir den Laplace-Operator auf den Funktionen gilt
Af =divgrad f =2 2": g”ﬁ (4-16)
3z2~8§j )

1,j=1

Beweis. Ad (1). Per Definition gilt g(grad f,.) = df(.). Setzt man den Gradienten
in Bezug auf die (komplexe) Standardbasis der Vektorfelder an, so ergibt sich

L — () = glerad f ng
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die V7 mit Koeffizientenmatrix G. Die
Losung wird somit durch Invertieren erhalten. Die entsprechende Uberlegung gilt
fiir die Komponenten Y.

Ad (2). Aufgrund der Definition des Hamiltonschen Vektorfeldes und der Relation
(4-5) gilt df(.) = w(Xy,.) = g(IXy,.). Somit gilt grad f = IX. Aus I? = —1,
folgt die Behauptung (4-13). Die genaue Form (4-14) ergibt sich durch Anwendung
von —I auf den Gradienten (4-12) unter Beachtung von (4-4).

Ad (3). Per Definition gilt

{9} = (X5, X,) = df(X,) = ( Lz oL dzz)ocg).

Benutzt man nun (4-14), so ergibt sich das Resultat.
Ad (4). Spezialisieren wir die allgemeine Form des Laplace-Operators (siehe etwa
[1, p.152]) in unseren lokalen komplexen Koordinaten, so erhalten wir mit g = det G

1 0 L Of 0 L df
Af =— L Y i )
f gz;<az,(g g azj) e azj)>
Hierbei ist zu beachten, dafl die Matrix der Metrikkoeffizienten die Struktur

<t% g) hat. Fiihren wir die Differentiation aus, ergibt sich

s 397 N dg¥ 1 ;99\ 0f
Af—QZ ! Z gj aZi)an_*_Z( ; 3Ei+ggjagi)32j'

J
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Es ist zu zeigen, daf} in der 2. und 3. Summe die inneren Summen verschwinden.
Sei t irgendeine der Variablen z;, bzw. Z; festgewahlt. Wir fassen G, G’ und ¢ als

Funktion von ¢ auf (" bezeichne 2). Dann gilt

(det G)' ¢’

Tr(G'-G7') = ==.
x )= qea g

Dies beweist man am einfachsten indem man die Matrix G diagonalisiert. Deswei-
teren folgt aus G’ - G =1

G =-c¢"'a¢-G7"'.

Somit

T ) T(g T

—Z gk(?gkl h+zgﬂ AGrs ST_Z gjk A lz_l_z ik 99il gzl h.
i,k,l i,7,8

Nun kommt die Kahler-Bedingung zum Zuge. Aus dw = 0 folgt

OGri _ dgu
0z; 0z

Somit verschwindet die obige Summe. Die analoge I"Jberlegung kann auf die zweite
Summe angewendet werden und liefert das Ergebnis. [

Mit Prop. 4.2 kann man sofort angeben, wie die Poisson-Klammern im Fall der
Beispiele 4.1 (1), (2) und (4) lauten.
Dies ist im Fall C*

.~ (9f 99 Of 9y
{f.g} = 12(% 3% " 2 82) , (4-17)

=1
fiir P!

0 0 0 0
(fg)=i(1+ 72 (8—5 9 9L 8—3> (£18)

und fur die Einheitskreisscheibe D

of 9g Of 8g>_ (19)

{fig}=1 (1—ZZ)2<£'&—£'£

Unmittelbar folgt auch
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Proposition 4.3. Seien w und W' zwei Kdhler-Formen auf M mit w' = aw fir
a € R>Y, dann gilt fir die induzierten Hamiltonschen Vektorfelder, die Poisson-
Klammern und die Laplace-Operatoren

1 1

Xp=2Xp,  Afg) ={figd A=A, (4-20)

Im folgenden ist es ganz niitzlich statt reellwertiger Funktionen komplexwertige
C*°-Funktionen C*>°(M,C) zu betrachten. Ich werde im folgenden unter C'*° (M),
bzw. P(M), falls nichts anderes gesagt wird, die Algebra der komplexwertigen Funk-

tionen verstehen.

Wir benétigen desweiteren die Daten (L, h,V) . Hierbei ist L ein holomorphes
Geradenbiindel, h eine Hermitesche Metrik auf L (antilinear im 1. Argument und
linear im 2. Argument) und V ein Zusammenhang auf L, der sowohl mit der Metrik
h als auch mit der komplexen Struktur vertriglich ist.* Die Vertriaglichkeitsbedin-

gungen lauten:

(1) Fiir Vektorfelder X und C*°-Schnitte sy, so des Biindels gilt
h(val, 82) + h(Sl, VXSQ) = d(h(sl, 82))(X) . (4—21)

(2) Fiir holomorphe Schnitte s und Vektorfelder X vom Typ (0,1)
(dh X =377 X;7%) gilt

Vxs=0. (4-22)

Der Zusammenhang V ist durch die Vorgabe von h und die Bedingungen (1) and
(2) eindeutig fixiert. Seien holomorphe Koordinaten und ein holomorpher Rahmen
des Biindels gewahlt. Driickt man die Schnitte s lokal durch die Funktionen § und
die Metrik h durch die Funktion h mit h(sy,s2)(z) = h(2)318, aus, so ist der
Zusammenhang explizit gegeben durch

V =0+ (dlogh)+a . (4-23)

4Ist M eine beliebige symplektische Mannigfaltigkeit, so ist L ein komplexes Geradenbiindel, h
eine Hermitesche Metrik auf L und V ein mit der Metrik vertriglicher Zusammenhang.
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Hierbei sind 0 und O die iiblichen holomorphen, bzw. antiholomorphen Ableitun-
gen

"9 _ "0
8f:zza—£dzi, df = fdzi.

, — J7%;
=1 =1

Die Krimmungsform F' zum Zusammenhang V ist gegeben durch
F(X, Y) = VXVY — VYVX — V[X,Y] . (4—24)
In Bezug auf den holomorphen Rahmen berechnet sich die Krimmungsform als

F =9dlogh = —08dlogh . (4-25)

Definition 4.4. Eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) heifit quantisierbar,
falls es ein holomorphes Geradenbiindel L mit Metrik A und (kompatiblen) Zusam-
menhang V gibt derart, daf} gilt

FIX,Y) = —iw(X,Y) . (4-26)
Die Bedingung (4-26) heifit Praquantenbedingung und (L, h, V) Quantenbiindel.?
Damit gilt
w=10dlogh . (4-27)

Nach [51] ist w eine Kéhler-Form genau dann, wenn es lokal reellwertige Funktionen
K gibt mit w = i9JK . Die Funktion K heifit lokales Kéahler-Potential. Aus (4-27)
folgt, dafl in unserem Fall ein lokales Kahler-Potential durch

K(x) = —logh(z) . (4-28)

bzw.
h(z) = exp(—K(2)) (4-29)
gegeben ist.

Welche Bedeutung die Praquantenbedingung hat, werden wir weiter unten se-
hen. Zuerst mochte ich erortern, warum fiir kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten

5In dieser Schrift wird die geometrische Quantisierung ohne metaplektische Korrektur [213]
betrachtet, da hier vor allem das asymptotische Verhalten interessiert.
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die Praquantenbedingung eine einschneidende Bedingung ist. Sie impliziert iiber den
Zusammenhang der Chern-Form ¢(L) des Geradenbiindels mit seiner Kriimmung die
Relation .
i w

c(L) = ﬂF =5 (4-30)
Chern-Formen sind ganzzahlige Formen, d.h. bei Integration iiber Flachen ergeben
sich ganzzahlige Werte [208]. Dies bedeutet aber, dafl die Kahler-Form 27-mal eine
ganzzahlige Form sein muf}, d.h. nur “diskrete Zustande” sind erlaubt. Dies ist
eine Quantisierungsbedingung par exellence. Benutzt man umgekehrt, dafl w eine
positive 2-Form ist, so erhalt man, daf3 L ein positives Geradenbiindel ist. Nach
dem Kodairaschen Einbettungssatz kann M deshalb via holomorpher Schnitte ei-
ner geeigneten Tensorpotenz L®* als nichtsingulire Varietit in einen projektiven
Raum eingebettet werden. Solche Mannigfaltigkeiten heiflen projektive algebrai-
sche Mannigfaltigkeiten. Wir sind somit im Bereich der algebraischen Geometrie

angelangt.

Feststellung 4.5. Sei (M, w) eine quantisierbare kompakte Kahler-Mannigfaltigkeit,
dann ist M eine projektive algebraische Mannigfaltigkeit. Umgekehrt ist jede

Untermannigfaltigkeit von P™ eine quantisierbare Mannigfaltigkeit.

Um die zweite Halfte zu sehen ist zu beachten, daff der P" mit der Fubini-
Study-Form (4-10) eine K&hler-Mannigfaltigkeit ist. Das Hyperebenenbiindel H
mit der Standardmetrik, die vom tautologischen Biindel herkommt, ist ein zu-
gehoriges Quantenbuiindel. Durch Einschrankung sowohl der Fubini-Study-Form,
als auch des Hyperebenenbiindels auf die Untermannigfaltigkeit M erhalt man die
Behauptung. Naheres hierzu werde ich im Abschnitt 5 ausfithren.

Um die Operatoren einzufiihren, betrachten wir den (unendlichdimensionalen)
Raum T'o (M, L) der beliebig oft differenzierbaren globalen Schnitte des Biindels
L. Essei (P(M),w) die Poisson-Algebra von M. Zu f € P(M) sei das Hamiltonsche
Vektorfeld X durch (2-2) zugeordnet.

Satz/Definition 4.6. Die Abbildung
P:(P(M),{.,.}) = (End(I's(M, L)),[.,.]), [+ Py:= —Vx, +if-id (4-31)

ist ein Lie-Homomorphismus. Der Operator Py heif$t Praquantenoperator zur Funk-
tion f, die Abbildung P Praquantenabbildung.
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Es ist zu beachten, dafl hier nicht die gesamte Struktur von P(M) als Poisson-
Algebra betrachtet wird, sondern lediglich die Lie-Algebra gegeben durch die
Poisson-Klammer. Auf End(T' (M, L)) wird der iiblichen Kommutator
[A,B] = A- B — B - A beniitzt.

Beweis. Dies ist natiirlich ein klassisches Resultat (siehe etwa [1, p.441]). Da jedoch
genau an dieser Stelle die Quantisierungsbedingung (4-26) auftritt, mochte ich es
hier zeigen. Die Linearitét ist klar. Es geniigt zu zeigen: Pyy g = [Py, Py]. Fiir die
rechte Seite ergibt sich

[Pr, Pyl = [Vx;,Vx,] = i[Vx,, 9] — i[f, Vx,] -
Wegen der Derivationseigenschaft von Vx, ergibt sich

[vaag] = va . (g) _g'va - va(g> = Xf(g) = dg(Xf> :w(XWXf) .

Insgesamt also
[Pf’Pg] = [vaa ng] + 2iw(Xf7Xg)'

Nun zur linken Seite. Aus der Definition {f,k} = w(X;, Xi) = —dk(Xy) =
—X (k) folgt durch Einsetzen in die Jacobi-Identitat {f,{g,h}} +{..} +..=0
die Beziehung

(X5 Xgl = =Xyr.0y - (4-32)

Somit
Pirgy = —Vxig T {9} = Vix, x,) + 10(X5, Xy)

Damit liegt Gleichheit genau dann vor wenn
Vx;,Vx,] = Vix, x,) = —iw(Xs, Xy)
gilt. Dies ist jedoch genau die Quantisierungsbedingung (4-26). O
Oft findet man in der Literatur P; definiert als
Pp=—iVyx, — f-id.

Es gilt Py = —iPy. Daraus berechnet sich [Py, P)] = i Py, in Analogie mit (2)
in der Definition der vollen Quantisierung (Def. 2.1). Dariiberhinaus ist mit dieser
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Definition fir reellwertiges f, der Operator Pf ein Hermitescher Operator (siehe
[1, p.441]). Allerdings ist die Abbildung P kein Lie-Homorphismus. Hier mochte ich
die Lie-Homomorphismeneigenschaft in den Vordergrund stellen. Somit habe ich,
wie es auch in [144] und [A] getan wurde, die Form (4-31) gew#hlt. Dies impliziert,
daf fiir reellwertiges f der Operator P; anti-Hermitesch ist.

Durch die Praquantenabbildung erhalten wir eine Zuordnungsvorschrift “Funk-
tion — Operator”. Diese Zuordnung tibertragt die klassische Poisson-Klammer in
den Kommutator. Der Operator wirkt auf dem Raum der globalen Schnitte des
Biindels L. Will man einen Hilbert-Raum, so geht man aus von der Metrik des
Biindels, integriert dies iiber M in Bezug auf ein sinnvolles Mafl auf M und betrach-
tet die L2-Vervollstandigung.® Dieser Raum sei mit L?(M, L) bezeichnet. Leider
ist dieser Hilbert-Raum noch zu gro8. Die Darstellung ist (zumindestens fiir 7% R™)
nicht irreduzibel. Anschaulich gesprochen operieren die Operatoren auf Feldern, die
durch Ort und Impuls in einer unabhangigen Weise gegeben sind. Physikalisch sind
aber Ort und Impuls nicht unabhangig voneinander. Wir haben also zuviele Frei-
heitsgrade. Die Felder sollten lediglich von n unabhangigen Variablen abhangen. Im
Rahmen der geometrischen Quantisierung hat man deshalb eine “Polarisierung” zu
wahlen, d.h. ein Lagrangesches Unterbiindel des Tangentialbiindels T'M auszuzeich-
nen. Ein Lagrangesches Unterbiindel ist ein maximales Unterbiindel (hat also Rang
n) auf dem die symplektische Form verschwindet. Man beschrénkt sich nun auf die
Schnitte, welche kovariant konstant sind in Richtung des Unterbiindels (siehe [213]
fiir die allgemeine Theorie). Die Auswahl einer Polarisierung ist ziemlich willkiirlich.
Im Kahler-Fall gibt es allerdings eine Standardwahl der Polarisierung, die Kahler-
Polarisierung.”. Fiir komplexe Mannigfaltigkeiten hat man die natiirliche Zerlegung
des Tangentialbiindels in holomorphe und antiholomorphe Anteile. Diese Zerlegung
ist invariant unter holomorphen Koordinatentransformationen. Wahlt man nun
als Lagrangesches Unterbiindel das Unterbiindel, das von den (0, 1)-Derivationen
(den antiholomorphen Richtungen) aufgespannt wird, so bedeutet dies, daf wir
uns auf die holomorphen Schnitte des Biindels L beschrinken. Sei T'jy (M, L)
der Raum der globalen holomorphen Schnitte des Biindels L. Wir fassen ihn als
Unterraum von I'oo(M, L), dem Raum der differenzierbaren Schnitten, auf. Sei

6Fir den Fall der kompakten Mannigfaltigkeiten ist dies nichts anderes als das Integral der
Metrik tiber das symplektische Volumen, siehe (5-2). Nur dieser Fall wird uns im folgenden
interessieren.

"Selbstverstindlich gibt es auch im Kahler-Fall andere Polarisierungen.
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It (M,L) = Tpo(M,L) N L3(M, L), der Unterraum der holomorphen Schnitte,
die beschriankt (in Bezug auf das gewahlte Maf}) sind. Dann wurde in [195] (siehe
auch [162], [113]) gezeigt, daB T'? (M, L) ein abgeschlossener Unterraum ist. Dies
bedeutet, es existiert der Projektor

I:L*(M, L) — T}, (M, L) .

In der uns interessierenden kompakten Situation ist '} (M, L) = ', (M, L). Die
Einschrankung von Py auf I'% (M, L) sei mit Py -11: T% (M, L) — L?(M, L) oder
auch einfacher mit Py bezeichnet. Beachte Py -II nimmt Werte in L?(M, L) an.
Um wiederum Schnitte aus T'Y (M, L) zu erhalten, muf§ zuriickprojiziert werden.

Definition 4.7. Die lineare Abbildung
Q:P(M) — End(L}, (M, L)), [ Q=1 P 1II (4-33)
heifit Quantisierungsabbildung, der Operator () Quantenoperator zur Funktion f.

Leider geht die Lie-Homomorphie verloren. Im allgemeinen ist

Qr,9y = TP 31T = TIP; P11 — ITP, P;IT # TLP(IIPIT — TP, IIP(IT = [Qf, Q] -

Ist M kompakt, so sind alle T';,;(M, L) endlichdimensionale Vektorraume. Fiir
gewisse L ist es sogar moglich, dafl es der Nullraum ist. In diesem Fall geht alle
klassische Information verloren. Wie oben ausgefiihrt, ist das Quantenbiindel ein
positives® Biindel, d.h. steigende Potenzen von L besitzen immer mehr holomorphe
Schnitte. Die Hoffnung ist, dafl letztendlich auch alle klassischen Informationen
wieder gefunden werden konnen, wenn wir alle Tensorpotenzen von L auf einmal
betrachten. Dies ist in der Tat richtig und diese Fragestellung ist ein zentraler
Aspekt dieses Teils der Arbeit. Ausgehend von dem holomorphen Quantenbiindel
(L, h, V) betrachten wir positive ganzzahlige (Tensor)Potenzen

L™ =L""=L®---0L . (4-34)

m mal

8In der Sprache der algebraischen Geometrie heifen diese auch ample Biindel.
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FEine Hermitesche Metrik und ein kompatibler Zusammenhang ist gegeben durch

W i=ho--oh VM =V2l0 - -01+10Ve - -0l+ - +10---01aV.
———

m mal

(4-35)
Wenn wir diese Objekte in Bezug auf einen holomorphen Rahmen fiir das Biindels
L schreiben, so wird 2™ durch (h)™ und V(™ durch d + m dlogh + 8@ beschrie-
ben. Fiir die Kriimmungsform F(™) des Biindels L™ erhélt man aufgrund der
Quantisierungsbedingung

F =mF =—imw=—iw™, w™ . =nuw. (4-36)

Dies bedeutet (L™, h(™), V(™)) ist ein Quantenbiindel fiir die K&hler-Mannigfaltigkeit
(M,w(™). Insbesondere bleibt die zugrundeliegende komplexe Mannigfaltigkeit un-
verandert. Es wird lediglich die Kahler-Form mit einem ganzzahligen positiven
Faktor multipliziert. Wir konnen somit die oben entwickelte Prozedur zur geo-
metrischen Quantisierung fiir jedes m wiederholen. Auf diese Weise erhalten wir

Praquantenoperatoren,

P = —V%fn) +if-id, (4-37)
Projektoren
o™ L (M, L™) — T3 (M, L™) (4-38)
und Quantenoperatoren
QUM =mlm . pm . tm (4-39)

Die Abbildung f — P}m) ist ein Lie-Homomorphismus von der Lie-Algebra, gegeben
durch die Poisson-Klammer {.,.}(™) auf (M, mw), in die entsprechende Endomor-
phismenalgebra. Hier wollen wir allerdings eine Darstellung der urspringlichen
Poisson-Algebra zu (M,w) haben. Aufgrund Prop. 4.3 gilt

{f.g}™ = %{f,g}-

Somit ergibt sich

(m) pm)y _ ptm)  _ 1 5m)
Py By = Py gy = Py - (4-40)
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Um eine Darstellung zu erhalten, miissen wir also reskalieren:

m)

P = mpP™ =m <—V%) Fif- 1> = -V +imf1, (4-41)
QY =1 . pm . ptm (4-42)

Reskaliert man nicht und setzt h := %, so erhalt man iibrigens die h-Abhangigkeit
aus der Definition der vollen Quantisierung (Def. 2.1). Hier kann £ nur die diskreten
Werte {1, %, %, ... } annehmen. Der Limes m — oo entspricht & — 0, d.h. “dem
klassischen Limes”.

Ich mochte die Konstruktion dieses Abschnitts zusammenfassen. Wir gingen
aus von einer quantisierbaren Kéhler-Mannigfaltigkeit (M, w). Die Kahler-Form gibt
dem Raum der C'*°-Funktionen die Struktur einer Poisson-Algebra P(M). Wahlt
man ein Quantenbiindel (L, h, V) zu (M, w), so ergibt die geometrische Quantisie-

rung zwei Familien von linearen Abbildungen
P™ : P(M) — End(L*(M,L™)), QU :P(M) — End(T% ,(M,L™)), (4-43)

die durch m € N indiziert werden. Die Praquantenabbildungen P(™) gind Lie-
Homomorphismen. Die Bilder sind lineare Operatoren auf den globalen L2-Schnitten
der Biindel L™. Die Quantenabbildungen @(m) erhalt man, indem man die Ope-
ratoren auf den Unterraum der holomorphen Schnitten projiziert. Ist M kompakt,
erzwingt die Quantisierungsbedingung, dafli M projektiv algebraisch ist. Zum an-
dern sind die Vektorraume der holomorphen Schnitte endlichdimensional. Insbe-
sondere erhélt man in diesem Fall (nach Wahl von Basen) durch Q(™ eine Familie
von linearen Abbildungen, welche von der Poisson-Algebra P(M ) in endlichdimen-
sionale Matrizenalgebren gehen. Allerdings sind die Q(m) im allgemeinen keine Lie-
Homomorphismen mehr. Die Fragen, welche im folgenden untersucht werden sollen,
lauten: Wird wenigstens “approximativ” @(m) fiir m — oo (d.h. fiir A — 0) ein Lie-
Homomorphismus? “Steckt” die gesamte Information von P(M) “anndhernd” in
der Familie dieser @(m)? In welchem Sinne, kann man dieses “annahernd” verste-
hen? Selbstverstandlich miissen zuerst Normen eingefithrt werden, um die “Appro-
ximation” naher fassen zu konnen. Dies wird im nachsten Abschnitt geschehen.
Zusatzlich ist noch der Zusammenhang von @?}12} mit [@Scm) Qg’")] zu unter-
suchen, damit gezeigt werden kann, dafl es sich tatsachlich um eine approximative
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Quantisierung handelt. Auch dies wird in den nachsten Abschnitten gezeigt werden.
Zuerst werde ich allerdings in Abschnitt 5 den Zusammenhang zur Berezin-Toeplitz-
Quantisierung herstellen. Diese ist einfacher zu handhaben. Es wird sich ergeben,
daf} beide dasselbe approximative Verhalten haben.
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5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung

(a) Die Definition der Berezin-Toeplitz-Quantisierung

Was in diesem und im folgenden Paragraphen ausgefiithrt wird, ist eine Dar-
stellung bzw. Weiterentwicklung einer gemeinsamen Arbeit des Autors zusammen
mit Eckhard Meinrenken und Martin Bordemann [B]. Die Notation und Situa-
tion sei wie im vorhergehenden Paragraphen. D.h. (M,w) ist eine quantisierbare
Kahler-Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n und (L, h, V) ein zugehoriges
Quantenbiindel. Ich werde ab jetzt, falls nichts anderes gesagt wird, zusatzlich
voraussetzen, dafl M kompakt ist. Der Leser mag einwenden, dafl dadurch die
Moglichkeiten fiir die Phasenmannigfaltigkeiten stark eingeschrankt werden. So ist
etwa das freie Teilchen im Raum ausgeschlossen. Trotzdem ist selbst vom Stand-
punkt der Physik die Situation “kompakte Phasenmannigfaltigkeit” sehr interessant.
Sie tritt z.B. auf wenn Systeme mit “constraints” behandelt werden. Dariiberhin-
aus ist es eine typische Situation, wenn man Systeme mit der Aktion einer Sym-
metriegruppe betrachtet (Beispiele findet man etwa in [179, p.172]). Oft ist der
reduzierte Phasenraum kompakt. Eine weitere, sehr aktuelle Rolle spielen diese
kompakten Mannigfaltigkeiten auch im Zusammenhang mit der Quantisierung von
Chern-Simons-Theorien, bzw. topologischer Feldtheorien. Hier treten (kompaktifi-
zierte) Modulrdume gewisser stabiler Rang-k Biindel iiber Riemannschen Flichen
auf. Diese Modulraume haben nur sehr milde Singularitaten. Sie besitzen eine
kanonische Kihler-Form und ein kanonisches amples' Biindel L, welches das Quan-
tenbiindel ist. Fiir die Schnittraume HO(M, L™) hat sich der Namen Verlinde-Raume
eingebtirgert. Die beriihmte Verlinde-Formel macht Aussagen iiber die Dimension
dieser Raume in Abhangigkeit vom Rang k, der Strukturgruppe der Biindel und
dem Geschlecht der Riemannschen Fliache. Siehe [180] fiir eine Einfiihrung in die

IDie amplen Biindel der algebraischen Geometrie entsprechen den positiven Biindeln der
Differentialgeometrie.
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Verlinde-Formel und Verweise auf weitere Literatur und [41] fiir den Zusammenhang
mit der geometrischen Quantisierung.

Unabhangig von diesen Anwendungen in der theoretischen Physik ist die Fra-
gestellung der Approximation natiirlich auch aus rein mathematischen Griinden

interessant.

Wie bereits in Abschnitt 4 ausgefiihrt, ist M wegen der Quantisierbarkeitsbedin-
gung und der Kompaktheit eine projektive algebraische Mannigfaltigkeit und L ein
amples Geradenbiindel. Dies bedeutet es gibt eine Tensorpotenz L, so daf M mit
Hilfe der globalen holomorphen Schnitte von L* in PV eingebettet werden kann.
Fiir die Dimension N gilt N = dimH°(M, L*) — 1. Die Einbettung kann nach
Wahl einer Basis sg, 51, ... ,sy € H°(M, L*) konkret gegeben werden durch

M — PN, r— (so(x) rs(x) -+ sy(a)) . (5-1)

Die Abbildung ist in folgender Weise zu verstehen: Fir jedes x € M wahle man
eine Umgebung, welche das Biindel L trivalisiert. Sodann reprasentiere man die
Schnitte s; lokal durch holomorphe Funktionen §; und werte diese bei x aus. Damit
erhilt man ein Element aus CV*+1. Die Wahl einer anderen Trivialisierung dndert
diesen Vektor gerade durch Multiplikation mit einer Zahl A € C mit A # 0. Somit
ist der Punkt im projektiven Raum in der Tat wohldefiniert, falls nicht alle Schnitte
simultan verschwinden. Die Bedingung “sehr ampel” schliet dies aus. Ich fiihre
die folgenden Bezeichnungen ein. Das symplektische Volumen 2 ist gegeben durch
(4-1). Fiir differenzierbare Schnitte ¢, € T'oo(M, L™) ist ein Skalarprodukt und
eine Norm gegeben durch

(o2 8) = /M B (0, ) Q| (5-2)
o]l == V{e, @) (5-3)

Die Hermitesche Metrik sei antilinear im 1.Argument und linear im 2.Argument. Ist
A € End(T o (M, L™)), so ist seine Operatornorm definiert als

A
Al i= sup 1AL

(5-4)
lellzo @]l

Wird das Skalarprodukt (5-2) reskaliert, so &ndert sich die Operatornorm nicht.
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Wegen der Kompaktheit von M ist das Skalarprodukt wohldefiniert. Wir bezeich-
nen die L2-Vervollstandigung des Schnittraums der (beliebig oft) differenzierbaren
Schnitte mit L2(M, L™). Der endlichdimensionale Raum der globalen holomorphen
Schnitte ist ein abgeschlossener Unterraum und wir bezeichnen mit

™) L2(M, L™) — Thor(M, L™) (5-5)

den Projektor. Mit Hilfe einer Orthonormalbasis des Raums der holomorphen
Schnitte kann der Projektor als Integral explizit angegeben werden (siehe Gleichung
(5-12)). In lokalen Koordinaten kann der Integrand im Skalarprodukt (5-2) auch
beschrieben werden durch

exp(—mK (2))¢(2)i(z) Q(2)

mit dem lokalen Ké&hler-Potential K (z) (4-28) und den lokalen Reprisentanten ¢
(bzw. 1)) der Schnitte.

Definition 5.1. Fiir f € C*°(M) sei der Multiplikationsoperator durch
M LA (M L") = LAMLL™), o [y (5-6)
und der Toeplitz-Operator durch
TV Tpor(M,L™) — Thpor(M, L™),  Tf™ =1 - ™ mm - (5.7)
definiert.

In Worten ausgedriickt: Der Toeplitz-Operator zu einer differenzierbaren Funk-
tion f multipliziert den holomorphen Schnitt mit der Funktion f und projiziert den
erhaltenen differenzierbaren Schnitt auf den Unterraum der holomorphen Schnitte

zuriick.

Proposition 5.2. (a) Die Operatoren M}m) und T}m) sind lineare Operatoren. Die

adjungierten Abbildungen M}m)* und T]Em)* sind gegeben durch

(m)* _ 5 r(m) (m)*
M, =Mz T;

o, =7 (5-8)
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Insbesondere sind beide fur reellwertige Funktionen f selbstadjungiert.
(b) Fiir holomorphe Schnitte sy und s gilt

(81,T}m)82> = (s1,f - s2) . (5-9)

Beweis. Klar, man beachte lediglich

(51, T\ s2) = (51, T M T 55) = (51, T f - s)

= (s1,f+s2) = (f - 51,82) = <T]E-m)81,82> = <T]£m) s1,52) . O

Die Abbildung
M C®(M)  —  End(LA(M,L™),  f ~ M

ist trivialerweise ein Algebrenhomomorphismus. Insbesondere sind damit alle Funk-
tionen durch eine kommutative Unteralgebra von End(L?(M, L™)) dargestellt. Dies
trifft fiir die Toeplitzabbildung

T (M) —  End(Tpa(M,L™)  f — T (5-10)
nicht mehr zu. Im allgemeinen gilt
T}m) Tém) =TI (£ T (g-) IO £ T (fg) IO = T}Z‘) .

Die Unteralgebra der globalen holomorphen Funktionen wird durch eine kommu-
tative Unteralgebra dargestellt. Im kompakten Fall sind dies allerdings nur die
Konstanten.

Definition 5.3. Die Abbildung (5-10) heiit Berezin-Toeplitz-Quantisierung (zur
Stufe m) der quantisierbaren Ké&hler-Mannigfaltigkeit (M,w) mit dem Quan-
tenbiindel (L, h, V).

Um nachzupriifen, daf es sich wirklich um eine approximative Quantisierung im
Sinne unserer Ausfithrungen von Abschnitt 2 handelt, sind zwei Dinge nachzupriifen.

Zum einen miissen nichtkommutative Operatoren im Bildbereich auftreten. Dies ist
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der Fall. Zum anderen mufl der Kommutator der Operatoren mit der Poisson-
Klammer der Funktionen in einer asymptotischen Beziehung stehen. Dies bedeutet
wir miissen eine Beziehung zwischen T{(}’:‘;} und [T}m), T{™] finden. Diese Aufgabe
wird in Abschnitt 6 gelost.

Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung wurde von Berezin [13] fiir beschrénkte
komplex-symmetrische Gebiete betrachtet. In diesen Fallen ist die Mannigfaltig-
keit ein offenes Gebiet im C™. Statt Schnitte in Biindel werden Funktionen, welche
in Bezug auf ein geeignetes, von h abhangiges, Integrationsmaf integrierbar sind, be-
trachtet. 1/h entspricht der Tensorpotenz unserer Biindel. Die Toeplitz-Operatoren
fiir beschrankte symmetrische Gebiete in C" wurde ausgiebig von Upmeier in einer
Serien von Arbeiten [199],[200],[201],[202], ... untersucht. Hierbei stand die von
ihnen erzeugte C*-Algebra im Vordergrund des Interesses. Siehe hierzu auch die
kiirzlich erschienene Monographie dieses Autors [203]. Fiir den Fall des C" selbst
siehe auch Berger und Coburn [15]. In der Folgezeit wurden auch etwas allgemei-
nere homogene Raume untersucht. In [A] wurden von Bordemann, Hoppe, Schaller
und Schlichenmaier die hoherdimensionalen komplexen Tori studiert. Klimek und
Lesniewski studierten in [136],] 137] die Berezin-Toeplitz-Quantisierung auf der Ein-
heitskreisscheibe und tibertrugen mit Hilfe automorpher Formen die Resultate auf
Riemannsche Flichen vom Geschlecht ¢ > 2. In [138],[ 139] wurden dann Uberla-
gerungssituationen studiert. Von Borthwick, Lesniewski und Upmeier [34] wurde
die Berezin-Toeplitz-Quantisierung von Cartan-Gebieten studiert. Diese Techniken
konnen auf super-Hermitesche Raume tibertragen werden. Siehe hierzu die Arbeiten
von Borthwick, Klimek, Lesniewski und Rinaldi [30],[31],[32], [33].

Alle diese Untersuchungen befassen sich mit symmetrischen Gebieten. Im Ge-
gensatz hierzu befinden sich unsere Ké&hler-Mannigfaltigkeiten [B] gerade in einem
anderen Bereich der Theorie, im Bereich der beliebigen kompakten Mannigfaltigkei-
ten. Natiirlich gibt es Uberschneidungen.

Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung ist verwandt mit der Quantisierung unter Be-
nutzung von Berezins koharenten Zustdnden. Im Abschnitt 5 (d) werde ich einen
kurzen Uberblick hierzu geben. Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung pafit auch in
den Rahmen der “Prime-Quantization”, welche auf der Naimark-Erweiterung ei-
nes geeigneten “positive operator-valued measure” beruht. Sie wurde von Ali und
Doebner [3], [2] entwickelt.



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 49

(b) Der Zusammenhang zwischen geometrischer Quantisierung

und der Berezin-Toeplitz-Quantisierung

Der Quantenoperator Qgcm), (bzw. der reskalierte Quantenoperator @Scm)) und der

Toeplitz-Operator T]Em) operieren beide auf dem Raum der globalen holomorphen
Schnitte 'y (M, L™). Hier mochte ich beide in Beziehung zueinander bringen. Mit
Hilfe des Skalarprodukts (5-2) auf den Schnitten kann man den Projektor IT(™)
explizit beschreiben. Sei k(m) := dim I (M, L™) und sei sy, s2,... , 5k eine
festgehaltene Orthonormalbasis von 'y (M, L™). Es gilt dann

k(m)

e = Z 5051 (5-11)

Hier verwende ich die einpragsame “bra” und “ket” Notation der Physiker. Die
Gleichung (5-11)bedeutet fiir einen beliebigen Schnitt ¢

M0(e)() = Y I Nissle = 3 (sslodsi(a)

Ersetzt man das Skalarprodukt durch seine Definition iiber das Integral, so ergibt
sich die Darstellung mit Hilfe eines Integralkerns

k(m)

M) = [ 30 s (et | 2wy . (512

i=1

Fiir einen holomorphen Schnitt s gilt T}m)s = ™ (f - 5). Daraus ergibt sich die
Integralkerndarstellung des Toeplitz-Operators

(Tt™s) / > 1O i) fwst)) () Ow) - (519

Es sei erwahnt, daf3 der Projektionsoperator speziell in den Féllen die von Berezin
untersucht wurden eine weitere geschlossene Darstellung hat. Dabei sei vorausge-
setzt, dafl die Kahler-Mannigfaltigkeit bis auf Komponenten niedriger Dimension in
C™ eingebettet ist. Die Metrik sei reellanalytisch und das Kahler-Potential

(4-28) global definiert. Insbesondere ist dieses auch reellanalytisch. Wir schreiben
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K(z) = K(z,Z) und setzen K holomorph in der ersten Variablen und antiholo-
morph in der zweiten Variablen fort. Damit erhalten wir die Funktion K (z,w). Der
Projektionsoperator schreibt sich dann als

M (o)) = [ olw)esp (m(K () = Kwa)dpn(ws) (514

mit einem entsprechend skalierten Maf} du,,, auf M.

Zuiick zum allgemeinen Fall. In der “bra-ket” Notation schreibt sich

k(m)

QU™ = 3" Jsi)(sil P Is ) s (5-15)
1,j=1

T =3 [si)(sil fls;) (s - (5-16)
2,7=1

Die Symbole (s;|A|s;) sind die zugehorigen Matrixelemente des Operators A und
sind definiert als (s;, As;).

Proposition 5.4. [Tuynman]/

(m) _ +  p(m) o pm) L m)
Qf =1 'Tf—%Af =1 (Tf - %TAJC> . (5—17)

m

Hierbei ist der Laplace-Operator zu berechnen in Bezug auf die Kahler-Metrik, wel-

che aufgrund w gegeben ist.

Beweis. Nach (4-20) gilt A(™) = LA Dies bedeutet: Ist (5-17) fiir m=1 und
jede Kahler-Mannigfaltigkeit bewiesen, so gilt die Behauptung fir alle m. Fiur
m = 1 wurde die Behauptung von Tuynman durch Rechnung in lokalen Koordinaten
gezeigt [196]. In [A] wurde vom Autor zusammen mit Bordemann, Hoppe und
Schaller allerdings ein koordinatenunabhangiger Beweis gegeben. Diesen mochte ich
hier wiedergeben. Gleichheit ist erbracht, falls fiir je zwei holomorphe Schnitte sy, s
fiir die zugehorigen Matrixelemente gilt (die Indizes (V) werden weggelassen)

(511Pylss) = (511 = 58752}
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Es sei erinnert, dafl Py = —Vx, + if ist. Somit geniigt es zu zeigen

i
(51[Vx,[s2) = S (s1]Af]s2) -
Sei I die komplexe Struktur auf M, dann gilt fiir jedes Vektorfeld, dafl die (1,0)

bzw. (0,1) Komponente gegeben wird durch (X —iIX), bzw. $(X+1iIX). Die
Vertréaglichkeitsbeziehung “Zusammenhang mit komplexer Struktur” (4-22) besagt

Vixgirxys2 =0, bzw. Vixsy=1iVxsy.
Mit (4-13) erhélt man

h(s1,Vx,52) = —h(s1,Vigrad r52) = —h(51, 1 Vgrad r52) = —1h(51, Vgrad r52) -
(5-18)
Die Vertréglichkeitsbedingung “Metrik und Zusammenhang” (4-21) besagt

d(h(sl, 82))(Xf) - h(sl, VXfSQ) = h(Vstl, 82) = ih(ngdfsl, 82) . (5—19)
Ziehen wir (5-19) von (5-18) ab, so ergibt sich
2h(81, VXfSQ) = d(h(sl, 82))(Xf) —1 (h(Sl, Vgrad f82> + h(Vgrad F51, 82)> .

Mit Hilfe der Vertraglichkeitsbedingungen kann dies umgeschrieben werden in

(1. Vx,52) = 5(h(s1,2))(X7) — Sd(h(s1,2))(arad f)

Diese Relation wird iiber ganz M integriert und ergibt

(51, Vx,82) = —%/ h(s1, s2) div X Q+%/ h(s1,$2) divgrad f Q .
M M

Hierbei benutzten wir die Relation [,, df(X) Q= —[,, f divX Q,[1, p.153]. Nun

ist divgrad f = Af und Xy als Hamiltonsches Vektorfeld nach untenstehendem

Lemma 5.5 divergenzfrei (immer alles in Bezug auf die Metrik, welche von der

Kahler-Form herkommt). Ubrig bleibt genau die zu beweisende Formel. [
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Lemma 5.5. Hamiltonsche Vektorfelder Xy sind divergenzfrei in Bezug auf die
symplektische Volumenform.

Beweis. Sei 0 die Volumenform, dann ist div X; definiert iiber die Lie-Ableitung
von (2 in Richtung des Vektorfeldes X; durch Ly Q = (div Xy)-Q. Da dw = 0, gilt
fiir die Lie-Ableitung der Form w

Lx,w=(ix;od+doix,)w=doix,;(w)=dw(Xy,.)) =ddf(.))=0.

Aufgrund der Derivationseigenschaft somit Ly, =0. 0O

Die Relation (5-17) ist duflerst niitzlich. Zum einen erlaubt sie es, die Ableitungen

von den variablen Schnitten in die feste zu quantisierende Funktion zu schieben.
1
2m

haben also T}m) und Qgcm) dasselbe approximative Verhalten. Siehe Abschnitt 6 fiir
die genauen Aussagen.

Dartiberhinaus wird fiir grofle m der Anteil Tay immer kleiner. Fir m — oo

Bemerkung. Ausgehend von (5-17) hat Tuynman [196] vorgeschlagen, statt des
Operators der geometrischen Quantisierung, den Toeplitz-Operator? zur Funktion
eXp(—ﬁA f) als Quantisierungsoperator zu betrachten.

(c) Beispiele

1. Die projektive Gerade P!. Dies entspricht der Riemannschen Zahlenkugel
52, bzw. der Riemannschen Fliache vom Geschlecht g = 0. Sei (Up, Uy) die affine
Standardiiberdeckung

Up:={(20:21) |20 #0}, Up:={(20:21) |21 #0} .

Die Koordinate fiir Uy sei z = z1/zp, die Koordinate fiir Uy sei w = zy/z1, die
Kartenwechselabbildung sei w(z) = 1/z. Alle Objekte kénnen als lokale Funktionen
in der Karte Uy beschrieben werden. Die Kahler-Form ist gegeben durch

wo(z) = e dz Ndz . (5-20)

2in unserer Sprechweise
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Das zugehorige Quantenbiindel ist genau das Hyperebenenbiindel L mit der
Ubergangsfunktion 1/z. Die globalen Schnitte in die Biindel L™ werden reprasen-
tiert durch die Funktionen < 1,z,22%,...,2™ >¢. Es gilt dim 'y, (M, L™) = m+1.
Die Metrik h(™) wird gegeben durch die Funktion

1

O

(5-21)

Man verifiziert sofort w = i9dlog h. Sind 51, S2 holomorphe Schnitte, reprasentiert
durch die Polynome §1, 5, so gilt fiir das Skalarprodukt

5182 idzAdz
= [ nm = / SLLE T . 5-22
(s1,52) /Pl (s1,82) w 0170+ 27 (5-22)
Fir die spezielle Basis der Potenzen ergibt sich durch Ubergang zu Polarkoordinaten
z=rel?¥ o
ko > R 2rdr
<z,z>—27r/0 W.(SM.
Setzt man

Itk )__/oo r2k2r dr _/°° uk du
R A TR TR A T

so erhalt man durch partielle Integration die Rekursion

k 1
I =— . I(k—1,m—1 I — k)= —.
Damit insgesamt
—1
kol m 1
=2 — Oy .
(2%, 2" 7r<k> L
Also bilden die Schnitte reprasentiert durch
m+1/m &
: kE=0,1,... 5-23
() b0t (5-23)

eine Orthonormalbasis von 'y (M, L™). Setzt man mit dieser ONB den Projek-
tor (5-12) an, so erhélt man nach Aufsummation die geschlossene Darstellung des
Projektors

(M™p)(2) =

m+1 / (1+20)™p(¢) id¢ AdC (5-24)
C

2 (1+¢Om™  (1+¢0)?
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Hierbei ist ¢ ein beliebiger Schnitt. Fur den Toeplitz-Operator ergibt sich nach
(5-13)

(Ts)(2) = m+l /(C (1+20™f(¢)s(¢) id¢ A dS

2 (1+¢Om  (1+¢0)?*

Hier ist s ein holomorpher Schnitt. Man vergleiche dies mit (5-14).

(5-25)

Amiisanterweise tritt dieses Beispiel bei den Physikern (oder besser bei manchen
von ihnen) seit kurzen unter dem Namen “fuzzy sphere” in Erscheinung [153],[102].

2. Der eindimensionale komplexe Torus (g = 1). Hier ist M = C/A, mit
einem normierten zweidimensionalen Gitter A =< 1,7 >7. Insbesondere ist
Im7 > 0. Die komplexe Struktur von M ist durch 7 fixiert. Die Kahler-Form ist
gegeben durch
im
= ——dzANdZ . 5-26
W) = e A 2 (5-26)
Die Variable z ist die globale Koordinate auf der Uberlagerung C. Offensichtlich ist
w invariant unter den Translationen mit den Gitterelementen und definiert somit

eine Kahler-Form auf dem Quotienten M. Ein zugehoriges Quantenbiindel ist das
Thetabtindel. Die Metrik A ist gegeben durch die lokale Funktion

Der Raum der globalen Schnitte ist eindimensional und wird durch die Riemannsche
Thetafunktion
Wz, 1) = Z exp(min’t 4 27mnz)
nez

erzeugt. Betrachtet man die Tensorpotenzen von L, so erhalt man mit dem Satz von
von Riemann-Roch dimT,,(M,L™) = m. Eine Basis der Schnitte wird duch die
Thetafunktionen mit Charakteristiken gegeben. Zur Definition siehe etwa [D] oder
[99]. Das Biindel L3 ist sehr ampel [99]. Alle Objekte (Schnitte, Metriken, etc.)
auf M werden gegeben als Funktionen auf der Uberlagerung C, welche das rich-

tige Transformationsverhalten unter dem Gitter A haben (d.h. durch automorphe
Objekte).



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 55

3. Hoherdimensionale komplexe Tori. Da ein quantisierbarer komplexer Torus
projektiv ist, haben wir es immer mit abelschen Varietaten zu tun. Insbesondere ha-
ben wir die gesamte Schlagkraft der Thetafunktionen zur Verfiigung. Damit kann die
Beschreibung vom letzten Beispiel auf diesen Fall iibertragen werden. Dies mochte
ich hier nicht tun. Entsprechende Berechnungen wurden in [A] ausgefithrt. Dort
beweisen wir fiir diesen Fall auch die Approximationsaussagen fiir die Quantenope-
ratoren, da wir 1990 noch nicht den Beweis hatten, welcher fiir beliebige kompakte
Kahler-Mannigfaltigkeiten funktioniert.

4. Riemannsche Fliachen vom Geschlecht ¢ > 2. Fiir solche Riemannsche
Flichen M ist D := {z € C | |z| < 1} die universelle Uberlagerung. Genauer kann
diese ﬁberlagerung wie folgt beschrieben werden. Es sei

b

SU(1,1) ::{(% a)ecnsz)HaF—¢m2:1} (5-27)

Die Elemente R von SU(1, 1) operieren durch gebrochen lineare Transformationen

az+b
az+b

z Rz := (5-28)
auf D. Zu M gibt es eine Fuchssche Gruppe G, d.h. eine diskrete Untergruppe von
SU(1, 1) welche noch einige zusétzliche Bedingungen erfiillt [74], so dal M analy-
tisch isomorph zum Orbitraum M = D/G ist. Umgekehrt definiert jede Fuchssche
Gruppe (ohne parabolische und elliptische Elemente) eine solche kompakte Rie-
mannsche Flache. Analog zum Torusfall werden alle Objekte durch Funktionen auf
D mit entsprechendem Transformationsverhalten unter der Gruppe G beschrieben.
D selbst ist eine (nichtkompakte) Kéhler-Mannigfaltigkeit mit der K&hler-Form

21 _
W(Z) = md?} ANdz . (5-29)
Man berechnet leicht R'(z) = (bz + a@)~2 und damit weiter w(Rz) = w(z). Damit
1,1

ist w invariant unter SU(1, 1) und definiert deshalb eine Kahler-Form w,; auf M.

Eine (holomorphe) Funktion f auf D heifit automorphe Form zur Gruppe G vom

Gmﬁﬁ%ﬁﬂﬁﬁﬂsz(%é)EDgh

F(Rz) = (b + @) f () = R(2) (=) | (5-30)
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Daraus folgt
f(2)(d=)" = f(R2)(d(R2))" .

Damit konnen die holomorphen Differentialformen vom Gewicht k, d.h. die Schnitte
in die k-fache Tensorpotenz des kanonischen Bundels K, mit den automorphen For-
men vom Gewicht 2k identifiziert werden. Das kanonische Biindel K (d.h. das
Biindel, welches die Differentiale (vom Gewicht 1) als Schnittgarbe hat) ist ein
Quantenbiindel zu (M, w). Die komplexe Struktur von M wird durch die Fuchs-
sche Gruppe G bestimmt. Fiir eine generische Riemannsche Flache vom Geschlecht
g > 2 ist K bereits ampel. In jedem Fall wird aber K? sehr ampel sein [160]. Der
Satz von Riemann-Roch gibt die folgenden Ausagen iiber die Dimensionen

9, m =1,

dim L'y, (M, K™) = {(Qm—l)(g—l), m>2.

Um die Metrik auf K™ anzugeben, wahlen wir zuerst einen Fundamentalbereich
F C D der Gruppenaktion von G. Die Metrik ist definiert durch

——

h(e, 0)(2) = (1 = 22)"p(2)0(2) - (5-31)

Hierbei sind ¢ und @ beliebige Schnitte und @ bzw. @Z deren Reprasentanten auf D.
Es ergibt sich h(p,v)(z) = h(p,¥)(Rz), d.h. die Metrik ist wohldefiniert auf M.
Ein Skalarprodukt auf dem Raum der Schnitte erhalt man durch Integration von
(5-31) mit dem Volumenmaf {iber den Fundamentalbereich

2idz ANdz
(1—22)2°

(0= [ (=20 (5-32)
]_‘
Bis auf einen skalaren Faktor ist dies das Peterssonsche Skalarprodukt der automor-

phen Formen. Eine aquivalente Beschreibung kann auch durch die obere Halbebene
H:={z € C|Imz > 0} anstatt D und SL(2,R) anstatt SU(1, 1) erhalten werden.

5. Der projektive Raum. Sei P" der komplexe projektive Raum mit den ho-
mogenen Koordinaten (zg : 21 :---: z,). P entsteht durch Quotientenbildung aus
dem C"*+1\ {0} unter der Aquivalenzrelation

2= (20,21, y2n) ~ 2 = (20, 2],.-.,2,) «— esgibtein A e C" : z =Xz .
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Sei Up:={(z0:21:-"-:2n) | 20 # 0} eine affine Standardkarte. Auf dieser Karte
haben wir die lokalen Koordinaten w; = z;/z9, j = 1,...,n. Die Fubini-Study-
Form wpg (4-10) definiert eine K&hler-Struktur auf P™. Dies ist die Standardstruk-
tur des projektiven Raums. Die Form ist bis auf den Faktor —i die Krimmungsform
des Hyperebenenbiindels H. D.h. H ist ein Quantenbiindel. Die globalen holomor-
phen Schnitte von H™ konnen mit den homogenen Polynomen vom Grad m in den
n + 1 Variablen zg, z1,..., 2z, identifiziert werden. Auf obiger affiner Karte ent-
sprechen sie beliebigen Polynomen in den n Variablen wy,ws, ... ,w, vom Grad
< m. Das Bindel H ist dual zum tautologischen Biindel U. Die Faser von U
{iber dem Punkt z € P™ besteht aus den Elementen in der Aquivalenzklasse von
2. Die Metrik in C**! definiert eine Metrik in U und somit auch auf H. Die Me-
trik auf den Potenzen von H wird in der affinen Karte gegeben durch die Funktion

(14 325 wimy) ™™

6. Projektive Kihler-Untermannigfaltigkeiten. Sei i : M — PV eine Unter-
mannigfaltigkeit von PV (d.h. eine glatte projektive Varietit). Durch Einschrinkung
der Fubini-Study-Form wpg auf M erhalten wir i*(wpg), eine Ké&hler-Form auf M.
Ebenfalls durch Einschrankung erhalten wir aus dem Hyperebenenbiindel H ein Ge-
radenbiindel i*(H) = L. Die Schnitte der Tensorpotenzen L™ = (i*H)™ = i*(H™)
werden ebenfalls durch die homogene Polynome in PV gegeben. Sie werden ledig-
lich auf M eingeschrankt. Natiirlich werden diese Einschrankungen im allgemeinen
nicht mehr linear unabhéngig sein. Die Form wpg ist (bis auf einen Faktor) die
Kriimmungsform ¢y (H). Es gilt ¢q(i*H) = i*(¢1(H)). Dies bedeutet i*H ist ein
Quantenbiindel fiir die Mannigfaltigkeit (M, i*(wpgs)). Hierbei ist die Metrik auf H
ebenfalls einzuschranken. Dies zeigt insbesondere, daf} jede projektive Mannigfal-
tigkeit quantisierbar ist (siehe die Feststellung 4.5).

An dieser Stelle ist es notwendig, auf das folgende hinzuweisen. Ist (M,w) eine
quantisierbare Mannigfaltigkeit und L ein zugehoriges Quantenbiindel, welches wir
bereits als sehr ampel annehmen wollen. Die Schnitte definieren eine Einbettung

¢: M —PN, mit ¢*H=1L.

Dies bedeutet M kann als projektive Untermannigfaltigkeit von P aufgefait wer-
den. Sei i : ¢(M) — PV die Inklusion der Bildmenge, so ist (¢(M),i*(wrs))
ebenfalls eine Kahler-Mannigfaltigkeit, welche quantisierbar ist mit dem Quan-
tenbiindel i*H = L’. Offensichtlich vermittelt ¢ einen analytischen Isomorphismus
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¢:(M,L)— (¢(M),L"). Allerdings muf} dies nicht ein Isomorphismus in der Kate-
gorie der Kahler-Mannigfaltigkeiten sein. D.h. w kann verschieden von i*(wpg) sein.
Da ¢1(L) = ¢1(L') wissen wir lediglich, daf} ihre Kohomologieklassen identisch sind.
Im Fall der Gleichheit der Formen sind die beiden Kahler-Strukturen identisch, und
wir konnen M als projektive Kahler-Untermannigfaltigkeit von P™ auffassen.

Da natiirlich w mit der Metrik g zusammenhangt, hat dieses Problem mit der iso-
metrischen Einbettung von komplexen Mannigfaltigkeiten zu tun, wie sie etwa von
Calabi [48] studiert wurde. Dort zeigt er auch, daf} nicht jede komplexe algebraische
Mannigfaltigkeit isometrisch eingebettet werden kann.

(d) Berezins koharente Zustiande

F. Berezin entwickelte in den Jahren 1974-75 mit Hilfe seiner “koharenten

Zustinde”3

einen interessanten Zugang zur Quantisierung. Die Grundlagen hierzu
wurden in [12] entwickelt. Hauptséchlich erfolgte die Durchfithrung auf beschrank-
ten symmetrischen Gebieten in C", siehe [13]. Die Grundidee, welche ich im folgen-
den naher beschreiben werde, ist den klassischen Phasenraum mit einem Hilbert-
Raum in Verbindung zu bringen. Dies geschieht mit Hilfe eines “iibervollstandigen
Systems von Zustanden” aus diesem Hilbert-Raum. Dieses System von Zustanden
sind die koharenten Zustande. Sie werden durch die Punkte des Phasenraums pa-
rametrisiert. Nimmt man nun “Erwartungswerte” eines beschrankten Operators in
Bezug auf die koharenten Zustande, so erhalt man eine komplexwertige Funktion
auf dem Phasenraum. Fir den Teilraum, der in dieser Art und Weise auftreten-
den Funktionen (den kovarianten Symbolen), erhilt man eine Quantisierungsabbil-
dung. Desweiteren kann man durch das Produkt der Operatoren auf den zuge-
ordneten Symbolen eine nichtkommutative, assoziative Algebrenstruktur erhalten
(siehe (5-44)). In gewisser Weise ist dies ein dualer Prozefl zur Berezin-Toeplitz-
Quantisierung. Dies wird durch (5-50) prézise gemacht. In [13] fithrt Berezin dieses
Programm fiir beschrankte symmetrische Gebiete U in C* aus. Der Hilbert-Raum
ist hier der Raum der holomorphen Funktionen auf U (in Bezug auf ein geeigne-
tes Maf). Durch eine von /i abhingige Modifikation des Mafles erhélt man eine
h-Abhangigkeit der gesamten Situation. Fiir diese Beispiele kann er zeigen, dafl das

3«“Koharente Zustiande” in verschiedenen Fassungen haben in der Mathematik und in der Physik
eine reichhaltige Geschichte. Es sei hierzu auf den Ubersichtsartikel [2] verwiesen.
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eingefiithrte Produkt tatséchlich den Regeln (3-1) und (3-2) geniigt. Auch einige all-
gemeinere Kahler-Mannigfaltigkeiten werden von ihm betrachet. Kann man durch
Entfernung eines Divisors D (am Beispiel P! etwa D = {co}) die obige Situation
erreichen, so kann man versuchen wie oben vorzugehen. Das Verhalten der Funktio-
nen entlang des Divisors wird iiber das Maf} kontrolliert. So erhalt man am Beispiel
P!, daB h nur die diskreten Werte =, m € N, mit a # 0 einer feste Konstanten,

annehmen kann.

Eine konzeptionellere Betrachtungsweise der allgemeinen Situation wurde von
Rawnsley [174] (siehe auch [44]) entwickelt. Diese mochte ich hier darstellen. Hier-
bei konzentriere ich mich gleich auf kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten. Sei also
(M,w) eine quantisierbare kompakte Kahler-Mannigfaltigkeit und (L, h, V) ein zu-
gehoriges Quantenbiindel. Das Biindel L sei bereits als sehr ampel angenommen.*
Sei w : L — M die Projektion und L der Totalraum des Biindels ohne den Null-
schnitt. Sei ¢ € Ly festgehalten und s ein beliebiger holomorpher Schnitt des

Biindels L. Durch die Auswertung des Schnitts

s s(m(0)) = d(s) - q (5-33)

ist eine Linearform
(j . F}wl(M,L) — (C

definiert. Mit Hilfe des Skalarprodukts auf den globalen holomorphen Schnitten
gibt es nach dem Satz von Riesz” genau einen holomorphen Schnitt e, mit

(eq,s) = q(s), Vs € Thot(M, L) . (5-34)

Ist sj, j=1,...,k:=dimI,(M, L) eine Orthonormalbasis des Schnittraums, so
kann e, explizit geschrieben werden als

eq = Z@(Sj)sj : (5-35)

Jj=1
Insbesondere ist also die Abbildung
LO - Fhol(M7 L)7 qr—€q (5_36)
4Siehe die Bemerkung zu Beginn von Abschnitt 6.

SWie in [12], bzw. [174] gezeigt, funktioniert dies auch im Fall nichtkompakter Kihlermannig-
faltigkeiten.
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eine C*°-Abbildung. In der Tat ist sie sogar antiholomorph. Sei x = 7(¢) und
¢ € 7~ Y(x) mit ¢’ # 0, dann gilt ¢’ = cq mit einem ¢ € C*. Aufgrund (5-33) folgt
dann ¢’ = ¢~'§ und weiter mit (5-34)

eeq =C ey . (5-37)

Wire e, = 0, so wiirde dies bedeuten ¢ = 0, bzw. wegen (5-33), daf§ alle holomor-
phen Schnitte bei 7(q) verschwinden. Da L als sehr ampel vorausgesetzt war, ist
dies nicht moglich. Geht man iiber zum projektivierten Vektorraum P(T'y,o (M, L))
bei dem skalare Vielfache der Schnitte identifiziert werden, so sieht man, daf§ die
Zuordnung x +— [ez-1(,)] wohldefiniert ist.

Definition 5.6. Fiir ¢ € L heiflen die Schnitte e, € T'y0/(M, L) kohédrente Vekto-
ren. Fiir v € M heiflen die [e;—1(,)] € P(T'noi(M, L)) koharente Zustéinde.

In Bezug auf die ONB der Schnitte ist obige Zuordnung gegeben als

r = oeg —  (q(s1) 1 q(s2) .t q(sk)) = (s1(x) = s2(x) o .ot sp())

da sj(z) = s;(m(q)) = ¢(s;) - q ist. Insbesondere ist dies gerade das antiholomorphe
der “iiblichen” holomorphen Einbettung von M in P*~! mit Hilfe der Basis der
globalen holomorphen Schnitte des sehr amplen Biindels L. Also

Proposition 5.7. Die Abbildung
M — ]P)(FhOl(Mv L>)7 €T = [GW*l(x)] (5_38>
st eine antiholomorphe Einbettung.

Fafit man M als Phasenraum eines mechanischen Systems auf, so wird dieser
dadurch eingebettet in einen projektivierten Hilbert-Raum. Die Dynamik kann
ebenfalls in der Sprache dieser Einbettung beschrieben werden. Siehe hierzu etwa
[162], [163], [10].

Wir benotigen noch den folgenden Operator

_ leq >< €q|

P
T < €g,€q >

(9) (5-39)
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Aufgrund (5-37) héngen die Operatoren nur von den Punkten auf A ab. Offen-
sichtlich gilt  Pr(y) - Pr(q) = Pr(q) und damit handelt es sich um einen Projektor.
Die Operatoren werden wiederum durch die Punkte auf der Mannigfaltigkeit para-
metrisiert. Sie heiflen koharente Projektoren.

Von Rawnsley wurde die Funktion

e(m(q)) == lq|*(eqr eq), mit g := h(m(q)) (g, q) (5-40)

eingefithrt. Seien s; und s, zwei Schnitte. Fiir einen festen Punkt x = 7(q) gilt
s1(x) = 4(s1)q und so(x) = ¢(s2)q und damit

h(s1,82)(x) = q(s1) - 4(s2) - [q* = (s1,e4)(eqs 52)|q|* = (51, Pysa) - €(x) . (5-41)

Also durch Integration

(s1,82) :/ (s1, Psa)e(x)2(x) . (5-42)
M
Diese Eigenschaft heifit Ubervollstéindigkeit.
Definition 5.8. Sei B ein linearer Operator in Ty, (M,L). Das kovariante

(Berezin-)Symbol o(B) ist definiert als die Abbildung

eq, Beg) .

M — C, r—o(B)(x):=Te(B-P,) = <<€q o) (5-42)

Offensichtlich ist o(B) € C*°(M). Mit (5-34) gilt (eq,eq) = G(eq), bzw. (e, Bey) =
j(Beg). Damit ist o(B) sogar reell-analytisch. Aus der Definition folgt sofort

o(B*)=0(B) . (5-43)

Die Abbildung
End(Tyo (M, L)) — C°°(M), B — o(B)

ist injektiv (siehe [44], bzw. Prop. 8.7 und die Bemerkung nach Prop. 8.8) und
hat als Bild einen linearen Unterraum .4 von C*°(M). Auf diesem Unterraum der
kovarianten Symbole kann ein assoziatives, nichtkommutatives Produkt durch

o(A)xo(B)=0(A-B) (5-44)
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eingefithrt werden. Um das Produkt explizit beschreiben zu konnen, fithren wir das
kovariante 2-Punktsymbol

(eq/, Beg)

(eq's€q)

o(B)(n(q),7(q")) = (5-45)

ein. Es ist wohldefiniert auf einer dichten offenen Teilmenge von M x M, welche die
Diagonale enthalt. Es ist die analytische Fortsetzung des reell-analytischen kovari-
anten Symbols. Es ist antiholomorph in der ersten und holomorph in der zweiten
Variablen. Desweiteren sei die (reell-analytische) Zweipunktfunktion durch

b(r(g)n(g)) = L a)Caq) (5.46)

<€q’ €q><6q” 6q’>

definiert. Es sei x = 7(¢) und y = 7(¢’). Dann gilt

= /M h(A%eq, Beg)(y) <nyei> = /M(A*eq,eq&(eqr,Beq)%

= [ o) By vl )A)
Hierbei wurde (5-41),(5-45) und (5-46) benutzt.

Um von diesem globalen Bild in das Bild zu kommen, das Berezin benutzt, wahlt
man einen Schnitt sg € ['poi (M, L), sg Z0. Sei U = M \ (sg), die offene Teilmenge,
auf der der Schnitt nicht verschwindet. Auf U kann jeder Schnitt s beschrieben wer-
den als s(x) = §(x)so(x) mit einer holomorphen Funktion § auf U. Die Zuordnung
s — § definiert eine Isometrie von I'yo (M, L™) auf den L2-Raum der holomorphen
Funktionen auf U in Bezug auf das Mafli = h(sg, s9)2.

Zuriick zur globalen Beschreibung. Wir fiihren das modifizierte Maf}
Qe(x) = () - Q)

ein. Das kontravariante (Berezin-)Symbol (B) eines Operators B ist definiert durch
die Darstellung des Operators als Integral (falls diese Darstellung existiert)

B= /M 5(B)(2) Py Qe (2) - (5-47)
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Proposition 5.9. Das kontravariante Symbol 6(Ty) des Toeplitz-Operator Ty zur
Funktion f ist die Funktion selbst

5(Ty) = f - (5-48)

Beweis. Sei B = [,, f(x)P, Qc(x) der Operator mit kontravariantem Symbol f.
Fur zwei holomorphe Schnltte s1 und so gilt

(s1, Bsg) = /M f(x)(s1, Ppsa) Qc(x) .
Nach (5-41) und (5-9)
(s1.85) = [ f@)h(sa(e). o)) = [ hsa(o) f@)sale))@)0)

= (51, fs2) = (51, Tss2) .

Also B=Ty. O

Aufgrund ihrer Definition hangen die kovarianten und kontravarianten Symbole
eines Operators B iiber die Zweipunktfunktion (5-46) in folgender Weise zusammen

2(B)(w) = [ #(B)w)lep)l) (5-19)

Fiihrt man auf End(Ty. (M, L)) die Hilbert-Schmidt-Norm (B, C) := Tr(B* - C)
und auf dem Raum der Funktionen die L2-Norm in Bezug auf das Mafl Q. ein, so

gilt

Proposition 5.10. Die Toeplitzabbildung f — Ty wund die kovariante Symbolab-

bildung B — o(B) sind zueinander adjungiert:

(B, Ty) = (o(B), ). - (5-50)

Beweis. Sei B € End(T'),,i(M, L)) so berechnet sich

(B,Tj) = Te(B* - T)) = / F@Pue) = [ 1) (B - P)ua)
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Im nichtkompakten klassischen Fall siehe Unterberger und Upmeier fiir das ent-
sprechendes Resultat [198]. In [11] findet sich {iber das Symbolkalkiil mehr Infor-

mation .

Weiter unten werde ich ein Kriterium dafiir angeben, wenn die e-Funktion von
Rawnsley konstant ist. In diesem Fall ist die Modifikation des Mafles irrelevant. Es
gilt allgemein (siehe [44, p.55])

TrA = /M (A)e(x) Qx) . (5-51)

Spezialisieren wir dies fiir die Identitdt (hat Symbol 1), so erhalten wir
dim T, (M, L) :/ e(x) Q(x) .
M

Insbesondere gibt die Hirzebruch-Riemann-Roch-Formel Aussagen iiber den Wert
des Integrals (beachte L ist als sehr ampel vorausgesetzt). Ist € konstant, so ergibt

sich ( )
dim Phol M, L
= . 5-52
¢ vol M ( )

Allgemein erhalten wir mit der Darstellung (5-35)

k
e(x) = [q* €qs€q) |Q|22|q s;)] Z|q Sj )[*h(a Zhsjvsj
=1
(5-53)

Um einen zusatzlichen Parameter h zu erhalten, fithrt man nun alles fiir die
%. Dies ergibt koharente Vektoren e((]m),
Zustinde [el™], Projektoren P{™, €™

ren wiederum einen Unterraum Ap von C°(M). Auf diesem Unterraum ist ein

Tensorpotenzen L™ aus und setzt h =

, etc.. Die koharenten Symbole definie-

entsprechendes Produkt =xj definiert. Man mochte jetzt wiederum ein Korrespon-
denzprinzip (3-1) und (3-2) wie bei den Sternprodukten erreichen. Fiir den Fall,
dafl eine quasiglobale Koordinatenumgebung existiert, wurde unter entsprechenden
Voraussetzungen dies von Berezin in [13, Thm. 2.38 und Thm. 2.39] ausgefiihrt.
Um durch diesen Prozefl Sternprodukte im kompakten Fall einfiihren zu konnen,
erweist sich die Konstanz von € als wichtige Voraussetzung. In diesem Fall zeigen
Cahen, Gutt und Rawnsley [44],[45] daB fiir m < m' der Raum A, ,, als Teilraum
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von A/, aufgefafit werden kann. Desweiteren ist A := |J Ai/m eine dichte

meN
Unteralgebra (unter punktweiser Multiplikation) von C'*°(M).

Fiir den projektiven Raum (Abschnitt 5 (¢), Bsp. 5) erhalten wir in Verallgemei-
nerungen der Rechnungen, die fiir die projektive Gerade ausgefiithrt wurden, dafl
¢(x) konstant ist. Zur Illustration ergibt sich etwa im Fall des P! (siehe (5-23)) mit
der Darstellung (5-53)

m

1 1 1
f(m)(l'):z _ m + m zl-Zl:m_l_ .
P (1+zz)ym 27 \ I 27

Ist M eine projektive Kahler-Untermannigfaltigkeit mit der induzierten Kahler-
Struktur, Metrik, etc., die vom P herkommt, dann ist ¢(™) ebenfalls eine Konstante.
Umgekehrt wurde in [44] gezeigt, daff falls e(™) eine Konstante ist, die Einbettung
via der globalen Schnitte die Kahler-Struktur respektiert, also eine isometrische Ein-
bettung ist. Deshalb ist es nicht weiter verwunderlich, daf ein Zusammenhang mit
Calabis “diastatic function” besteht [45]. Es sei noch erwihnt, daf} in [45] fiir kom-
pakte, homogene Kéhler-Mannigfaltigkeiten, in [46] fiir die Einheitskreisscheibe und
in [47] fiir beschriankte symmetrische Bereiche mit dieser Methode Sternprodukte
konstruiert werden. Siehe auch Karabegov [127],[129] in diesem Zusammenhang.

Beispiel 5.11. Zur Illustration seien die kohirenten Zustinde fiir P' berechnet.
Wir arbeiten in der Trivialisierung durch die affine Standardkarte und betrachten
das Biindel H™. Es sei ¢ der Schnitt, der durch die Funktion 1 reprasentiert wird.
Desweiteren sei ¢ € HJ* iiber w immer so gewéahlt, dal ¢ = ¥ (w). In Bezug auf v
1aB8t sich die orthonormale Schnittbasis bescheiben durch

se(2) = | /mTJ;l (7;) Hp (5-54)

Setzen wir in (5-54) z = w, so erhalten wir §(sj) = y/2EL () w* . Also
m+1 o= [m) _ m+ 1 —\m
Cpw) = 5 Z <k>wkzkw(z) = (L+wz)™Y(z) . (5-55)
k=0

Fiir das Quadrat der Norm ergibt sich unter Benutzung von (5-23)

festw)colu)) = (2F 1)2 [ e g

27 (14 zz)m

2 m 2 L _k
m + 1 m kk/ zZ°z m+1 _
= —Q(z2) = 1 "
() B (0) oot [, i o0 = e
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6. Die Approximationssatze zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung

(a) Die Resultate

In diesem Kapitel wollen wir Approximationssatze fiir die Berezin-Toeplitz-

)

Quantenoperatoren T}m herleiten. Dies sollen Approximationssatze sein in dem

Sinne, daf$ fiir den “klassischen Limes” m — oo (bzw. R, := % — 0) die klassische
Information iiber die Poisson-Algebra zuriickerhalten wird. Der erste Satz besagt,

) sich normmafig wie f verhalten. Der zweite Satz bringt

)

daB asymptotisch die T}m
den Kommutator zweier Toeplitz-Operatoren T]Em) und Tg(m in Bezug zur Poisson-
Klammer {f,g}. Im Abschnitt 7 werde ich diese Sétze weiter ausbauen und die
Existenz eines induzierten Sternprodukts herleiten. Im Abschnitt 8 werde ich sie in
Zusammenhang bringen mit einem generellen Approximationsschema, welches von

Bordemann, Hoppe, Schaller und dem Autor in [A] vorgeschlagen wurde.

Es sei an die Generalvoraussetzung erinnert, dal (M,w) eine kompakte
Kahler-Mannigfaltigkeit mit amplen Quantenbiindel (Q,h,V) ist. Zusétzlich
mochte ich voraussetzen, dafl L bereits sehr ampel ist. D.h. L soll bereits die
Einbettung von M in einen projektiven Raum tiber seine globalen Schnitte ermogli-
chen. Dies ist keine entscheidende Einschrankung. Ist L ampel, so gibt es ein
mo, so dafl L sehr ampel ist. Durch Reskalierung der Kéhler-Form ist (M, mqw)
eine quantisierbare Kéhler-Mannigfaltigkeit und (L™, h(™0), v(70)) ein zugehériges
Quantenbiindel.! Damit sind wir in der angenommenen Situation. Fiir die globa-
len Schnitte sy, s9 € T'joi(M, L™) haben wir das von h(™) induzierte Skalarprodukt
(.., ..y (5-2), bzw. die zugeordnete Norm ||...||. Fiir die Funktionen f € C°°(M)
haben wir die sup-Norm ||f||oc. Fiir die Operatoren A € End(T'» (M, L™)), bzw.
A € End(T'j0 (M, L™)) haben wir die zugeordnete Operatornorm (5-4). Die folgen-
den zwei Theoreme sind Ergebnisse einer gemeinsamen Arbeit mit Eckhard Mein-

IDie zugrundegelegte komplexe Mannigfaltigkeit dndert sich nicht.
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renken und Martin Bordemann [B].

Theorem 6.1. Sei M eine kompakte Kihler-Mannigfaltigkeit und f € C°(M) eine
beliebige Funktion. Dann existiert fir die Familie der Toeplitz-Operatoren T]Em) 2U
f ein C >0 derart, dafs

C m .
1flloe — — < TV < [[flloe fiir m — oo . (6-1)

3

Insbesondere gilt
Tim T = 1[f]|o - (6-2)

Theorem 6.2. Sei M eine kompakte Kdhler-Mannigfaltigkeit und f,g € C*(M)
beliebige Funktionen. Dann erfullt die Familie der Kommutatoren der Toeplitz-
Operatoren T]Em) und Tg(m) die Asymptotik

[T, TE) = T

1 .

= O(E> fir m — oo . (6-3)

Einen Weg diese Approximationssatze zu zeigen ist es, eine Orthonormalbasis der
globalen holomorphen Schnitten von L™ explizit anzugeben, den Projektionsopera-
tor hinzuschreiben und dann die Norm des Toeplitz-Operators explizit auszurechnen.
In [A] wurde dies von Bordemann, Hoppe, Schaller und dem Autor im Fall der kom-
plex n-dimensionalen Tori unter Benutzung von Thetafunktionen getan. Der Fall
der Riemannschen Zahlenkugel wurde vom Autor ausgefiihrt (nicht publiziert). Den
Fall kompakter Riemannscher Flachen vom Geschlecht g > 2 behandelten Klimek
und Lesniewski [137] mit Hilfe automorpher Formen. In all diesen Fillen war es
moglich die Objekte mit Hilfe von Funktionen auf Uberlagerungen zu beschreiben
und die expliziten Rechnungen dort auszufiihren. Es ist nicht verwunderlich, dafl
diese Technik auch fiir nichtkompakte symmetrische Gebiete funktioniert. Entspre-
chende Approximationssatze wurden fiir den Fall der Einheitskreisscheibe D von
Klimek und Lesniewski [136] gezeigt. Dieselben Autoren studierten in [138] durch
ﬂberlagerungstechniken auch weitere offene Riemannsche Fachen mit abelscher Fun-
damentalgruppe. Fiir irreduzible, beschrankte symmetrische Gebiete wurden die
Approximationssitze durch Borthwick, Lesniewski und Upmeier in [34] gezeigt. Ent-
sprechende Resultate fiir Hermitesch-symmetrische Supermannigfaltigkeiten wurden
von Borthwick, Klimek, Lesniewski und Rinaldi [30],[ 32] gezeigt.
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Fiir beliebige kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten gibt es keine Chance, in dieser
Art zum Ziel zu kommen. Unser Zugang ist hier ein vollkommen anderer. Wir

™) 2u einem globalen Objekt zusammen und wenden die Theorie

gruppieren die T]E
der Toeplitz-Operatoren, wie sie von Boutet de Monvel und Guillemin [35], [105]
entwickelt wurde, an, um die beiden Theoreme zu beweisen. Dies wird in den

nachsten beiden Unterabschnitten geschehen.

Proposition 6.3. Es gilt

Tim [ [T, T ] = 0. (6-4)

Beweis. Aus Thm. 6.2 folgt mit der linken Seite der Dreiecksungleichung

1

ml [ [TF™ TE | = I T | < [md [T T =T = 0(—)

el

Fiir m — oo gilt nach Thm. 6.1 ||T{(}n;}|| — |{f, 9}]so, bleibt also endlich. Damit

muf || [T}m), Tg(m)] || eine Nullfolge sein. O
Mit ||..|[ bezeichnen wir die reskalierte Operatornorm - |..||.

Theorem 6.4. Fur die reskalierten Operatoren der geometrischen Quantisierung
Qgcm) haben wir das folgende Approximationsverhalten:

tim 10"l = (£l (6-5)
Tim [ [QF™, Q5= Q) llm =0 (6-6)

Beweis. Aufgrund Prop. 5.4 haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen den
beiden Quantenoperatoren

Q(m = 1mT(m) - §T(m) : (6-7)

Fiir die Normen gilt damit die Abschatzung

(m) L m) A(m) (m) L m)
T ||—%||TM|I <@ |lm < ||T; |I+%I|TM|I-
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Aufgrund Thm. 6.1 bleibt fiir m — oo auf beiden Seiten lediglich ||f||o. Also die
Behauptung (6-5).

Es gilt
[Qgcm)’Q(gm)] — [T(m T(m)]—l- [ (m) T(m)] + = 5 [TXT;),T(m)] _ 4[TX§0L),T(m)] )
Damit berechnet sich
A(m) A(m) _ < — T(m) T(M) T(m A(m)
116%™, Q4] {fg}um = ml | =T |+ (A0

L iy 4 —T“”’

1
. (m) .= Zp(m), (M) 7(m) p(m)y _
it A = [Ty 21+ 5 [ AT A{l.g} *

4m

Mit Thm. 6.2 (fiir den ersten Normanteil) und mit Prop. 6.3, bzw. Thm. 6.1 (fir
den zweiten Normanteil) folgt die Behauptung (6-6). O

Dieses Theorem besagt, daf @(m) “approximativ” ein Lie-Homomorphismus von
P (M) nach End(T,0 (M, L™)) ist. Diesen Punkt werde ich in Abschnitt 8 vertiefen.

Uber die Toeplitz-Operatoren kann noch mehr gesagt werden.

Proposition 6.5. Seien f1, fo,..., f. € C(M), dann gilt:

(a)

e, — 1 ™M = 0(mTY)  (fir m — o) . (6-8)
b) Sind die f; reellwertig, so gilt
( g. 50 g

1

T T(m)T(m) —
T ar ) )

fl fT‘

/f1 £ OmTY) . (6:9)

vol(M)

Hierzu werde ich in Abschnitt (b) ebenfalls den Beweis geben. Ohne Beweis
mochte ich aus [B] zitieren

Proposition 6.6. Sei zu f € C®(M), der Zeitentwicklungsoperator gegeben als
UM(t) = exp(—i mtT}m)) . Bezeichne F' den Hamiltonschen Fluf zu f, dann
qilt

(U OTU () = TG || = 0(m™Y)  (fir m — o0) . (6-10)
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(b) Beweis von Theorem 6.2

Vom Quantenbiindel (L, h) gehen wir iiber zum dualen Biindel
(U, k) := (L*,h~1). In Bezug auf die Metrik k¥ haben wir im Totalraum U das
Kreisbiindel

Q:={AeU|k\MN) =1},

welches das Diskbiindel
D:={XeU|k\A) <1}

berandet. Wir bezeichnen die jeweiligen Projektionen U — M, Q@ — M, D — M
mit 7 falls klar ist, welche gemeint ist. Ansonsten beniitzen wir 7y etc. . Fur M =
PV ist U das tautologische Biindel, d.h. das Biindel dessen Faser iiber dem Punkt
z € PV durch die Gerade gegeben ist, welche durch den Punkt z reprisentiert wird.
Insbesondere kann der Totalraum U ohne Nullschnitt mit CN+! \ {0} identifiziert
werden. Fir den Totalraum eines Biindels E' ohne den Nullschnitt werde ich die
Notation E \ 0 benutzen.

Ist M eine quantisierbare Kahler-Mannigfaltigkeit mit sehr amplen Biindel L
und dazu dualen Biindel U, so kann M durch die Schnitte von L eingebettet werden
nach PV mit einem geeigneten N, i : M — P¥. Via dieser Einbettung kann der To-
talraum U aufgefalt werden als abgeschlossene komplexe Untermannigfaltigkeit des
Totalraums des tautologischen Biindels Upn des PV. Somit kann U\ 0 als Unterman-
nigfaltigkeit von CN*1\ {0} aufgefaBt werden. Bildet man den Nullschnitt (& M)
auf 0 € CV*! ab, so erhiilt man eine Untervarietiit, den affinen Kegel zur Varietiit
i(M). Die Singularitét bei {0} ist normal. Dies bedeutet, daf} die Funktionentheorie
auf der Einbettung U — Upn bereits durch U \ 0 < Upn \ 0 < CV+! beschreibbar
ist. Wie in Abschnitt 5 (c), Beispiel 6, ausgefiihrt, bedeutet die Einbettung je-
doch nicht, dafl die Metrik auf U mit der eingeschrankten Standardmetrik von Upw~
ibereinstimmt. Im allgemeinen werden sogar die Kriimmungsformen verschieden

sein.

Die Funktion k(\) := k(\,\) ist eine reellwertige Funktion auf dem Totalraum
U. Auf einer lokalen Trivialisierung des Biindels U kann k ausgedriickt werden als

l::()\)| = k(2) - ss,
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mit den (lokalen) Koordinaten z auf M, der (holomorphen) Koordinate s in Fa-
serrichtung und der reellwertige Funktion ko auf M , welche die Metrik £ in dem
gewahlten Koordinatensystem (z,s) beschreibt. Das Diskbiindel ist ein strikt-
pseudokonvexes Gebiet (zur Definition siehe etwa [108, p.262], [98, p.42]). Es gilt
namlich

k(A) <1e—=XeD\0, kN=1<—AeQ.

Desweiteren ist
Dk =0.k-55,  0:k=0:5k-55,  O.k=ksds, Ok =ksds.
Da ]Ac(z) £ 0 und §s # 0, kann dk auf Q eingeschriinkt nicht verschwinden.

In Bezug auf die komplexe Struktur von U setzen wir

1
21

(Dlogk — dlogk) . (6-11)

a =
Da k reell ist, ist dies eine reelle Form. In den Koordinaten (z,s) berechnet sich

a zZu

1 ~ 11
v = — — = 1 —— (s — S) .
Q=5 (0. — 0s) logk(2) + 5T 55 (5ds — sd3)
Geht man in Faserrichtung iiber zu reellen Koordinaten s = re'?, so ergibt sich

1 ~
a = 2—,(8z —0z)logk(z) + dy . (6-12)
i

Die Form & eingeschrankt auf @ sei mit o bezeichnet. Insbesondere ist a nicht aus-
geartet. Seid = 0. +0:+0, der totale Ableitungsoperator auf der Mannigfaltigkeit
Q2. Wir berechnen

1 N N
do = 2—,(3Z + 02)(9. — 0z)logk(z) + 0,(dp) = —10:0. logk(z) . (6-13)
i
Aufgrund der Quantisierungsbedingung hatten wir in (4-27)
w=10dlogh=—19dlogk .

Somit erhalten wir nach Zuriickziehen via 7 auf @) die Beziehung

do=T1"w . (6-14)
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Auf Q ist eine Volumenform gegeben durch?

v= i(da)" ANa = iT*(w)" ANa = iT*Q Aa . (6-15)

2w 27 27
Aus (6-12) folgt lokal v = 7(Q)) A dip, damit ist v nirgends ausgeartet auf Q. Die
Form « ist somit eine Kontaktform fiir Q. Wir betrachten den L2-vervollstindigten
Raum L2(Q,v) der Funktionen auf dem Kreisbiindel in Bezug auf diese Volumen-
form. Der verallgemeinerte Hardy-Raum H ist der Abschlufl des Raums der Funk-
tionen aus L?(Q, v), welche zu holomorphen Funktionen auf dem ganzen Diskbiindel

fortsetzbar sind. Der verallgemeinerte Szego-Projektor ist die Projektion

I:1L%Q,v) = H . (6-16)
Sei w = (wg,wy,... ,wy) € CN*T! und ¢ € C*, so operiert C* durch Multiplikation
auf c.w = (cwg,cwy,...,cwy) auf CN*1. Schrinken wir die Aktion auf @ und

auf ¢ € S' ein, wird Q ein S'-Biindel. In den lokalen holomorphen Koordinaten
(z,8) fiir U\ 0 wird die Aktion durch e.(z,s) = (z, ¢s) gegeben. Die Tensorpotenzen
von U konnen als assozierte Geradenbiindel aufgefafit werden. Die Schnitte ¢ des
Biindels L™ = U~™ werden identifiziert mit den Funktionen ¢ auf @, welche die
Aquivarianzbedingung

o(e) = " o(N)

erfiillen. Der Unterraum H bleibt erhalten bei der S'-Aktion. Wir benutzen wie-
derum die lokalen holomorphen Koordinaten (z, s) und schreiben s = r(z)e!¥. Die
Punkte von Q sind gegeben durch k(A, A) = 1. Dies bedeutet k(z)ss = 1, bzw.

k(z)-r2(z)=1. (6-17)
Sei qz; eine Funktion auf ). In diesen Koordinaten kann sie als Fourierreihe

qz;()\)| = Z m(z,7(2))ei™? (6-18)

meZ

geschrieben werden. Sei ¢ = e'¥ € S1. Die Relation ¢(c\) = a(c)d()) bedeutet

S(eA)) =D am(z,0(2))e ™) = N " a(e)am (2. 7(2))el ™

meEZ meEZ

2(da)™ :=daAdaA...NAda (n-mal)
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D.h.  am(z,7(2))e'™ = a(c)an(z,r(2)). Aus @, # 0 folgt a(c) = ¢™. Dies
bedeutet zum einen, dafl nur solche a(c¢) = ¢ auftreten kénnen. Andererseits gibt
a(c) = ¢™ aber auch vor, daB ¢ notwendigerweise von der Form ¢ = qgm()\)| =

G (2, 7)ei™? ist. Driicken wir & mit Hilfe von s aus, erhalten wir die Darstellung
Gm(A)| = m(2) - 5™ .

Damit ist ¢,, genau dann fortsetzbar auf das Diskbiindel D, falls m > 0 ist. Die
Funktion ¢~5m ist holomorph genau dann, wenn die @,,(z) holomorph in z ist. Der
Unterraum der holomorph fortsetzbaren Funktionen lafit sich deshalb schreiben als
die vervollstiandigte direkte Summe H = Y °_, H(™). Dabei operiert ¢ € S' auf
H(™) durch Multiplikation mit ¢”. Durch

Xm - ¢~)m = &m(2> = ng

wird ein Schnitt ¢,, des Biindels L™ durch seine lokalen Reprasentanten gegeben.
Eingeschrankt auf die holomorphen Funktionen erhalten wir somit eine Isomorphie

Yo ¢ H™ — Ty (M, L™) . (6-19)

Im Fall PV ist diese Beziehung nichts anderes, als die Identifikation der globalen
Schnitte in das m-fache des Hyperebenenbiindels mit den homogenen Polynom-
funktionen vom Grad m auf CN*1,

Beide Raume besitzen ein Skalarprodukt.
Proposition 6.7. (a) Die kanonische Abbildung ., : H™ — T (M, L™) st
eine Isometrie.

(b) Die Raume H) und H™ fir n # m sind orthogonal in L3(Q,v).

Beweis. Sei ¢1, ¢o € H™ . Wir haben zu zeigen

/Q S1 (2N (V) = (61, 6) -

Schreiben wir wiederum alles in einer lokalen Karte (z, s) so gilt fiir den Integranden

L ()5 ba(2)s™ (T QA @) = %él(z)ég(z)ﬂm(r*ﬂ Ao . (6-20)
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Die explizite Form von « in den lokalen Koordinaten zeigt aber 7*QAa = 7"QAde.
Fiihren wir die ¢-Integration aus, so verschwindet 1/27. Aufgrund (6-17) folgt

A~

r2(z) = (k(z))~! = h(z). Also ergibt sich der Integrand der M-Integration zu

01(2)02(2)r?™Q = (h(2))" 61 (2)92(2)2 = ™ (61, 62)(2)0 -

Integration iiber M liefert nun das Ergebnis.

(b) Sei ¢y € H™ und ¢y € H™ mit n # m. Im Integranden (6-20) erhalten wir
als zusitzlichen Term den Ausdruck e!?(»=™)  Bei der Integration iiber ¢ ergibt
sich Null, d.h. die Orthogonalitat. O

Von Boutet de Monvel und Guillemin wurde in [35], [105] das Konzept einer
Toeplitz-Struktur (X,1I) entwickelt. Unsere Situation ist ein Beispiel hierfiir (siehe
[35]). Ich mochte hier nicht die allgemeine Theorie darlegen, sondern nur darstellen,
was gebraucht wird. Bei uns ist ¥ der von « erzeugte positive Kegel in T*Q)

E={ta(N)|AeQ,t>0} C T*Q\O0 (6-21)

und II ist der obige Projektor (6-16). Auf dem Kotangentialbiindel 7*@Q haben wir
die kanonische symplektische Struktur wg. Diese wird in folgender invarianten Weise
definiert:3 Sei N eine beliebige Mannigfaltigkeit, 7* N das Kotangentialbiindel und
7w :T*N — N die Projektion. Desweiteren sei 7* : T*N — T*(T*N) die induzierte
Abbildung. Die Zuordnung =z +— 7*(z) definiert eine 1-Form 6 auf T*N. Sind
¢ ,t=1,...,n Koordinaten auf N, so konnen die Schnitte ins Kotangentialbiindel
gegeben werden als Differentiale

a(q) = p1(q)dqr + padqs + - -+ + prdqy, .

Die Elemente in T*N konnen deshalb lokal beschrieben werden mit Hilfe der Koor-

dinatentupel
((QIa qz, .- 7qn>7 (p17p27 s 7pn>) .

Diese Koordinaten heiflen “kanonische Koordinaten”. In Bezug auf diese kanonische
Koordinaten ist die Form 6 gegeben als

0, = Zpid%’ :
i=1

31ch benutzte die Konventionen von Abraham-Marsden [1].
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Die kanonische 2-Form wq ist definiert durch
wo 1= —df (6-22)

mit d dem Differentialoperator der totalen Ableitung auf 7"N. In kanonischen
Koordinaten berechnet sich

woy ==Y _dpi Adg; =Y _ dg; Adp; .

Diese Form definiert die symplektische Struktur auf 7*N. Es sei daran erinnert
(siehe Abschnitt 2), dal damit eine Poisson-Struktur auf 7*N induziert wird. In
lokalen Koordinaten lautet sie

& (9f dg  Of dg
{f.gt = Z <8qi dp;  Op; 8%) '

=1

Zuriick zu unserer Situation. Da @ strikt-pseudokonvex ist, ist, wie in [105,p.249]
ausgefiihrt, der Kegel ¥ eine symplektische Untermannigfaltigkeit von 7*@. D.h. die
Einschrankung von wy auf ¥ ist nicht ausgeartet und definiert eine symplektische
Struktur.

Proposition 6.8. Sei 7v: ¥ — Q — M die zusammengesetzte Projektion, so gilt
fir alle f,g € C*°(M)

{rofmsgts = —%TE({f,g}). (6-23)

Beweis. Sei a die obige 1-Form auf Q. Wir konnen sie als Abbildung o : Q — T*Q
auffassen. Es gilt a*(0) = o [1, p.179]. Somit

d(a*0) = a*(df) = —a™(wy) .

Insgesamt also a*(wg) = —da. Sei t eine feste positive, reelle Zahl, so erhalten wir
aufgrund (6-14) fir A € Q

wo(ta(N)) = (ta)"(wo)(A) = —d(ta)(X) = —trHw(A) .
Sei @ die Untermannigfaltigkeit {ta(\) | A € Q} von ¥ (t fest), so gilt somit
ws|Q, = —1TH,wW - (6-24)

Fiir die Funktionen auf ¥, welche Pullbacks von Funktionen auf M sind, ergibt sich
damit (6-23). Beachte, dal aus w’ = r - w fiir die induzierten Poisson-Klammern

folgt {...}' =1{..}. O
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Definition 6.9. (Boutet de Monvel, Guillemin [35]). Ein (verallgemeinerter)
Toeplitz-Operator der Ordnung k zur Toeplitz-Struktur (3,II) ist ein Operator
A:'H — 'H der Form

A=II-R-1I

mit einem Pseudodifferentialoperator R der Ordnung k auf ) und dem verallgemei-
nerten Szego-Projektor I1:L%(Q,v) — H.

Boutet de Monvel und Guillemin zeigen in [35] eine Reihe von Eigenschaften.
Fiir uns sind die folgenden von besonderer Wichtigkeit. Die Toeplitz-Operatoren
bilden einen Ring. Das Hauptsymbol o(A) eines Toeplitz-Operators A = IT RII ist
definiert als die Einschrankung des Hauptsymbols des Pseudodifferentialoperators
R auf ¥. Hierbei ist zu beachten, daf3 R nicht durch A fixiert ist. Trotzdem konnten
sie zeigen, dafl das Hauptsymbol in der Tat wohldefiniert ist und denselben Regeln
wie die Hauptsymbole von Pseudodifferentialoperatoren geniigt. Diese sind (wenn
man die Symbolkonvention von Duistermaat verwendet [68])

U(AlAQ) = 0'(141)0‘(142), 0'([141,142]) = i{O‘(Al),O'(AQ)}E. (6—25)
In dieser Konvention ist das vollstdndige Symbol o.om,(R) eines Pseudodifferential-
operators R im Fall M = R" definiert durch die Darstellung als Fourier-Integral

1

Ru(z) = G

[ = Rty . (6:26)

Das Hauptsymbol ist der fithrende Term. Fiir partielle Differentialoperatoren
8 o
P(x) = o —
0= 3 ol (5)

(cv ist ein Multiindex) ergibt sich das Symbol zu

Ucomp(P)(xan) = Z aa(x)(in)a

la] <m

und das Hauptsymbol zu



6. Approximationssitze 7

Desweiteren gilt (wie bei den Pseudodifferentialoperatoren): Ist A ein Toeplitz-
Operator von der Ordnung k& mit verschwindendem Hauptsymbol, dann ist er ein
Toeplitz-Operator von der Ordnung k£ — 1.

Hier haben wir es lediglich mit zwei Operatoren zu tun:
(1) Der Erzeuger der S'-Aktion ist

10

D, = (6-27)

i dp
Das Symbol berechnet sich zu ¢ und es handelt sich um einen Operator von erster
Ordnung. Da die Elemente von H(™) lokal als ¢(A) = d,,(2)e!™¥ gegeben werden
konnen gilt D,¢ = m-¢. Insbesondere lafit D, die Raume H(™) und somit auch H
invariant. D.h. es gilt: II- D, -II = D, -II . Somit ist (6-27) ein Toeplitz-Operator
der Ordnung 1. Eingeschrinkt auf H(™) operiert er als Multiplikation mit m.

(2) Fiir die Funktion f € C*°(M) sei M; der Multiplikationsoperator auf L?(Q, v),
d.h. es ist definiert

Wir betrachten den Toeplitz-Operator
Tf:HMfHH%H (6—28)

Per Konstruktion ist My konstant entlang der Fasern in (). Dies bedeutet Ty ver-
o0
tauscht mit der S'-Aktion. Somit kann T zerlegt werden in Ty = @ T ng) ,

m=0
wobei T]Em) die Einschrankung von T’y auf H(™) ist. Nach der Identifikation von
H(™) mit dem Raum der holomorphen Schnitte ', (M, L") und unter Benutzung

der offensichtlichen Zerlegung I = @ M sehen wir, dafl die neu definierten

m=0
T}m) in der Tat mit den T}m), welche in (5-7) definiert wurden, iibereinstimmen.
Per Konstruktion ist ein zugeordneter Pseudodifferentialoperator zu Ty der Multi-
plikationsoperator M. Dies ist ein Operator von der Ordnung Null. Sein Symbol
ist die Funktion f auf M via 7 auf  und weiter auf T*(Q zuriickgezogen. Fiir das
Symbol erhalten wir

o(Ty) = m5(f) - (6-29)
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Beweis von Theorem 6.1. Wir betrachten den Operator
2 .
A= Dy [Ty, Tyl + 1D Tpgy -

Formal ist A ein Operator der Ordnung 1. Es gilt nach (6-23)

o([T7. T)) = i{rsf. réghs = = 78{ o9} -

Andererseits ist o(Tys ) = T5{f, g} und o(D,) = t. Somit verschwindet das
Hauptsymbol von der Ordnung 1 fiir A. Dies bedeutet A ist ein Operator von
der Ordnung Null. Die Mannigfaltigkeit M und damit auch @ waren als kompakt
vorausgesetzt. Pseudodifferentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten sind
beschrinkt, somit ist A beschrinkt. Er kommutiert offensichtlich mit der S*-Aktion,
d.h. wir konnen A zerlegen als

A= i Alm)
m=0

Hierbei ist A™) die Einschrinkung von A auf H(™)

Alm) — Apgomy = m2[T}m>,T§m)] + imT{(?g}'

Nun gilt allerdings ||A)|| < ||A|| . Dies bedeutet
(M) m(m)] . (m) || Al
Il Ty ™) + 1Tl < ==
also nach Multiplikation mit i die Aussage (6-3). Hierbei ist zu beachten, daf

aufgrund Prop. 6.7 die Norm von A(™ tatsichlich mit der Operatornorm zu
Chot(M, L™) {ibereinstimmt.
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Beweis von Prop. 6.5. Teil (a): Die Notation sei wie oben und seien f, fo € C>(M).
Wir betrachten den Operator

A= Dy (Ty g, =Ty Ty,) -

Formal handelt es sich hierbei um einen Toeplitz-Operator der Ordnung 1. Sein
Hauptsymbol berechnet sich zu

o(A) =t- (s(f1f2) — (1)) -

Da
s(fif2) = (f1)ms(f2)

ist, folgt dal das Hauptsymbol dieser Ordnung verschwindet. Also handelt es sich
um einen Operator der Ordnung Null, der somit beschrankt ist. Analog zum obigen
Beweis vertauscht dieser mit der S'-Aktion und wir kénnen ihn in seine Kompo-
nenten A zerlegen. Wir erhalten

m) _ (m) (m) (m)
A( )_m'(Tf1f2_Tf1 Tf2 )

Aus [|[AM)|| < ||A|| folgt die Aussage (6-8) fiir zwei Funktionen. Induktiv folgt sie
dann fiir Produkte endlich vieler Funktionen.

Teil (b): Wir beginnen mit einer reellwertigen Funktion f. Der Operator T ist
selbstadjungiert. Sei d(m) = dimH™ und seien A™ AU™, . ,A&% die Ei-
genwerte der Einschrankung von T auf H(™) . TInsbesondere sind dies auch die

Eigenwerte von T+ auf Ijo(M, L™). Wie in [35] ausgefithrt (n = dime M) sei

=1
das diskrete Spektralmafl. Gemé&fl Theorem 13.13 aus [35] konvergiert es schwach

zu einem Grenzmaf}

w(g) = s /M g(f(2) Q=)

mit einer universellen Konstante ~,;, welche nur von der Mannigfaltigkeit M
abhangt. Setzen wir g = 1, so erhalten wir

m m 1
— 3 A ):—nTrTf ):’VM/ fQ+0(=).
mn m M m
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(Die O(-L) Asymptotik folgt aus dem Beweis des beniitzten Theorems.) Ausgewertet
fiir f =1, d.h. T§™) = id, ergibt sich

diml“;wl(M, Lm)
T™M =
m" - vol(M)

Beachte: Das Hirzebruch-Riemann-Roch-Theorem besagt
dim Ty (M, L™) = A-m™ + O(m"™ 1) ,

D.h. dmPhotMET) — (1) | Somit gilt

. ST R
dGm o (M, L™) — volM J,, V7 m’

Dies liefert die Aussage fiir eine Funktion. Seien nun zwei reellwertige Funktionen
f1 und fo gegeben. Aufgrund Teil (a) gilt

m m m m . m 1
Ti = TEVTY = 00wt (|00 = O(=) .

Damit ist aber TrC™ = O(L). Also

1
dim 'y o7 (M,Lm)

1 (m) po(m) (m) 1
Tr (77 = (T O(—
dithOl(M,Lm) ( f1 f2 ) dimrhol(Z\j’Lm) I‘( flfz)_l_ (m)
1 1
= Q ).
volM/f1f2 +0()

Fiir beliebig viele Funktion folgt (b) durch trivale Induktion. O

(c) Beweis von Theorem 6.1

Zuerst soll die rechte Seite der Ungleichung (6-1) gezeigt werden. Da die T1(")
Projektoren sind, gilt

7™ = e a™ mem || < )

My ist der Multiplikationsoperator. Sei ¢ # 0, dann gilt

AL Ly b (o) [y TR (0, 0) 0
[ S ™ (0, 90) 2 Jar ™ (0, 0) @

< |IfII5% -
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Daraus folgt

m " 1M ™ |
78] < M) = sup —L "= < || f]]s.
oto |1l

Fiir die linke Seite findet sich in [B] ein allgemeiner Beweis, der Fourier-
Integraloperatoren, Hermite-Distributionen und koharente Zustande bentitzt. Eine
Darlegung der Methoden wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Weiter un-
ten werde ich eine allgemeine Beweisskizze geben. Fiir den Fall, dafl (M,wy) eine
projektive Kahler-Untermannigfaltigkeit ist, haben wir allerdings einen einfacheren
Beweis, der im Rahmen der vorgestellten Theorie bleibt. Es sei daran erinnert, daf3
fiir projektive Kahler-Untermannigfaltigkeiten i : M — PV die, via der Einbet-
tung zuriickgezogene, Fubini-Study-Form wpg auf PV mit der Kihler-Form w,
iibereinstimmt. Der Pullback des tautologischen Biindels auf PV ist das Duale des
Quantenbiindels auf M. Dieses Biindel nennen wir (wie oben) U. Auf dem tautolo-
gischen Biindel haben wir die Hermitesche Standardmetrik k(z,w) := (z,w) = Zw
in CN*1. Diese definiert auch eine Metrik auf U. Im allgemeinen wird diese Metrik
nicht identisch sein mit der Metrik &, welche durch das Quantenbiindel vorgegeben
ist. Durch die Bedingung *wps = wys fiir den Fall der projektiven Kahler-
Untermannigfaltigkeiten, konnen wir die zuriickgezogene Metrik benutzen, um auf
dem Quantenbiindel eine aquivalente Metrik zu definieren, welche auch weiterhin
die Quantisierungsbedingung wy, = —i0dlogk (siehe (4-27)) erfiillt. Im fol-
genden sei k diese aquivalente Metrik. Es sei noch einmal darauf hingewiesen,
daf} der Pullback hier nichts anderes ist, als das Einschranken der Objekte auf die
Untermannigfaltigkeit M. Bezeichne 7: () — M die Biindelprojektion.

Definition 6.10. ([48], [45]). Die Calabi diastatic function ist definiert als
D: M x M — Rsp U {0}, D(r71(2), 77 w)) = —log |k(\, )| . (6-30)

Hierbei sind A und g iiber den Punkten z und w auf M derart zu wahlen, daf§ gilt
E(AA) = k(p,p) = 1.

Man rechnet sofort nach, dafl die Definition von der Wahl der A und g nicht
abhangt. Desweiteren gilt

|k(/\7 :u>|2 < k(/\v )‘> ’ k(uvu) =1. (6'31>

Somit ist D(x,y) > 0. Die Funktion D verschwindet genau auf der Diagonalen,
denn nur fiir A = ap mit a € C* folgt Gleichheit in (6-31).
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Proposition 6.11. Sei z € M ein fester Punkt. Die reellwertige Funktion
D.: M — Rso U {00}, w— D, (w) := D(z,w)

ist > 0 und besitzt genau bei z eine Nullstelle. Es gilt dD.(z) = 0 wund
det(Hess(D.(w))p=> 7 0.

Beweis. Alle Aussagen bis auf die letzte ergeben sich sofort. O.B.d.A. konnen wir
annehmen, dafl w und z in einer gemeinsamen trivialisierenden Umgebung liegen.

Wir benutzen wiederum die Koordinaten
AH(,Z,S), Szrseiwv MH(wvt)v t:rte“ba

und schreiben
k(A ) = k(z,w) -5t .

Die Umgebung sei klein genug, daB k(z,w) # 0. Damit

D(z,w) = —log|k(\, p)|? = —log(k(z,w) - k(z,w) - 55 - it) .

Mit 72k(z,2) =1, r2k(w,w) =1 und k(z,w) = k(w,z) kann man D(z,w) in

den lokalen Koordinaten schreiben als

k(w, z)

=log k(z, 2) + log k(w, w) — log(k(z, w)k(w, 2)) .

x>
—~ |

\.N

g

Fiir die Ableitung ergibt sich (beachte i ist antiholomorph in seinem ersten Argu-

ment)
O k(w, D, (2,
8wLDZ(w) — Az (w w) _ A'p (Z w) .
k(w,w) k(z,w)

Damit berechnet sich
8wjawiDz(w)|w=z =0

und
Op; 0w, D= (W) |p=> = 0z, 0., log k(z,2) = igijdz AdZj . (6-32)

Somit ist die Hesse-Matrix bis auf eine Faktor i1 identisch mit der Matrix der Me-
trikkoeffizienten. Deren Determinante verschwindet aber nicht. O
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Sei als z ein Punkt xqp € M gewéhlt an dem |f(xp)| maximal wird. Sei A\g €
77 (o) mit k(\g, N\g) = 1 gewihlt. Das Paar (¢, \g) sei festgehalten. Wir betrach-
ten die holomorphen Funktionen #(™ auf U gegeben durch &™) () = k(Ag, \)™ .
Eingeschriinkt auf das Kreisbiindel Q sehen wir, daf [@(™)(\)| < 1 ist. Es gilt
|&(")(X)| = 1 genau dann, wenn X iiber xq liegt. Mit wachsendem m zentrieren sich
die ™) immer mehr um den Punkt . Es gilt

) (X)) = k(g \)™ = " DM())

d.h. (™) e H(™) und definiert somit einen Schnitt @™ € Ty (M, L™). AufgefaBt
als Funktionen von \g sind die ¢(™) = @g?) im wesentlichen gerade die koharenten
Zusténde, wie sie in Abschnitt 5(d) diskutiert wurden (siehe etwa die Formel (5-55).

Wir berechnen (siehe den Beweis von Prop 6.7)
R (@), ) () = S (M) (N) = kAo, A) k(Aoy A)™ = exp(—mD(wo, ) .

Mit Hilfe der Cauchy-Schwartz-Ungleichung erhalten wir

()| = qup 1T T2 | < 2, Tt >
P el T el T < etm gt > (6-33)
Ly F@0m (@, 800 @)Q()| | [y, f(@)e P 0e))
[y A (@), &) (2)Q () [y e PEom)Q ()

Uns interessiert der m — oo Limes. Sei U eine Koordinatenumgebung des Punkts
ro und K eine kompakte Teilmenge welche xy im Innern enthalt. Wir spalten die
Integrale jeweils in ein Integral iiber A und ein Integral iiber das Komplement auf.
Da D(xg,z) > 0 verschwinden die Integrale iiber das Komplement exponentiell fiir
m — oo. Falls die Integrale iiber K nicht auch verschwinden, miissen wir fir die
Asymptotik lediglich diese betrachten. Hier sind wir in der lokalen Situation und
konnen das Theorem der stationaren Phase anwenden. Wir verwenden die Fassung
von Hormander [115, Vol.I, Thm.7.7.5]. Die Phasenfunktion lautet

Y(x) = 1D(xg, x). Sie erfiillt aufgrund Prop. 6.11 die Voraussetzungen

Im¢ >0, Im¢(zg) =0, dy(xo) =0,
det(Hess(v))(xg) # 0 und  diy(x) #0 fir x # xq .
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Um die letzte Bedingung zu erreichen, verkleinere man eventuell K entsprechend.
Somit folgt fiir £ = 1 in Hérmanders Notation (und mit Q(z) = ¢(x)dx)

| [ g e o) = A flao)| = O)

mit einer Konstanten A # 0, die nicht von f abhangt. Somit
—m o, 1
| [ HaremP e o(ayda] = 4] | Fao) + O )

Fiir das Integral im Nenner erhalten wir das entsprechende mit f = 1. Somit gilt

| [ar f2)emmPEomQ@)| | f(x0)] + O(m™)
fM e=mD(ro,r) Q) (1) - 1+0(m™Y)

= |f(wo)| + O(m™") .

Also
TN > | f(z0)| + O(m™Y) = || flloe + O(m™Y) . O

Skizze des allgemeinen Beweisganges. Auch hier ist die Methode die, eine
Sequenz von &™) e H(™) zu konstruieren®, welche das asymptotische Verhalten

|75 et ||

T = Il + 0™ (6-34)

hat. Die Grundidee hierbei ist es, die Gesamtheit der &™) als Fourier-Moden
(beziiglich der S'-Aktion) einer einzigen Distribution ® € D’(Q) aufzufassen. Sei
also 29 € M ein Punkt mit |f(xo)| = ||f|lec und g € 771(x0) € Q sei festgewihlt.
Sei v die Kontaktform (6-12). Fiir A € @ sei

=\ = {ta(N)eT*Q[t>0} (6-35)

der Strahl durch a(A) in ¥. Wir suchen geeignete Distributionen, welche Sin-
gularitaten bei A\g in Richtung von « haben. Dies bedeutet, wir betrachten
Distributionen deren Wellenfront (zur Definition siehe etwa [104]) in =), liegen.

4Zur Vereinfachung der Notation werde ich nicht mehr zwischen den Funktionen &(™) und den
assozierten Schnitten #(™) unterscheiden.
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Eine wichtige Klasse von Distributionen mit dieser Eigenschaft sind die Hermite-
Distributionen I"(Q,Z) , welche in [104, p.221] bzw. in [35] studiert werden.
Fiir uns geniigt, dal man sie wie folgt beschreiben kann. Seien lokale Koordi-
naten y = (Y1,...,Yq), ¢ = dim@ um A gewdhlt derart, dafl in den zuge-
ordneten Kotangentenkoordinaten (y,n) , der Strahl =, durch die Gleichungen
yr. = - =Yg = 0, ;2 = ---ng = 0, mu > 0 gegeben wird. Wir schreiben
v = (y2,..-,Yq), ' = (m2,...,1m,) . Dann besteht der Raum I"(Q,Z,) aus den
Distributionen @, die mod C*°(Q) als oszillatorische Integrale

I

W

geschrieben werden kénnen. Hierbei ist die Amplitude a(n;,n") eine C'*°-Funktion,

B(y) = (27) / e Pa(ny, —1_)dm (6-36)

welche fiir 73 < € fiir ein geeignetes € > 0 verschwindet und eine asymptotische
Entwicklung

771, ~ Za] m,n 7 (6_37)
7=0

5 vom Grad r — &£ in oy fiir 5 > 0 sind

mit Funktionen a;, die positiv-homogen
und Schwartz-Funktionen in 7’ sind, besitzt. Es kann gezeigt werden, daf} diese
Definition nicht von der speziellen Wahl der Koordinaten abhangt. Insbesondere

koénnen wir diese so wihlen, daff -2 = -2 gilt.
’ oy Ay

Lemma 6.12. [B]. (a) Fiir alle ® € I"(Q, =) haben die Fourier-Moden &™) end-
liche Norm, besitzen eine asymptotische Entwicklung

||¢(m)||2 ~ Z bj m2r— g+l (6—38)

fur m — oo und verschwinden schneller als jede Potenz fiur m — —oo.
(b) Der fihrende Term by hdngt nur von der Aquivalenzklasse von @ in
[’"(Q,EA)/I’"_%(Q,EA) (d.h. von seinen “Hauptsymbol”) ab.

Der Raum I7(Q,Z,) ist invariant unter dem Szeg6-Projektor IT und unter
Pseudodifferentialoperatoren nullter Ordnung. Dies bedeutet insbesondere, dafl
I"(Q,E,) invariant ist unter den Toeplitz-Operatoren Ty. Ist ¢ € I"(Q,Z) und P

SEine Funktion f heifit positiv-homogen vom Grad k falls f(\z) = ¥ f(z) fir A > 0.
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ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung k& mit Symbol p, so besagt die Transport-
gleichung (siehe [35, §10],[104]), daB P® € I"**(Q,Z). Verschwindet das Symbol p
auf Z, so gilt P € I"t+~1/2(Q,Z). Ist in diesem Fall das Hamiltonsche Vektorfeld
des Symbols p tangential zu ganz =, so haben wir sogar P® € I"t*~1(Q,Z). Wen-
den wir dieses auf P = (f — f(x¢)) an, so erhalten wir, da die Funktion (f— f(zg))
und ihre Ableitung bei x(y verschwindet,

(f = flxo))® € I"HQ,=Z) fir deI"(Q,Z). (6-39)

Sei T5Q die Faser des Kotangentialbiindels iiber dem Punkt A € @ und ¥ die
symplektische Untermannigfaltigkeit (6-21), dann gilt 7T3yQ N¥ = E,. Sei
J(Q,TYQ — {0}) der Raum der Fourier-Integraldistributionen mit Wellenfront
in T5Q —{0}. Da das Symbol des Szegt-Projektor (zu der Toeplitz-Struktur) ledig-
lich Tréger ¥ hat, bildet der Szegd-Projektor J"(Q,T¥Q — {0}) nach I"(Q,Z))
ab (siehe [35], [100, Lemma 7.2]). Die Dirac-Distribution §, mit Trager A liegt in
o € J92(Q,T5Q — {0}). Wenden wir den Projektor darauf an, so erhalten wir

ex =116, € I1%(Q,E,) . (6-40)

Zerlegen wir ey in die Fourier-Moden ef\m), so haben diese gemafl Lemma 6.12 end-

liche Norm. Insbesondere liegen sie in H(™). Wir erhalten
(™, Wy = (0™ gy, MY = (55, IIMW™Y = (5, W) = GO (\) . (6-41)

Diese Gleichung ist aber auch die definierende Gleichung (5-34) fiir die kohé&renten
Zustande.

Beachte ¢ = 2n+1 ist die reelle Dimension des Kreisbiindels. Insbesondere haben
wir nach Lemma 6.12 die asymptotische Entwicklung

||e ||2 bo(ex)m™ +bym™ V2 4 .

Es kann gezeigt werden (siche [B, Lemma 2]) dafl bg(e A) A # 0. Wir wahlen
¢ = ey, bzw. @™ = (™. Die Distribution (T} — f(w0))@(™ liegt in
I197YQ,Zy,) und besitzt deshalb die Asymptotik an L4 O(mn=1~1/2). Die
Distribution (™) selbst besitzt die Asymptotik Am™ + O(m™~/2). Da A # 0 ist,
gilt
770 — flao)2 ™|
[@Cm]]

=0(m™1).
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Also

|73 0| |

(m) g(m m
1T || f ()™l ] = ok
[20] T

20| [@(m]]

Dies impliziert die linke Seite der Ungleichung (6-1). O
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7. Ein Sternprodukt via Berezin-Toeplitz-Quantisierung

Setzt man in der Formulierung des Theorems 6.2 in der Gleichung (6-3) h = L,
so erhalt man

lim

U (1/m 1/h
lim || (T3, T — TPl =0 (7-1)

{f.9}

Die Ahnlichkeit dieses Ausdrucks mit der Poisson-Bedingung auf der 1. Stufe der
formalen h-Entwicklung des Sternprodukts fallt auf. Natiirlich ist hier unser A kein
formaler Parameter, sondern nimmt die diskreten Werte {-- | m € N} an. In der
Tat ist es aber moglich, durch Verscharfung der Methoden des letzten Abschnitts
ein formales Sternprodukt zu definieren. Dies soll in diesem Abschnitt geschehen.

Zur Definition eines Sternproduktes sei auf Abschnitt 3 verwiesen. Um auf
A = C>(M)[[h]] ein formales Sternprodukt einzufiihren, miissen wir eine Multipli-

kation x definieren. Genauer gilt fxg = > C;(f,g)h* mit C-bilinearen Abbildungen
i=0

C; : C°(M) x C>*(M) — C°(M) derart, daBl x assoziativ ist und daff die beiden

Bedingungen

CO(f,g):f'g, und Cl(f,g)_cl(g,f):_i{fag} (7'2)

erfullt sind.

Theorem 7.1. Sei M eine kompakte Kahler-Mannigfaltigkeit, dann induziert die
Berezin-Toeplitz- Quantisierung ein eindeutiges (formales) Sternprodukt auf C (M)

frg:i=> WCi(f9),  Cj(f.g9) € C=(M) (7-3)
=0

derart, daf fir f,g € C®(M) und fir alle N € N die Beziehung

1Y/ (m) (m) 1\
2 <E> Tyt =15 Tg(m)H = Kn(f,9) (E) (7-4)
0<j<N
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fiir m — oo, mit geeigneten Konstanten Kn(f,qg) gilt.

Es wird hier nicht die Konvergenz dieser Sternprodukte untersucht. Insbesondere

wird nicht behauptet, dafl man eine “strikte Deformationsquantisierung” im Sinne
von Rieffel [175] erhalt.

Beweis. Die Notation sei wie im Beweis von Theorem 6.2 im letzten Abschnitt.
Insbesondere verwende ich hier wieder den globalen Toeplitz-Operator Ty, den Ro-
tationsoperator D, nebst deren Projektionen T}m), bzw. (m-) auf die Eigenrdume
H™) = Do (M, L™).

(a) Die Definition der C;(f, g) € C*(M). Die Konstruktion erfolgt induktiv, derart
daf

N-1
Ay = D]JTng - Z D]J_jTCj(f,g) (7-5)
j=0

ein Toeplitz-Operator von der Ordnung Null ist. Der Operator Ay ist S'-invariant,
d.h.esgilt D,-Ax = An-D,. Da er von nullter Ordnung ist, ist sein Hauptsymbol
o eine Funktion auf (). Wegen der Invarianz ist es sogar durch eine Funktion auf M
gegeben. Diese Funktion sei Cn(f,g). Der Operator Ay — T, (f,4) ist dann von
Ordung —1 und Anxy1 = D,(An — T (f,9)) ist von Ordnung 0 und somit genau
von der Form wie in (7-5) angegeben. Die Induktion beginnt mit

Ao =TyTy, und o(Ao) =o(Ty)o(Ty) = f 9= Co(f,9) .

Als ein Operator von der Ordnung Null auf einer kompakten Mannigfaltigkeit ist
An beschrankt. Somit gilt dies auch fiir seine Komponenten AE\T). Wir erhalten

j()f,9)||:||Ag\T)||§||AN||. (7-6)

N-1
[N T T — 3T Nl
§=0
Nach Division durch m” ergibt sich die asymptotische Aussage (7-4). Aus der
Konstruktion ergibt sich sofort die Bilinearitat.

(b) Die Poisson-Struktur. Dafl Co(f,g) = f - ¢ gilt, ergab sich bereits oben. Um
die zweite Formel in (7-2) zu zeigen, schreiben wir (7-6) explizit fiir N = 2 und das

Paar (f,g):
2-(m) m 2-(m) (m) -
|m> T T =m0 —mT), <K
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Einen entsprechenden Ausdruck erhalten wir auch fiir das Paar (g, f). Subtra-
hiert man die beiden Operatoren unter der Norm, so erhalt man mit Hilfe der
Dreiecksungleichung

2 (M) i (m m)rp(m) (m) (m)
||m* (T Tg( >—Tg< )Tf ) = (T gy = Ter gy Il < 2K

Nach Division durch m und Multiplikation mit ¢ erhalt man

(M) (m)  p(m)(m)y () _ L
mi(T,; T T\"™'7T T =0 .
[lm (T, ) i(omf,g)—cl(g,f))” )

3

Vergleichen wir den ersten Summanden in dem Operator unter der Norm mit dem
Toeplitz-Operator der Poisson-Klammer, so haben wir aufgrund von Theorem 6.2
aber bereits eine O(--)-Asymptotik. Dies impliziert

||T(m)

=0(—).
(fr—i (C1(fi9)=Ci(9.)) =06

Theorem 6.1 besagt aber, daf} die linke Seite fiir m — oo den Limes

||{f,g}_ I(Cl(fag) _Ol(g,f))Hoo

besitzt. Somit gilt {f,g} = i(C1(f,g) — Ci(g, f)). Damit ist (7-2) gezeigt.

(c) Die Eindeutigkeit. Sie 148t sich aufgrund der Asymptotik (7-4) durch vollstandige
Induktion beweisen. Seien C;(f,g), bzw. é’j(f,g) zwei solcher Systeme bilinearer
Abbildungen, welche die Voraussetzungen erfiillen. Gelte C; = é’j fir

j < N — 2, so erhilt man durch Subtraktion der entsprechenden Ausdriicke in (7-4)
und unter Benutzung der Tatsache, daf 70" linear in den Funktionen ist

1 . K
=T : <o
mN=1"(Cn—1(f,9)=Cn—1(froN = N

Nach Multiplikation mit m~N~' folgt somit

TY}EIIOO ||T(C'N—1(f79)—éN—1(f»9))|| =0

Mit Hilfe von Theorem 6.1 folgt wiederum Cn_1(f,g) = C~'N_1(f, g). Die Induktion
startet mit N = 1. Nach Voraussetzung ist Co(f,g) = Co(f,9) = f - g
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(d) Die Assoziativitiat. Der Beweis baut auf denselben Grundgedanken auf. Schreibt
man die Assoziativitit des formalen Sternprodukts fx(gxh) = (fxg)*h in Bedin-
gungen fiir die Abbildungen C; um, so erhalt man fir k = 0,1, ... die Bedingungen

> Ci(f,Crailg h)) =Y Ci(Cri(f,9),h) - (7-7)

Aufgrund Theorem 6.1 wissen wir

f=g — [l 77" -1 =0.
Es geniigt also den Toeplitz-Operator T\ auf die Relation (7-7) anzuwenden und
die Asymptotik von Tiinke Seite — I rechte Seite zU betrachten.
Ich zeige die Assoziativitat durch vollstandige Induktion tiber k.
k=0:Co(f,Colg,h)) = Co(Co(f.g),h) ist richtig, da Co(f,g) = f - 9.
Sei also die Behauptung richtig bis zum Level £ — 1. Fir 0 < r < k wird die
Asymptotik (7-4) mit m” (N = r 4 1) multipliziert und ergibt

r—1
TE gy = M T = S T gy + O (7-8)
s=0

Hier soll das Symbol O(%) bedeuten, dafl der Operator, welcher durch die Differenz
der linken und der rechten Seite gegeben ist, ein Operator ist, dessen Norm sich wie

O(-L) fiir m — oo verhilt. Insbesondere erhalten wir also fiir [ =0,1,... ,k
-1 !
(m) (m)rp(m) I—s
et sty =T TE (g = D T Te, ety +O(=) - (T9)
s=0

Dies summieren wir uber diese [ und erhalten

k k 1—1
(m) _ L (m) () I—sp(m) 1
Tine seive = 2T TE" oy = D2 M T o gy T O -
=0 [=0 s=0

Schauen wir uns nur die zweite Summe an, so konnen wir diese umformen zu

k
r (m) rn(m)
_Zm ZTOI +(f,Cr—1(g,h)) Zm T. Sy Ca(f,Cher—s(g,h))
= l=r
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Diese Summen sind aber genau die Summen von denen wir per Induktion bereits
die Giiltigkeit von (7-7) wissen. Fiihren wir dieselbe Umformung auch fiir die rechte

(m) (m) : :
Seite aus und subtrahieren wir T]rechte Seite VO Tllnke Seites SO bleibt als Differenz

k
L (m) 4=(m) (m) (m)
> om'TTEY ZmTck (i) T +O( )

Spalten wir die erste Summe aufin / = 0 und [ > 1 und verwenden wir fiir den [ = 0
Term die Asymptotik (7-8), so erhalten wir

k—1

0 [ p(m), krp(m)mp(m) k—srp(m) mn(m) (m) po(m)

m (Tf m* T Ty Zm TTE )+ )-I—ZmT T o
s=0

= mF T (T T™) + O(E) .

Einen entsprechenden Ausdruck ergibt sich fiir die zweite Summe. Als Differenz
bleibt somit
m m m m m m 1
m (T (T — (T T T) + 0
Hierbei handelt es sich um Operatoren, welche natiirlich assoziativ sind. Dies be-

deutet, daB der Operator bei m* identisch verschwindet. Somit folgt mit Theorem
6.1 die behauptete Assoziativitat. [

Durch die Methode der Berezin-Toeplitz-Quantisierung erhalt man somit auf be-
liebigen kompakten Kahler-Mannigfaltigkeiten ein Sternprodukt, das geometrisch
induziert ist. Dessen Existenz wird also nicht aufgrund kohomologischer Resultate
bewiesen. Ein wichtige geometrische Methode Sternprodukte zu erhalten wurde
auch von Fedosov [75],[76] gegeben. Wie von Deligne [59] vorgeschlagen, ist es
interessant den Zusammenhang beider Sternprodukte zu untersuchen. Dies trifft
auch zu in Bezug auf die Sternprodukte, die man bislang konstruiert hatte. Siehe
Abschnitt 3 fir weitere Referenzen. Es sei erwahnt, daff von Coburn und Xia in
[53] mit Hilfe der Berezin-Toeplitz-Operatoren fiir den C* ein Sternprodukt kon-
struiert wurde. In einem kiirzlich erschienenen Artikel skizziert Guillemin [106] wie
man direkt aus dem Symbolkalkiil fiir die globalen Toeplitz-Operatoren heraus ein
Sternprodukt erhalten kann. Vermutlich wird sich dadurch dasselbe ergeben, wie
hier, wenn man die komplexen Strukturen entsprechend wéahlt.
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Es erhebt sich die Frage inwieweit die Zusatzforderungen (5), (6) und (7) aus
Def. 3.1 erfiillt sind. Fiir f = 1 gilt Tj = id , baw. T\™ =id . Esist Co(1,g) = g.
Weiter ist mit (7-5)

Ay = D,TyT, — D Ty, = DTy — DT, .

Somit verschwindet das Hauptsymbol von A; und es gilt C(1, ¢g) = 0. Durch triviale
Induktion folgt
Ck(lag) = Ok(97 1) = 07 fir k>1 ) (7'10)

also die Bedingung (3-6).

Konkrete (nichttriviale) Berechnungen! fiir den P!-Fall von mir (nicht publiziert)

zeigen
: _29f 9y
(m) (m)(q) — T(™) (m) 220 29| = :
Jim o (TVNTg) = T 59)) + 7 (14275 =0 (1)
Daraus folgt
_29f 9y
- _ 2Z7J ZJ _

Fiir den Fall der Riemannschen Flachen von Geschlecht g > 2 beschaftigt sich
der Artikel von Klimek und Lesniewski [137] im wesentlichen damit, die (7-11)
entsprechende Beziehung zu zeigen. Sie erhalten?

Cr(f.) = —5(1— 22 %

2 0z 0z (7-13)

In den Beispielrechnungen gilt Cy(g, f) = C1(f, 7). Insbesondere folgt fiir reellwer-
tige Funktionen f und g: Cy(g, f) = m Dies bedeutet, daf} die Paritatseigen-
schaft (3-7") fiir £ = 1 erfiillt ist. Vermutlich 148t sich die Paritit allgemein durch
eine etwas genauere Analyse des Konstruktionsprozesses zeigen. Gleichzeitig geben

diese Berechnungen zur folgenden Vermutung Anlaf.

Vermutung 7.2. Fir das obige Sternprodukt sind die Cy(f,g) Bidifferentialopera-
toren vom Bigrad < (k, k).

Hierzu ist die Lokalitat der Cj zu zeigen. Mit Hilfe von Peetres Theorem [166], [43],
[142] folgt dann, daf es sich um Differentialoperatoren handelt. Fiir den Bigrad
IBei diesen Berechnungen wird nicht entlang des Beweises des Theorems vorgegangen. Es wird

mit einer Basis der Schnitte gearbeitet. Siehe hierzu die Bemerkung nach Formel (6-3).
2Die Potenz r in der Referenz [137] entspricht hier 2m.
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miissen dann entsprechende Abschatzungen gefunden werden. Hierzu sind die Un-
tersuchungen noch nicht abgeschlossen. Aus der vermuteten Struktur wiirde auch
folgen, dafl es sich um eine Deformationsquantisierung mit Separation der Variablen

im Sinne von Karabegov [128] handelt.

Beispiel 7.3. Fiir die projektive Gerade P! ergibt sich (siehe (7-12))

af o
f*g:f-g—(1+zz)28—£a—g-h+0(h2).
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8. £,-Approximation

(a) Die Definition

Die Quantisierung, wie sie in den vorherigen Abschnitten dargestellt wurde, gibt
eine Zuordnung einer Familie von (endlichdimensionalen) Operatoralgebren zu der
festen Poisson-Algebra P(M). Diese Familie wird durch i = % parametrisiert. Fir
h — 0, bzw. m — oo kénnen wir Informationen iiber die Algebra P(M) zuriickge-
winnen. Ein Schema um diese Approximation zu beschreiben, wurde vom Autor
zusammen mit Bordemann, Hoppe und Schaller 1991 in [A] unter dem Namen
L£o-Approximation entwickelt. Ausgangspunkt war die Beobachtung, dafl im Zu-
sammenhang mit der Quantentheorie der Membranen die relevanten Lie-Algebren
der divergenzfreien Vektorfelder der Sphare S? [116], bzw. des Torus [72],[117],[ 118]
als “Grenzwert” von su(N), N — oo Lie-Algebren beschrieben werden kénnen. In
manchen Artikeln der Physiker wurde vorschnell daraus geschlossen, dafl diese Al-
gebren isomorph zu su(oo) sein miissen. In der Arbeit [A] wird jedoch gezeigt,
dafl diese drei Algebren (genauer gewisse Unteralgebren, fiir welche die Appro-
ximation funktioniert) paarweise nicht isomorph sind. Wie dort gezeigt, siehe
auch Abschnitt (c), kann die Algebra der divergenzfreien Vektorfelder in Bezug
zur Poisson-Algebra gebracht werden. Uber die Quantisierung erhilt man somit
die Zuordnung endlichdimensionaler Algebren. Es war die Vermutung in [A], dafl
fiir kompakte Kahler-Mannigfaltigkeiten diese Zuordnung genau die Bedingung ei-
ner £,-Approximation mit « = m, m € N erfillt. Fir den Fall des komplexen
n-dimensionalen Torus, waren wir in der Lage die Vermutung zu zeigen. Nach der
Definition der £.,-Approximation werde ich zeigen, wie die Vermutung allgemein
sich als eine Folgerung aus Theorem 6.1, 6.2 und 6.4 ergibt. Insbesondere wird sich
ergeben, daf} die Poisson-Algebren kompakter Kahler-Mannigfaltigkeiten (nur die
Lie-Struktur betrachtet) immer u(N), N — 0o Grenzwerte sind.
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Sei (L, [.., ..]) eine (reelle oder komplexe) Lie-Algebra und (£,, [..,..]o) eine Fami-
lie von (reellen, bzw. komplexen) Lie-Algebren indiziert mit o € I. Die Indexmenge
I C R sei derart beschaffen, dafl lim,_ ., sinnvoll ist. Typischerweise ist bei uns
I = N. Die Lie-Algebren £, seien mit Metriken d,, versehen (bei uns handelt es sich
immer um Normen). Sei weiter eine Familie von linearen Abbildungen p, : £ — £,

gegeben.

Definition 8.1. Die Familie (£4,[..,.]a,da,a € I) heifit approximierende Folge
fir (£,[..,..]) induziert durch (p,,a € N) und £ heifit £,-Quasilimes falls gilt:
(1) Die Abbildungen p, sind surjektiv.
(2)
(3)

Seien z,y € L. Aus dy(pa(x),pa(y)) — 0 fir a — oo folgt x =y.
Fir alle z,y € £ gilt

do(pa([r,]), [Pa(7), pa(y)]a) — 0, fiir a— o0 . (8-1)

Bemerkung 8.2. Setzen wir ¥y = 0 in Bedingung 8.1(2) und sei € £, dann
folgt aus d,(pa(x),0)) — 0 fir « — oo bereits x = 0. D.h. die Elemente die

“asymptotisch” verschwinden, verschwinden bereits in L.

Bemerkung 8.3. Insbesondere gibt es fiir jedes x € £, x # 0 mindestens ein « mit
Pa() # 0. Somit ist die lineare Abbildung

L — H Lo, T — (pa(x»txel
a€cl

injektiv, da
ker((pa)acr) = ﬂ ker p,, .

Damit kann £ als Unterraum des direkten Produkts aufgefafit werden.

Bemerkung 8.4. Bedingung 8.1(3) besagt, dafl approximativ die Familie von li-

nearen Abbildungen ein Lie-Homomorphismus wird.

Bemerkung 8.5. Ebenfalls aus 8.1(3) folgt daf}, falls die £,,p, und d, gegeben
sind, es nur eine Lie-Struktur auf £ gibt, so daff £ ein £,-Quasilimes ist. Dies ist
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ein schwacher Eindeutigkeitsatz. Seien namlich [..,..] und [..,..]" zwei Lie-Strukturen
auf £ und x,y € £ gegeben, dann gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

da(pa([l‘,y]),pa([l‘,y]/)) < da(pa([*r’y])a [pa(*r)apa(y)]a)+
do([pa(®), Pa(y)]as Pallz, y]) -

/

Ist nun £ sowohl beziiglich [..,..] als auch beziiglich [..,..]" ein £,-Quasilimes, so

stehen auf der rechten Seite zwei Nullfolgen fiir & — 0co. Somit steht links auch eine
Nullfolge. Aufgrund 8.1(2) folgt daraus aber [z, y] = [z, y]'.

Bemerkung 8.6. Ob eine £,-Approximation vorliegt, kann durchaus von den
gewahlten Metriken d,, d., abhingen. Gibt es allerdings uniforme Konstanten
a,b > 0, so daf} fir alle « € I und alle x,y € £ gilt

a-do(z,y) <d,(z,y) <b-do(z,y),

dann sind diese auch im Sinne der £.,-Approximation aquivalent.

(b) £,-Approximation und Quantisierung

Sei gl(T hot(M, L™)) die Lie-Algebra der Endomorphismen des Raums T, (M, L™)
der globalen holomorphen Schnitte der Tensorpotenzen des Quantenbiindels L. Das
Lie-Produkt ist gegeben durch den Kommutator [A,B] = A-B — B-A. Da wir ein
Skalarprodukt auf Ty, (M, L™) haben, ist der zu A adjungierte Operator durch die
Bedingung

(A*s,t) = (s, At), fir alle s,t € Ty (M, L™)

wohldefiniert. Der Unterraum der antiselbstadjungierten Operatoren
u(n) i= { A € glTuou(M,L™)) | A" = —A } (8-2)
ist eine reelle Lie-Algebra. Wie tiblich bezeichne
su(n):={A€u(n)|TrA=0} (8-3)

die reelle Lie-Algebra der spurlosen Endomorphismen. Wahlt man eine Ortho-
normalbasis der Schnitte, so werden die jeweiligen Algebren identifiziert mit allen
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Matrizen, den schief-Hermiteschen Matrizen und den spurlosen schief-Hermiteschen
Matrizen.

Auf gl(Tho (M, L™)) wahlen wir die reskalierte Operatornorm

1 Ap
|A]l;m = — sup Al (8-4)
m ozo ||l
Es seim € I = Nund P(M) = P(M,R). Wir betrachten die Familie von Abbil-

dungen

(P(M),{,}) — (wlha(ML™), [, ], Ml )s @z [ @;m)7(8_5>
(P(M),{ .} —= (wTha(M.L™), [ ] Ml )y Pt fr= im'T}m) .
(8-6)

Es sei daran erinnert, daf @;m) = m - @y der reskalierte Quantenoperator ist.

Gemaf Prop. 5.2 ist fur reellwertige Funktionen f der Toeplitz-Operator T}m) selbst-

)

adjungiert. Somit ist imT}m antiselbstadjungiert. Aufgrund des Zusammenhangs

Qgcm) = imT}TL Af ist Qgcm) ebenfalls antiselbstadjungiert. Dies bedeutet, daf}
die Abbildungen p,,, bzw. ¢, nach u(Tpq (M, L™)) gehen.

Fiir komplexwertige Funktionen erhalten wir entsprechende Abbildungen

P(M,C) — glThot(M,L™)), g f = Q") bzw. pu: fr imT\™ .
(8-7)
Wir zerlegen die linke Seite in P(M) & iP(M) (als reelle Vektorrdume) und die
rechte Seite als w(Tpor(M, L™)) ® iu(Tho(M, L™)). Es gilt TV7) = iT\™ und
@(ln;) = i@gcm). Dies bedeutet, dafy die Abbildung p,, (bzw. ¢,,) zerlegbar sind in

pm(Ref+ iImf) =pn(Ref) D ipn(Imf) .

Somit gilt: Ist p,, fiir die reellwertigen Funktionen surjektiv auf w(Tpq (M, L™)),
so ist p,, fiir die komplexwertigen Funktionen surjektiv auf gl(Tpo (M, L™)) und
umgekehrt. Die folgenden zwei Propositionen und das Theorem ist [B] entnommen.
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Proposition 8.7. Die kanonische lineare Abbildung
st End(Tho (M, L™)) — C=(M), s (| >< ¢|) := h"™)(p,0)  (8-8)
st eine Injektion.

Beweis. Sei sy, Sa, ..., Sq eine Basis von I'y (M, L™). Eine Basis von End (T, (M, L™))
ist dann durch |s; >< sj|, 7,5 =1,...,d gegeben. Per Definition ist

s(M)(|s; >< s;]) = h"™)(s;,5;) . Sei V eine trivialisierende Karte mit der holomor-
phen Koordinate z. Reprasentieren wir sowohl die Schnitte als auch die Metrik lokal
durch Funktionen, so erhalten wir

s (s >< s51)(2) = h(2)3(2) - 5:(2)

mit einer festen positiven Funktion i (die nicht von i und j abhéngt). Wir nehmen
an, diese d? Funktionen seien linear abhingig. D.h. es gibt eine nichttriviale Relation

Zaij h(z)sj(z)si(z) =0, VeeV.

i?j

Die Relation wird durch A dividiert. Danach kann sie analytisch ausgedehnt werden
auf V' x V. Dies ergibt

0= Zaij%sj(w) = Z ZaijW si(w), Vz,weV .

% i J

Wir betrachten zuerst die Koordinate w. Wiirden nicht alle Koeffizienten vor den
s; verschwinden, so ware die lokale Relation auf V' auch eine globale Relation (we-
gen der analytischen Fortsetzung). Dies wére aber ein Widerspruch zur linearen

Unabhéngigkeit. Also >, a;;s;(z) = 0 fiir alle 7 und alle = € V. Das gleiche

Argument zeigt weiter a;; =0, ¢,j = 1,...,n. Somit ist s(™) injektiv. O

Proposition 8.8. Sei End(T'j0/(M,L™)) mit dem Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt
ausgestattet und C°°(M) mit dem L*-Skalarprodukt beziiglich des symplektischen
Volumens, dann ist die Abbildung s'™) adjungiert zu T . D.h. es gilt

(AT ) s = (s (A), f) . (8-9)
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Beweis. Sei sy, Sa, ... ,5q wiederum eine Orthonormalbasis der Schnitte. Es berech-
net sich

(A, T s = Te(A* - T)™) = Z(si, AT ;) = sti, Fesi)
Seinun A =3, ajkls; >< si| . Dann gilt
S(m)(A) = Zajk h(m)(sk,sj), As; = Zaji|sj >
3.k J

Damit
<A,T}m)>HS = Z/ h(m)(ASi,fSi)Q = / Zajifh(m)(Sj,Si)Q .
. M M S
7 2,7

Andererseits gilt

(5™ (A), f) / SCO(A) - f Q

/Zaﬂkh( )sk,sj ) f Q= /Zaﬂ (sj,8))- f . O

Man vergleiche diese Proposition mit der Proposition 5.10 . Dort zeigte ich,
daB in Bezug auf eine deformierte L2-Norm T("™) adjungiert zu der Berezinschen
kovarianten Symbolabbildung ist. Fir den Fall, dal die Rawnsleysche e-Funktion
konstant ist, stimmen beide Normen bis auf einen Konstante tiberein. Daraus folgt,
daB die obige Abbildung s in diesem Fall bis auf einen Faktor die kovariante
Symbolabbildung ist.

Proposition 8.9. Die Quantisierungsabbildungen
T QU™ . C>®(M,C) — End(T (M, L'™))

sind surjektiv.

Beweis. Die Surjektivitit von T(™) folgt aus der Injektivitit der adjungierten Ab-
bildung wie folgt: Sei A orthogonal zu Bild 7("™). Dies bedeutet

(A, TI™y =0, YfeC=(M).
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Damit folgt aus (8-9) s(™)(A) = 0. Wegen Prop. 8.7 folgt A = 0, also folgt die
Surjektivitét von 7™,

Es gilt @(m) = mT™) o (id — ﬁA) . Wegen der Surjektivitit von 7™ gibt es zu
jedem Operator A ein g € C°°(M) mit A = mT\"™. Da (id — 5-A) ein positiver
elliptischer Operator ist, gibt es zu g auch ein f mit (id — 5=A)f = ¢g. Somit
Q(m) . Also ist auch @(m) surjektiv. [

Damit sind auch die Abbildungen p,,, bzw. ¢,, aus (8-5) und (8-6) surjektiv.

Schauen wir die Approximationssitze aus Abschnitt 6 an (Thm. 6.1, Thm. 6.2,
bzw. Thm. 6.4) so gilt erstens

N Ty =l 75711 = 15 e
bzw.
Jim (1@ = 111l

Damit kann der Limes nur dann verschwinden, falls f selbst verschwindet. So-
mit ist die Bedingung (2) aus der Definition 8.1 einer £,-Approximation erfiillt.
Desweiteren gilt

lim ||[1mT( ™) 1mT(m)]— 1mT( = hm ||1m[T(m (m)]—

Damit ist auch die Bedingung (3) erfiillt. (Fiir Q™) steht sie bereits in (6-6).)
Somit folgt die Vermutung aus [A]:

Theorem 8.10. [Bordemann, Meinrenken, Schlichenmaier [B]] Sei (M,w) eine
kompakte, quantisierbare Kahler-Mannigfaltigkeit mit sehr amplen Quantenbindel
L. Sei P(M) die Poisson-Algebra der reellwertigen Funktionen auf M. Dann
ist P(M) sowohl in Bezug auf die Quantisierungsabbildung der geometrischen
Quantisierung als auch der Berezin-Toeplitz-Quantisierung ein w(T o (M, L™))-

Quasilimes.

Mo6chte man eine su(I'yo (M, L™))-Approximation, so mufl man sich zuerst auf
die reellwertigen Funktionen mit [ v S = 0 beschrianken (siehe hierzu Teil-
abschnitt (c)). Leider folgt dann immer noch nicht, daf TrTJEm) = 0, d.h.
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T}m) € su(Tpo (M, L™)) ist. Prop. 6.5 (b) gibt allerdings eine Aussage iiber das
asymptotische Verhalten der Spur. Sei d(m) := dim 'y, (M, L™). Wir setzen

(m) ,_ p(m) (m)y . -

Per Konstruktion gilt Tr f}m) = 0. Andererseits folgt wegen der Voraussetzung
[3; f € =0 mit Prop 6.5(b)

T 7™ 1
i =006
d(m) m
Damit
Tim ([T = Tim 1T =[] fl]e

Desweiteren gilt [f}m), 7™ = [T}m), 7{™] und damit weiter

L (M) Am)) _ Am) ) (s ep(m) p(m)) _ p(m) 1
T T = T = [imlT ™, T4 = T+ 0()
Auf diese Weise erhdlt man einen su(T'j0(M, L™))-Quasilimes. Dasselbe funktio-
niert auch fiir den entsprechend modifizierten Operator der geometrischen Quanti-

sierung
1

Q™ .id .
) er i

Q- ay -

(c) Der Zusammenhang mit den divergenzfreien Vektorfeldern

In der Quantentheorie der Membranen (dies sind zweidimensionale symplekti-
schen Mannigfaltigkeiten, bzw. eventuell auch deren hoherdimensionale Verallgemei-
nerungen) sind die volumenerhaltenden Diffeomorphismen von besonderer Bedeu-
tung. Auf infinitesimaler Ebene entsprechen ihnen die divergenzfreien Vektorfelder.
Hierbei ist die Divergenz in Bezug auf die vorgegebene Volumenform zu nehmen.
Sei Lx die Lie-Ableitung in Richtung des Vektorfelds X und  die symplektische
Volumenform, dann ist die Divergenz div(X) die skalare Funktion definiert durch

LxQ = div(X) Q. (8-11)
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Bezeichne Vect(M) die Lie-Algebra der C'*°-Vektorfelder auf M. Der Unterraum
der diverenzfreien Vektorfelder ist definiert als

dif fyM:={X € Vect(M) | LxQ=0}. (8-12)
Da [Lx,Ly]Q = Lixy|Q gilt, ist dif fy-(M) eine Lie-Unteralgebra. Genauso ist
LHam(M) :={X € Vect(M) | Lxyw =0} (8-13)

ebenfalls eine Unteralgebra. Diese Unteralgebra heiflit die Algebra der Ilokal-
Hamiltonschen Vektorfelder. Da die Lie-Ableitung eine Derivation (auch in Bezug
auf das duflere Produkt) ist, folgt aus der Definition des symplektischen Volumens
Q=a-(WA...\w)

LHam(M) < dif fy (M) .

Im Fall der Dimension 2, d.h. fiir die zweidimensionalen Membranen, haben wir

natirlich Gleichheit. Die Hamiltonschen Vektorfelder sind gegeben als
Ham(M):={X e Vect(M) |3f € C*(M): X = Xy} . (8-14)

Da gilt [X;, X¢] = X_154 (4-32), bilden diese eine Unteralgebra von Vect(M).
Fiir die Lie-Ableitung gilt

Lx —ixod+doix . (8-15)

Mit dw = 0 folgt daraus Lxw = dixw = d(w(X,.)) . Ist X ein Hamiltonsches
Vektorfeld, so gilt
Lx,w=dw(Xy,.))=d(df)=0. (8-16)

Wir erhalten somit die Kette von Vektorfeldalgebren

0 < Ham(M) < LHam(M) < diffv(M) < Vect(M).

Proposition 8.11. Seien X und Y Vektorfelder mit Lxw = Lyw = 0, dann gilt

(X, Y] =-X,xy) - (8-17)

Beweis. Zu zeigen ist, daf} fiir alle Vektorfelder Z gilt

w(—[X, Y],Z) = d(w(X, Y))(Z), d.h. i[X,Y] = dixiyw .
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Nun gilt [1, p.121]

i[X,y] =Lxiy —ityvLx .

Wegen den Voraussetzungen bleibt nur L xiyw auf der rechten Seite. Unter Benut-
zung von (8-15) erhalten wir

dixiyw = inyw — ixdiyw .

Aus Lyw =0 ergibt sich wiederum mit (8-15) diyw = 0 und somit die Behaup-
tung. 0O

Dies bedeutet, dal Ham(M) ein Ideal in LHam(M) ist. Die Faktorabbildung
ist gegeben durch

LHam(M)/Ham(M) = H'(M,R), Xr—iyw. (8-18)

Aufgrund von (8-17) ist die Lie-Struktur auf dem Quotienten abelsch.

Die Poisson-Algebra P(M) steht selbst in Beziehung zu Ham(M). Es sei die
Abbildung
U:P(M)— Ham(M), f——-Xy (8-19)

gegeben. Per Definition ist ¥ surjektiv und wegen (4-32) ein Lie-Homomorphismus.
Xy = 0 bedeutet df = 0, d.h. ker ' = R. Wir erhalten die exakte Sequenz von
Lie-Algebren

0 — R — PM) — Ham(M) — 0. (8-20)

Fur kompaktes M spaltet diese Sequenz. Wir haben in diesem Fall namlich den

Isomorphismus

A~

U:P(M)X2R® Ham(M), f—>(/MfQ,—Xf). (8-21)

Hierzu haben wir lediglich zu zeigen, daf} fM{f, g} Q=0 gilt . Dies ist richtig, da
fiir beliebige Vektorfelder gilt [1, p.153]

/M dF(X)-Q=— /M Fdivy Q. (8-22)
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Somit /M{f’g} 0_ /M df(X,) Q= — /M div(X,) Q2 =0,

da Hamiltonsche Vektorfelder divergenzfrei sind.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten kann also Ham(M) identifiziert werden mit
der Unteralgebra der Funktionen, deren Integral iiber M verschwindet. Somit
kann durch die oben ausgefithrte Quantisierung fiir den wesentlichen Teil der lokal-
Hamiltonschen Vektorfelder eine su(I'q (M, L™))-Approximation erhalten werden.
Es sei daran erinnert, dafl im Fall der reellen Dimension 2 die lokal-Hamiltonschen

Vektorfelder mit den divergenzfreien zusammenfallen.

(d) Weitere Beispiele. Die Quantentorusalgebra.

In der theoretischen Physik, etwa im Rahmen der Gitterapproximation von kon-
tinuierlichen Feldtheorien, der Hydrodynamik, der Theorie der integrablen Systeme
spielen gl(N),u(N),su(N), N — oo Grenzwerte eine wichtige Rolle. Meist hat
man es mit unendlichdimensionalen Lie-Algebren zu tun, welche man durch end-
lichdimensionale approximieren mochte. Das Theorem 8.10 hat gezeigt, dal mit
Hilfe der Quantisierung (bei geeigneten Voraussetzungen an die Mannigfaltigkeit)
solch ein Limes existiert. Es liefert somit eine strukturelle Aussage iiber diese Theo-
rien. Andererseits besagt es auch, daff aus der Tatsache allein, daf} ein gl{(V)-Limes
vorliegt (bei dem man die Projektionsabbildungen nicht mit betrachtet), nicht viel
Information uber die spezielle Situation herausgeholt werden kann, da es sich um
ein generelles Prinzip handelt.

Wegen seiner Bedeutung, mochte ich noch einige weitere Beispiele von £-
Quasilimites aus [A] hier behandeln.

Beispiel 8.12. Die Algebren gl (c0), bzw. gl(o0) sind definiert als
gli(o0) :={(aij)ijen | aij € C, a;; = 0 fiir fast alle 4, }
gl(00) := {(a;j)ijez | aij € C, a;; =0 fir fast alle ¢,5 } (8-23)
Als Lie-Produkt sei der iiblichen Matrizenkommutator genommen. Dies bedeutet:
Ist E;; die Matrix mit Eintrag 1 an der Position (7, j) und 0 sonst, dann bilden die

E;; mit i,57 € N, bzw. 7, j € Z eine Basis und es gilt
[Eij, Ekl] = 6j,kEil — 6i,lEk,j . (8—24)
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Jede Bijektion N 22 Z vermittelt tiber die Numerierung der Standardbasis einen Iso-
morphismus. Es gibt allerdings keinen kanonischen Isomorphismus. Da jede Matrix
nur endlich viele nichtverschwindende Eintrige besitzt, ist die Spur wohldefiniert.
Dies bedeutet wir konnen die Unteralgebren

sly(oo):={A€gly(o0)| TrA=0}, sl(o0) :={Ae€gl(co) | TTA=0}
definieren. Sei gl(N) die {ibliche Matrix der N x N-Matrizen, so ist durch
zNgl(N)—>gl+(oo), EinEija i,jzl,...,N

eine Einbettung gegeben. Offensichlich gilt
gl(N) C gl(N +1) C gl(N +2) C--- C gly(o0) = | gl(N) .
N=

Genauer ist gly(oo) der direkte Limes der gi(V) im kategoriellen Sinne, wenn man
die Standardeinbettung gl(N) — ¢gl(N + 1) zugrundelegt. Setzt man

Eij, 1<4,j<N

px gle(00) — gI(N), o (Ey) = {
0, sonst

und nimmt man als Metrik dy die Metrik, welche vom Skalarprodukt
(Eij, Ext) = 6i1:6;0 = Tr("Eij Eg)
herkommt, so erhalt man eine Zuordnung
gly(o0)  —  (gl(N),pn,dn, N €N).

Da sich alles aus gly(oc0) in den Unteralgebren gl(N), fiir N jeweils geeignet grof}
gewahlt, ausdriicken lafit, sind die Bedingungen der £.,-Approximation 8.1 trivia-
lerweise erfiillt.
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Beispiel 8.13. Die Quantentorusalgebra Ly (auch Sine-Algebra genannt). Sei
V =(Tp | m = (m1,ms) € Z*)¢c

der Vektorraum mit den Basiselementen 7;,,. Fur A € R definieren wir auf V' eine
Lie-Algebrenstruktur L, in der folgenden Weise. Fiir A # 0 sei

.
[Ty, Ty = 53 5in (27A(m x n)) Tt (8-25)
und fur A =0
[T, T3] := (m X 1) Ty, (8-26)

gesetzt, mit der Vorgabe
mxXmn:=mAn:=minyg — Many .

Diese Algebren wurden von Fairlie, Fletcher und Zachos [72] eingefiihrt. Sie heiflen
(fiir A # 0) Quantentorusalgebren. Da aus m +n = (0,0) m x n = 0 folgt, spalten
die Algebren L, (als Lie-Algebren)

Ly = (T(0,0)) & (T | m = (my,mz2) € Z°\ {(0,0)})c .

Den zweiten Summanden nennen wir L. Fiir den Fall A = 0 hat sich auch die
Bezeichnung dif f{;T? eingebiirgert [A]. In der Tat besteht der folgende Zusam-
menhang mit den Hamiltonschen Vektorfeldern (und somit divergenzfreien Vektor-
feldern) auf dem Torus. Parametrisieren wir den reellen 2-dimensionalen Torus T2
durch 1, s € Rmit 0 < ¢, s < 27, so kénnen die Funktionen auf 72 durch ihre
Fourier-Darstellung in Bezug auf die Funktionen

Hpy = H(pmy ) = —exp(imipr + imaps) (8-27)

gegeben werden. Legen wir die standardsymplektische Form w = @1 Aps zugrunde,
so berechnet sich

oH,, 0H,, 0H,, OH,,
0p1 Ops Dy

{Hm, Hml} = = (m X ml)Hm+ml .

Dies bedeutet, dafy die Algebra Lo mit der Poisson-(Lie-)Unteralgebra der Funktio-
nen identifiziert werden kann, welche eine endliche Fourier-Entwicklung in Bezug auf
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die Fourier-Moden (8-27) haben. Fiir m # (0,0) gilt [, Hpw = 0. LaBt man somit
die Konstanten aufler Acht, so erhalt man auf der einen Seite die Identifikation mit

einer Unteralgebra der Hamiltonschen Vektorfelder und auf der anderen Seite mit
der Algebra Lo = dif f'(T?).

Berechnet man die Moyal-Klammer (3-12) der erzeugenden Elemente {H,,, H,, },
so erhalt man, dafl die Algebren Ly (bis auf Reskalierung) gerade erhalten werden,
indem man h = 27A setzt. Die Bezeichnung Quantentorusalgebra ist also sinnvoll.

In [120] wird gezeigt, daf} die Algebren Ly und Ly fiir A # A’ im allgemeinen
nicht isomorph sind.

Sei nun A = 1/N und LY = ffl/N- Da sin(3F(m + Na) x n) = sin(Zm x n) ,
ist der Unterraum
IN = (T — Tpyna | Mmya € 72 )¢ (8-28)

ein Lie-Ideal. Insbesondere kénnen wir die Faktoralgebra L(V) := LN /JN bilden.
Sei o : LV — LM die kanonische Abbildung. Die Faktoralgebra besitzt die
Dimension N?2. Eine Basis ist durch die Elemente

on(Tr), m=(p,q), 0<p,g<N

gegeben. Es gilt

N 27

[on (Tm), o (Th)] = pym sin W(m X 1) oN(Tmtnmodn) - (8-29)

Proposition 8.14. Fiir N ungerade ist die Algebra L™N) isomorph zu gl(N).

Beweis. Sei allgemein {T, | a = 1,2,...,N?} eine beliebige Basis von gl(N). Die
Strukturkonstanten sind in Bezug auf diese Basis ( g,b), d.h. es gilt

N2
To,T] =Y f5,T- . (8-30)
c=1
Desweiteren sei
N2
T, = Z CoijBij a=1,2,... N? (8-31)

1,j=1
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der Basiswechsel. Dadurch ist die N2 x N2-Matrix C definiert. Sei C~' = (C:1)

ij,a
die inverse Matrix. Mit (8-24) berechnet man
fop = Z (Ca,ijCrjk(C™ike — Cij Ca it (C™ k) (8-32)

.5,k
. . . . 27 i . o ey . .
Zuriick zur vorgebenen Situation. Sei = e ™~ eine N-te primitive Einheitswurzel.

Wir definieren die N2 x N2-Matrix C' mit den Indizes

_ _ _N-1 N—1. : « _
a=(mi,my), my,mg = —="5—,...,+55—=: ,j=1,..., N

2

wobel Op imodn gleich 1 ist falls £ =/ mod N und 0 sonst. Die inverse Matrix

i+mo,jmod N (8_33)

berechnet sich zu
_ e 1 N
(C 1)ij,m = e 1 1(m2/2 J+1)6MQ,j—imodN . (8—34)

Die Existenz des Inversen bedeutet, dafl es sich tatsachlich um einen Basiswechsel

handelt. Die Strukturkonstanten berechnen sich gemafl (8-32) zu
N 2m
< = —sin — 6m n,amo . 8-35
m,n o S N (m X n) +n, dN ( )
Dies bedeutet aber, dafl T,, — ¢n(T),) ein Lie-Homomorphismus ist. Siehe hierzu

auch (8-49) fiir eine strukturellere Interpretation. O

Prop 8.14 besagt, daf3 auf jedem Level N der Bildbereich identifiziert werden kann
mit gl(N). Wie man jedoch (8-33) entnimmt, macht der Basiswechsel fiir N — oo
keinen Sinn. D.h. die Folgerung daB gl(oo) = Ly ist, ist ein offensichtlicher Fehl-
schluf}. Die beschriebene Situation paf}t aber in dem Rahmen der approximierenden
Folgen. In L™), bzw. gl(N) nehmen wir das Skalarprodukt

<S0N (Tm)» @N(Tn» = bmyny * Omy,ny - (8‘36)

Die Identitat io — L A st eine lineare Abbildung. Dies definiert eine Familie von
linearen Abbildungen

PN : Lo — f/l/N — L(l/N), N e N, N ungerade .

In [A] wird gezeigt, daf es sich hierbei um einen gl(2M + 1), M — oo Quasilimes

handelt. Desweiteren wird durch Modifikation des Ansatzes (8-33) auch fir A =

% eine entsprechende Konstruktion durchgefiithrt. Da jedes irrationale A’ durch

Elemente %_: mit N ansteigend angenahert werden kann, ist jedes Ly ein solcher

Limes.
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Beispiel 8.15. Die Sphérenalgebra (siehe Hoppe [116]). Sie wird erzeugt als Vek-

torraum von den Elementen
Yim, mit leN, m=-[,...,0,...,+l (8-37)

und besitzt das Lie-Produkt

D/lmvifl’m’] = Z gll;:ﬁll;n/}/lumu . (8_38)

r n
" m

Die Strukturkonstanten sind gegeben durch

. o o o o o
"1 " o 3Y (9Y "'m,! (9Y I'm/! 3Y
I""'m : m Im I'm I'm Im

Pop! — —1 d9 d Y !t —
glm,l m 1( ) /0 /0 pry 00 8(,9 a0 8(,9

(8-39)
Hierbei sind die Y,,(0, ) die gew6hnlichen Kugelflichenfunktionen. Die Struk-
turkonstanten verschwinden auflerhalb des Bereichs

m"=m+m’ und [[-0'|<I"<I+0'-1. (8-40)
Dadurch ist auch klar, dal die Gleichung (8-38) wohldefiniert ist. Betrachtet man
auf S? die Poisson-Klammer (siehe auch [88])

of dg 9Of 9y

dcoshdp  dpdcosh’

{f.9}= (8-41)
so gilt wegen (8-39), daf diese Algebra isomorph zur Poisson-Algebra der Funktio-
nen ist, welche sich als endliche Linearkombinationen der Kugelflachenfunktionen

}o/lm (0,¢), LN, m=—I,...,l schreiben lassen. Wegen des Zusammenhangs die-
ser Algebra mit den (komplexifizierten) Hamiltonschen (und somit divergenzfreien)
Vektorfeldern wird sie auch mit dif f{-S? bezeichnet. Manchmal ist es bequemer
auch die triviale zentrale Erweiterung L := dif f/;,S*®C-Yyo durch ein zusétzliches

(o)
Element Yy, das Yy entspricht, zu betrachten.

Sei N wiederum eine ungerade Zahl. Es sei in Analogie zum Beweis der Propo-
sition 8.14 die Matrix C' = (Cjy,;j) wie folgt definiert. Der Bereich fiir das erste
Indexpaar sei

[=0,1,..., N—1, m=—-l,...,0,...,+l
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und fiur das zweite Paar 7,5 = 1,..., N. Das Matrixelement lautet
N -1 N -1
; 2 ! 2
Cimii = (=1)N71 Oi—m.i - Ry (1), 8-42
mp= O N v SR, (842)
2 7T
mit
20 +1 (N +1)! 9 1-1
R~ (1) = (N —1) 2 8-43
N =\ T6x (N—1—1)! ( ) (8-43)

Lol s
my mz m3
wechsel in gl(N). Die Strukturkonstanten in Bezug auf diese Basis T,,,; wurden von
Hoppe [116] berechnet. Es sei die Abbildung py : L — gl(N) gegeben durch

und dem 3j—Symbol [?7] > Wiederum definiert C' einen Basis-

(Vi) = T/Xw firl < N (8-44)
PRI =0 g > N '
Als Skalarprodukt nehmen wir

<Tl]7\7[17 Tl]’Vm’> = 61,1’ : 6m,m’ . (8-45)

Es wurde von Hoppe [116],[118] gezeigt, dafl die in dieser Weise erhaltenen Struk-
turkonstanten in gl(N) fiir N — oo gegen die Strukturkonstanten von L gehen. Wie
in [A] ausgefiihrt, wird hierdurch L ein gl(2M + 1), M — oo Quasilimes.

Wir sahen in allen drei Fallen, daf die Algebren gl(2N+1), N — oo Quasilimites
sind. Es gilt jedoch wie in [A, App.A] bewiesen wird

Proposition 8.16. Die Algebren gli(oo), dif f{,(T?) und dif f{,(S?) sind paar-
weise nicht isomorph.

Die Quantentorusalgebren L,, bzw. L, haben eine reichhaltige mathematische
Struktur. Wie von Floratos [86] gezeigt, konnen sie fiir generisches A in gl(o0)
eingebettet werden. Die Algebra gl(oco) ist die Algebra der beidseitig unendlichen

Matrizen mit “nur endlich vielen Diagonalen”

gl(OO) = {(aij)i,jez | aij € (C, aij =0 fur |Z — j| > 0} . (8—46)
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Diese Algebra wird auch im zweiten Teil dieser Schrift von Bedeutung sein. Bevor
ich die Einbettung angebe, mochte ich die Identifikation von L(N) mit gI(N) aus
Prop. 8.14 etwas konzeptioneller beschreiben. Sei auch hier N ungerade.

Sei ¢ = e 1)/N und seien G und H € gl(N) gegeben durch®

0 1 o ... 0
G = diag(1,e,¢%,...,eN71), H = 0 0 Lo 0 . (8-47)
1 0 0 0
Es berechnet sich
H-G=:-G-H. (8-48)
Wir setzen fir m = (mq, ms)
- iN 1
Ty = ——cammegmifyms. (8-49)
4

Diese Tm mit 0 < my,my < N — 1 bilden eine Basis von ¢gl(N). Es berechnet sich
mit Hilfe von (8-48)
PN N . 2« ~
(T, Ty == 5, Sin (W(m X n))Tm+nmodN , (8-50)
d.h. die Strukturgleichung (8-29). Wir betrachten nun statt A = 1/N beliebige reelle
A. Es sei ¢ = ¢(A) = e, Ich verwende dieselben Symbole G und H. Allerdings
bezeichnen diese nun die beidseitig unendlichen Matrizen

G :=diag(...,e %7 1,el 6% ..0),

H:=Y Eiin (8-51)
i€Z
aus gl(oc). Es sei ebenfalls
[ = MLAs%WWGmlHW : (8-52)
Auch hier gilt
(T, T 1= ﬁ sin (20A(m % 1)) Ty - (8-53)

IDjese Matrizen wurden bereits von Hermann Weyl [209, Kap. IV,§.15] benutzt.
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Somit ist durch T, — T}, ein Lie-Homomorphismus ¢, : Ly — gl(c0) gegeben.
Fir A € Q dh. A = Y gilt offensichtlich  T{,,,, o) = T, 1n0). Damit ist oa
im allgemeinen nicht injektiv. Fiir irrationales A liegt Injektivitat vor [87]. Dem
eingeweihten Leser mag nicht entgangen sein, dafl die Benutzung der G und H im
A= % Fall zu tun hat mit der diskreten Heisenberg-Gruppe. Die su(N)- Appro-
ximation wird in diesem Bild von Floratos benutzt um den diskretisierten Torus zu

quantisieren [86].

Sind die Algebren Ly in gl(c0) eingebettet, so kann die weit entwickelte Dar-
stellungstheorie dieser Algebra (Vertexoperator-Darstellungen, Spin-Darstellungen,
Wedge-Darstellungen, etc.) benutzt werden, um Darstellungen von Ly, bzw. von
zentralen Erweiterungen von L zu konstruieren [87], [96] ,[95], [97], [119] .

Diese Algebren und deren endlichdimensionalen Approximationen werden in der
Theorie des integrablen Systeme, Solitonentheorie, KP-Hierarchien usw. genutzt.
Siehe hierzu [27], [119], [97], [191].

Neben diesen Anwendungen spielen die Algebren der divergenzfreien Vektorfel-
der, bzw. deren Quantendeformation, bzw. deren endlichdimensionalen “Approxi-
mationen” auch eine Rolle in der Hydrodynamik einer idealen Fissigkeit auf der
vorgegebenen (symplektischen) Mannigfaltigkeit M. Die Bewegung, gegeben durch
die Eulerschen Bewegungsgleichungen des starren Korpers, kann als Bewegung ent-
lang geodatischer in der Rotationsgruppe des 3-dimensionalen Raums beschrieben
werden. Wie von Arnold ausgefiihrt [8, App.2], [7] (siehe auch Ebin-Marsden [69])
kann die Hydrodynamik in formaler Weise dadurch beschrieben werden, dafl man die
(endlichdimensionale) Rotationsgruppe durch die (unendlichdimensionale) Gruppe
der volumenerhaltenden Diffeomorphismen der Mannigfaltigkeit M ersetzt. Geht
man uber zu den Lie-Algebren, so sind wir wiederum bei der Algebra der divergenz-
freien Vektorfelder, bzw. bei der Poisson-Algebra, wie in Abschnitt (c) ausgefiihrt.
Die su(N), N — oo Approximation wurde unter anderem von Dowker und Wolski
[67] zum Studium der Hydrodynamik auf dem Torus verwendet. Siehe hierzu auch
Zeitlin [214].
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Teil IT: Konforme Feldtheorie

9. Die Mehrpunktalgebren der konformen Feldtheorie

(a) Die geometrische Situation

Die Virasoro-Algebra und ihre Darstellungen sind von fundamentaler Bedeutung
in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie. Sie tauchen dort in verschiedener
Weise auf (siehe [180] fiir einige Beispiele). Eine Art sie zu realisieren ist die folgende.
Man geht aus von den komplexen Vektorfeldern auf S', die eine endliche Fourier-
Darstellung haben, d.h. die man als endliche Linearkombination der Elemente

(¢ €51
; d
= —ie!"P — mecZ (9-1)

schreiben kann. Der Kommutator der Basiselemente berechnet sich zu
Lyl = (M —n) Ly - (9-2)

Diese Algebra heif3t Witt-Algebra V. Die Virasoro-Algebra V ist die universelle
zentrale Erweiterung der Witt-Algebra. In gewisser Weise entspricht dieses Bild
der infinitesimalen Situation an einem festen Punkt der zugrundeliegenden Man-
nigfaltigkeit. Im folgenden steht jedoch das globale Bild, wie es von Krichever und
Novikov entwickelt wurde, im Vordergrund. Hierzu beschreibe ich zuerst eine an-
dere Realisierung der Virasoro-Algebra. Geht man iiber zur komplexen Koordinate
z = el? 50 kann man (9-1) als Einschrénkung des, auf C\ {0} holomorphen,
Vektorfelds

d
lm = Zm+1d—, m € 7 (9-3)
z

auffassen, bzw. umgekehrt (9-3) als die analytische Fortsetzung von (9-1). Die Re-
lation (9-2) bleibt hierbei erhalten. Die, in dieser Art und Weise fortgesetzten, Vek-
torfelder sind holomorph auflerhalb der Punkte 0 und oo. Die moglichen Pole an
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diesen Punkten sind von algebraischer Natur. Wir gehen nun aus von den meromor-
phen Vektorfeldern auf P! (P! = P!(C)), die holomorph aufierhalb der Punktemenge
{0, 00} sind. Diese konnen in Bezug auf die quasiglobale Koordinate z beschrieben

werden als p(z)< it einem beliebigen Laurentpolynom p € Clz,z71]. Die

Vektorfelder bilden eine Lie-Algebra unter dem Lie-Produkt
d d dr dp d
)] = (M) ) 1 (9-4)

Offensichtlich ist eine Basis durch die Elemente (9-3) gegeben. Die Virasoro-Algebra

Y ist die universelle zentrale Erweiterung mit eindimensionalen Zentrum
0 —C—V—W-—0. (9-5)

Als Vektorraum ist V = C@&W. Eine Basis ist gegeben durch die Lifts L,, = (0,1,)

von [, und einem zentralen Element ¢ = (1,0). Die Strukturgleichungen lauten
n®—n
12

Diese Darstellung des 2-Kozykels ist die ubliche Konvention. Selbstverstandlich

[Ln ) LM] = (m - n>Lm+n + 0™,

t, [L,,t]=0 n,m¢€7Z, . (9-6)

kann er kohomolog abgeandert werden und mit einer Konstanten # 0 multipliziert

werden.
Sei w = 1/z der Koordinatenwechsel in die affine Karte um z = oo, so gilt
d d
yPi —w2d—. Ist v ein globales holomorphes Vektorfeld auf P! mit Repriasentan-
z w
1
ten (v.,v,) in Bezug auf die Standardkoordinaten, so gilt v, (w) = —w?v,(—) .
w
Insbesondere folgt
v € <l_1, lo, 11 >(C . (9—7)

Man rechnet leicht nach, dafi der Unterraum (9-7) eine Unteralgebra von W ist.
Diese Unteralgebra ist isomorph zu sl(2,C). Der Vorfaktor des zentralen Term,
der Kozykel, ist so gewahlt, dal bereits seine Einschrankung auf si(2,C) ver-
schwindet und nicht erst nach kohomologer Abanderung. Dies ist im Einklang mit
der Tatsache, daf3 diese Lie-Algebra keine nichttrivialen zentralen Erweiterungen
besitzt.

Ein wichtiger Punkt ist, da3 die Virasoro-Algebra V' streng genommen erst die
obige Algebra zusammen mit der Graduierung

deg(L,) = n, deg(t) =0 (9-8)
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ist. Man rechnet sofort nach, daf} es sich hierbei um eine graduierte Lie-Algebra
handelt. Die Graduierung ist eine entscheidende Eigenschaft, die es einem iiberhaupt

erst erlaubt, Hochstgewichtsdarstellungen zu definieren.

Mo6chte man die Situation in der Stringtheorie (ein Beispiel einer konformen Feld-
theorie) geometrisch interpretieren, so handelt es sich hierbei um eine Weltfliche
(“world-sheet”) vom Geschlecht Null (also mit trivialer Topologie). Der Punkt
P = {z = 0} entspricht einem ankommenden String und @ = {z = oo} einem
ausgehenden String. Siehe hierzu das Bild 1.

Bild 1: Virasoro Situation Bild 2: Ein Beispiel einer Krichever-Novikov
(9=0, N=2) Situation

Von diesem Standpunkt aus ist es ganz natiirlich die Situation auf Riemannsche
Flachen beliebigen Geschlechts g und beliebige endliche aber festgehaltene Anzah-
len von ankommenden und ausgehenden Strings zu verallgemeinern. Fur einen
ankommenden und einen ausgehenden String wurde dies von Krichever und Novi-
kov 1987/1988 (siehe Bild 2) [146], [147], [148] gemacht. Fiir beliebige Anzahlen
(siehe Bild 3) wurde dies vom Autor beginnend mit dem Jahr 1989 gemacht [H],
[G]. Die Situation wurde auch in die Richtung verallgemeinert, daf} ich Differential-
operatoren beliebigen Grads betrachte. Die Vektorfelder entsprechen hierbei dem
Grad 1.

Es sei noch erwahnt, dafy die Mehrpunktsituation unabhangig auch von R. Dick
[61], [62], [63] von Guo, Na, Shen, Wang, Yu, Wu, Chang (siehe etwa [109]) und
von Bremner (fiir 3 Punkte und Geschlecht 0) [37] studiert wurde. Die notwen-
digen beinahe-graduierten Strukturen (siehe weiter unten) wurden jedoch nicht
eingefiihrt. Lediglich Sadov [177] fithrte Untersuchungen durch, die mit meinem
Zugang verwandt sind.
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Fig. 3: FEin Beispiel einer verallgemeinerten Situation
(N = 3, 2 Eintrittspunkte, 1 Austrittspunkte)

Sei M eine kompakte Riemannsche Fliche von beliebigem Geschlecht ¢g.! Im
folgenden mochte ich die Resultate aus [H], [E], [F], [G] referieren, soweit sie fiir
das Gesamtverstandnis notwendig sind. Beweise finden sich dort. Sei A eine fest-
gewahlte endliche Punktemenge auf M. Sie sei disjunkt zerlegt in zwei nichtleere
Teilmengen I und O,

A=TUO, #I=K>1, #0=L>1, N=K+1L. (9-9)

Die Elemente in I nenne ich “Eintrittspunkte”, die Elemente in O “Austritts-
punkte”. Die nichtkompakte Riemannsche Flache M \ A werde ich im folgenden
meist mit M* bezeichnen, wenn klar ist welche Punktemenge A zu nehmen ist.

Sei p ein meromorphes Differential, das holomorph auf M* ist. An den Punkten in
A habe p die exakte Polordnung 1, vorgegebene positive Residuen bei I, vorgegebene
negative Residuen bei O mit

Z r%s(p) + Z rgs(p) =0

pel QeO

und rein imaginare Perioden. Durch die Vorgabe der Residuen und die obigen
Bedingungen ist p eindeutig festgelegt (siehe [H, p.24]). Es sei ein Punkt Q € M*
fixiert. Die Funktion

u(P) = Re/ p (9-10)

Q

n der Tat ist es moglich, alles in der Art zu formulieren, daB M eine nichtsingulire, projektive
Kurve iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit char K = 0 ist. In diesem Fall sind die
im folgenden auftretenden Kurvenintegrale als Residuen zu interpretieren.
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ist eine wohldefinierte harmonische Funktion da die Perioden, welche die Mehrdeu-
tigkeit des Integrals ausmachen, rein imaginar sind. Die Niveaulinien der Funktion

C,={PecM|uP)=1}, T€R (9-11)

definieren eine “Faserung” von M* (siehe Bild 4).

Bild 4: Die Faserung durch Niveaulinien

Jede Niveaulinie C'; trennt die Eintritts- von den Austrittspunkten. Fiir 7 < 0 ist
die Niveaulinie C'; eine disjunkte Vereinigung deformierter Kreise um die Punkte aus
I. Fir 7> 0 ist die Niveaulinie C; eine disjunkte Vereinigung deformierter Kreise
um die Punkte aus O. Mit variierendem 7 kénnen die (deformierten) Kreise zusam-
mengehen und wieder aufspalten. Insbesondere wird dadurch die Topologie erzeugt.
In der Stringtheorie kann man 7 interpretieren als die “Eigenzeit des Strings”. An
einem Punkt an dem die Niveaulinie nichtsingular ist, sind lokale Koordinaten auf
der Weltflache durch 7 und durch eine lokale Koordinate o, welche die Niveaulinie
C; lokal parametrisiert, gegeben.

(b) Die geometrischen Algebren und Moduln

Sei K das kanonische Biindel, d.h. das Geradenbiindel dessen lokale Schnitte die
lokalen holomorphen Differentiale sind. Fiir jedes A € Z betrachten wir das Biindel
KA := K®*. Hierbei sei die iibliche Konvention vorausgesetzt. D.h. es ist K° := O,
das triviale Biindel, K~! := K*, das zu K duale Biindel, und K* := (K*)™* fiir
negative A. Die lokalen Schnitte von K sind die Formen oder auch Differentiale vom
Gewicht A. Speziell fir A = —1 erhalten wir die lokalen holomorphen Vektorfelder.
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Mit F* sei der Vektorraum der globalen meromorphen Schnitte von K?*, die
holomorph auf M* sind, bezeichnet. Spezialfalle, welche von besonderer Bedeutung
sind, sind die quadratischen Differentiale (A = 2), die Differentiale (A = 1), die
Funktionen (A = 0) und die Vektorfelder (A = —1). Der Raum der Funktionen
sei auch mit A, der Raum der Vektorfelder mit £ bezeichnet. Wire A = () (was
hier nicht erlaubt ist), so wiren die F* endlichdimensionale Vektorriume. Deren
Dimension wird durch den Satz von Riemann-Roch bestimmt. Da allerdings A # ()
sind die F* alle unendlichdimensional.?

Nachdem man eine “Quadratwurzel” T des kanonischen Biindels, d.h. 7%? = K ,
fixiert hat (eine Thetacharakteristik), kann auch A € 1Z betrachtet werden. Die
Formen vom Gewicht 1/2 heiflen auch Spinoren. Allerdings hangen fiir nicht ganzes
A alle im folgenden betrachteten Objekte von der gewahlten Thetacharakteristik,
d.h. von der Spinorstruktur ab. Der Einfachheit halber sei im folgenden immer
ganzzahliges A\ vorausgesetzt.

Ist £ ein holomorphes Geradenbiindel, so ist die Garbe seiner Schnitte eine lo-
kalfreie Garbe vom Rang 1. Ist s ein globaler meromorpher Schnitt von E und
P € M ein Punkt, so kann s lokal bei P durch eine meromorphe Funktion s
reprasentiert werden. Die (Nullstellen-)Ordnung des Schnittes s bei P ist durch
ordp(s) := ordp(s) definiert. Der Divisor des Schnittes ist gegeben als die formale
endliche Summe

(s) = > ordp(s)[P] . (9-12)

PEM

Es ist wohlbekannt, dafl sich die Isomorphieklassen von Geradenbiindel, die Iso-
morphieklassen von lokalfreien Garben vom Rang 1 und die Divisorenklassen durch
die obige Beziehung in natiirlicher Weise identifizieren (auch mit ihrer Gruppen-
struktur).®> Deshalb werde ich auch dem allgemeinen Gebrauch folgen und nicht
immer zwischen dem Biindel, seiner Garben, seiner Divisorenklasse, bzw. sogar ei-
nem Divisor eines meromorphen Schnittes unterscheiden. Ebenso ist wohlbekannt,
dafl die kompakte Riemannsche Flache M komplex isomorph zu einer projektiven
nichtsinguldren Kurve in einem starken Sinne ist (Kodairascher Einbettungssatz
und der Satz von Chow). Dies bedeutet M kann in einen geeigneten projektiven

2M* ist eine affine Kurve, sieche weiter unten.
3Siehe [D, §9.] fiir eine kurze ZusammenfaBung dieser Beziehung, bzw. [112, I1.,6.16] fiir de-
taillierte Beweise.
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Raum eingebettet werden und unter der Einbettung wird M eine nichtsingulare Va-
rietat der Dimension 1. Jede meromorphe Funktion wird eine rationale Funktion,
jedes holomorphes (meromorphes) Differential wird zu einem reguldren (rationa-
len) Differential, die holomorphen Biindel werden algebraische Biindel, etc.. Auch
hier werde ich, je nachdem was vorteilhafter ist, das komplex-analytische Bild oder
das algebraisch-geometrische Bild in den Vordergrund stellen. Ein Beispiel dieses
Uberganges findet sich in Abschnitt 14 . An manchen Stellen wird auch niitz-
lich sein, dafl M* = M \ A (unter dieser Identifikation) eine affine Varietdt ist
[112, p.297].

Die natiirliche Abbildung (der lokalfreien Garben)
K* x KF — K @ KF 22 KA TR, (5,8) = st (9-13)
definiert eine assoziative Verkniipfung
FAx Fl— FATE

In den lokalen Trivialisierungen bedeutet dies gerade die Multiplikation der
Reprasentanten. Der Vektorraum

F = @}"A, bzw. F = @ F (9-14)
AEZ Xelz

wird dadurch zu einer assoziativen, kommutativen Algebra. Die Funktionen (d.h.
die Elemente von A = F°) bilden selbst eine assoziative Algebra. Sie operieren auf
jedem F* separat und machen diese zu A-Moduln.

Daneben operieren die Vektorfelder (d.h. die Elemente von £ = F~1) durch die
Lie-Ableitung auf F*. In lokalen Koordinaten kann die Lie-Ableitung beschrieben
werden durch

Vo) = L)) = ()10 (001 02) o= (e P2 + A0 ) ) @

Al e\l dz dz dz
(9-15)
Hierbei ist e ein Vektorfeld und ¢ eine Form vom Gewicht A. Zur Notationsverein-
fachung habe ich dasselbe Symbol fiir den Schnitt und den lokalen Reprasentanten
verwendet. Falls keine Unklarheiten entstehen, werde ich dies auch im folgenden
tun. Man rechnet nach, da der Raum F* unter (9-15) auf F* abgebildet wird.
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LaBt man £ via (9-15) auf sich selbst operieren, so wird £ zu einer Lie-Algebra.
Fiir e, f € £ verwende ich auch [e, f] := V.(f). Die Algebra £ nenne ich verallge-
meinerte Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra. Man rechnet direkt nach, daf} auf
]:/\

[Le, Ly} = Lie g (9-16)

gilt. Dies bedeutet, daf die F* Lie-Moduln iiber der Lie-Algebra £ sind. Auf ganz
F operiert £ als Derivation, d.h. es gilt

L(f@g)=foLg)+ L(f)@g . (9-17)

Ist R eine assoziative Algebra, so kann auf dem unterliegenden Vektorraum eine
Lie-Algebra LR eingefithrt werden dadurch, dafl man den Kommutator
[a,b] := a-b—b-a als Lie-Produkt nimmt. Wenn klar ist, dal die Lie-Struktur
gemeint ist, werde ich oft R statt LR verwenden. Offensichtlich ist L.A eine abelsche
Lie-Algebra und die .A-Moduln F* werden zu L.A-Moduln.

Da £ auf A als Derivation operiert, kann das semi-direkte Produkt D! = A x L
gebildet werden. Diese Lie-Algebra ist die Algebra der Differentialoperatoren vom
Grad < 1, welche meromorph auf M und holomorph auf M* sind. Als Vektorraum
gilt D! = A® L und das Lie-Produkt ist per Definition gegeben als

[(g,@),(h,f)]I:(Leh—Lfg,[6,f]). (9'18)
Wir haben die kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren
0—A—D' —L-—0. (9-19)

Offensichtlich kann auch £ via e — (0, ¢) als Unteralgebra von D! aufgefalt werden.
Die Moduln F* werden zu DP'-Moduln durch die Vorgabe

(g:)-f=g-f+Lef). (9-20)

Im folgenden wollen wir auch Differentialoperatoren beliebigen Grads betrachten.

Hierzu haben wir universelle Konstruktionen vorzunehmen. Es sei definiert

D=UD'/J, bzw. DY =UD'/J, , (9-21)
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mit UD! der universellen einhiillenden Algebra von D' (mit Multiplikation @ und
Einselement 1) und den zweiseitigen Idealen

J:=(a®b—a-b,1-1]abeA),
Jyi=(a®b—a-b,1 -1, a®e—a-e+ AL.(a)|a,be Aje € L).

Alle F* sind aufgrund der universellen Konstruktion Moduln iiber UD!. Die Rela-
tionen aus .J sind erfiillt. Damit sind fiir jedes A die F* Moduln iiber D. Fiir ein

festes A sind aber auch die Relationen in .Jy erfiillt. Somit wird dieses feste F» ein
Modul iiber DX,

Definition 9.1. ([103, IV,16.8,16.11] und [17]) Eine C-lineare Abbildung
D : F» — F heifit (algebraischer) Differentialoperator vom Grad < n mit n > 0,
falls gilt:

(1) Ist n =0, so ist D = b, die Multiplikation mit einer Funktion b € A.

(2) Istn >0, so gilt fir alle a € A (aufgefafit als Multiplikationsoperator)

[D,a] : F» — F*
ist ein Differentialoperator vom Grad < (n —1).

Es sei Diff ) (F*) der Unterraum aller Differentialoperatoren von F* vom
Grad < n. Durch das Hintereinanderausfuhren wird

Diff (F*) := | J Diff " (F)
neNg
eine assoziative Algebra. Man rechnet leicht nach, dafl jedes Element D von D bzw.

von DX als (algebraischer) Differentialoperator auf F* operiert. D.h. wir haben

Ringhomomorphismen
D — Diff (F*), DY — Diff (F) . (9-22)

Da M* = M \ A eine affine Varietit ist, kann jeder algebraische Differentialoperator
von F* durch solch ein D aus D reprisentiert werden [103]. Die Elemente in D
nenne ich kohdrente Differentialoperatoren und die Elemente in P die Differen-
tialoperatoren von F*.
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(c) Die beinahe-graduierte Struktur

Wie oben bereits bemerkt ist die graduierte Struktur der Algebren wichtig, um
Hochstgewichtsdarstellungen zu konstruieren, ja sogar um sie zu definieren. Nun
sind leider im allgemeinen die in (b) eingefiithrten Algebren nicht graduiert. Gliick-
licherweise ist es aber moglich mit einem schwacheren Konzept auszukommen, der

Beinahe-Graduierung wie sie von Krichever und Novikov [146] eingefithrt wurde.

Definition 9.2. (a) Sei £ eine (Lie-)Algebra mit L = P, L, einer direk-
ten Vektorraumzerlegung. £ heifit beinahe-graduierte (almost-graded, quasi-graded,

generalized-graded) (Lie-)Algebra, falls gilt:

(1) dim£,, < oc.
(2) Es gibt Konstanten R und S mit

n+m-+.S
Lo-LnC P Lu, VameZ. (9-23)
h=n+m—R

Die Elemente aus £,, heiflen homogene Elemente vom Grad n.

(b) Sei L eine beinahe-graduierte (Lie-)Algebra und M ein £-Modul mit
M =P, ez M, einer direkten Vektorraumzerlegung. M heifit beinahe-graduierter
(almost-graded, quasi-graded, generalized-graded) Modul, falls gilt:

(1) dimM,, < co.
(2) Es gibt Konstanten R und S mit

L M,C P My  Vnmel. (9-24)

Die Elemente aus M,, heilen homogene Elemente vom Grad n.

Die obige Definition macht sowohl Sinn fiir Lie-Algebren und deren Moduln als
auch fiir assoziative Algebren und deren Moduln. Dariiberhinaus kann man auch
allgemeinere Gradbereiche statt Z zulassen. Es kann sinnvoll sein, auf die Forderung
nach der Endlichdimensionalitat zu verzichten. Im folgenden werde ich sie jedoch

Immer voraussetzen.
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Es soll nun solch eine Beinahe-Graduierung auf den F* eingefiihrt werden

P -@F. (9-25)
nez

Dies geschieht durch Angabe der Elemente, welche ein Basis von ) bilden. Dies
wird ausfithrlich in [H, §5.], [G] gemacht. Hierbei spielt die Zerlegung von A in [
und O eine entscheidende Rolle. Hier mochte ich lediglich ein Beispiel geben. Es
sei K = L, d.h. wir haben dieselbe Anzahl von Eintritts- wie Austrittspunkten.
Desweiteren sei das Geschlecht ¢ = 0 und A € Z beliebig oder ¢ > 2 und A # 0, 1.
Die Punkte I = {P|,Ps,..., P}, O = {Q1,Q2,...,Qk} seien fiir ¢ > 2 in
generischer Lage. Dann gibt es fiir jedes n € Z und jedes p = 1,..., K bis auf
Multiplikation mit einen Skalar ein eindeutiges Element f;l\,p € F mit

ordp,(fo,)=(n+1-X) =6, i=1... K,
ordg,(fn,) =—(n+1-=X), i=1,...,K—1, (9-26)
ordg, (f3,) = —(n+1=X)+2A=1)(g—1) .
Dies kann entweder mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch [H], [E] oder durch
explizite Konstruktionen [H],[F] gezeigt werden. Hierbei ist fiir g > 2 die generische

Lage der Punkte wichtig. Nachdem man Koordinaten z; an den Punkten P; gewahlt
hat, kann die skalare Konstante durch die weitere Vorschrift

fﬁ\,p|(zp) = Z;_A(l +0(zp)) (dzp)/\ (9-27)

fixiert werden. Die Elemente f,’l\yp firn € Z und p =1,..., K bilden eine Basis von
F.

Die Basiselemente erfiillen eine wichtige Dualitatsrelation (nachdem man die Ska-
lare wie oben fixiert hat)

211

1
o [ BB =gy (9-28)
(@

Hierbei ist C; eine nichtsingulare Niveaulinie. Dieses Integral ist unabhangig vom

gewahlten 7. Sei namlich etwa 7 < 75 und

M 7 ={PeM|mn <ulP)<m}
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dann berandet die Kurve C,, — C,, die Fliche M, .. Ist w € F! so ist w auf
M, -, holomorph. Mit dem Satz von Stokes folgt

/w:/ dw+/w:/w.
Coy My, 7y c c

T2 T2
Da ffb"p . Tlnfﬁ € F!, folgt die Unabhingigkeit. Die Berandungseigenschaft zeigt
auch, dafi die Homologieklasse [C;] € Hy(M*,Z) des, durch die Niveaulinie C'-
gegebenen, Zykels unabhangig von 7 ist. Dasselbe Argument zeigt auch, daf} die
Klasse [C;] und damit das Integral unabhéngig von den gewéahlten Residuen von p

ist, solange die Vorzeichenverteilung erhalten bleibt.

Ist g > 2und A = 0 oder A = 1, so sind die Vorgaben fiir endlich viele f;l\,p zu
modifizieren. Genauso sind fiir K # L die Vorgaben fiir alle f;l\,p an den Punkten aus

O zu modifizieren. In all den Modifikationen bleibt allerdings sowohl die Vorgabe
bei I als auch die Dualitdt (9-28) bestehen.

Der Torusfall (¢ = 1) ist insofern ein spezieller Fall, da hier dz ein globales
holomorphes Differential ohne Nullstellen ist. Dies bedeutet, daf3 das kanonische
Biindel trivial ist, K = . Damit sind aber auch alle Tensorpotenzen trivial. Dies
bedeutet, haben wir eine Basis {fJ ,} von A gefunden, so ist

fop = Fo-xpd?’ (9-29)

eine Basis von F*. Um eine Basis von A zu bestimmen, sind wiederum Modifi-
kationen der obigen Vorgaben fiir endlich viele n notwendig. Allerdings ist keine
Voraussetzung an die generische Lage der Punkte notwendig.*

Aufgrund der Dualitit fiihre ich nun folgende Notation® ein

f;\k’(n’p) = finyp’ Anvp = T?yp’ enap = 771_7;’ wnvp = fikﬁ(nﬁp)7 Qn,p = f;’(n’p)
(9-30)

Die homogenen Elemente sind definiert als die Elemente der Raume
N/ £ _ -
fn'_<fn,p|p_17"'7jx>- (9-31)

4Im Torusfall sind alle Divisorenklassen vom Grad > 1 nichtspeziell und unter den Divisoren-
klassen vom Grad 0 ist nur die Hauptdivisorklasse speziell.

5Da die Verwendung von w und Q aus Teil I hier keine Rolle mehr spielt, diirfte keine Ver-
wechslungsgefahr bestehen.
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Es gilt dim 7 = K. Fiir die Algebren definieren wir entsprechend

L= (enp|p=1,...,K), A, =(A,plp=1,... ,K),

1 . (9-32)
D =(Aupenplp=1,...,K),

Ein wesentliches Resultat aus [H|, [G] ist
Satz 9.3. In Bezug auf die obige Graduierung sind die Algebren A, £ und D!

beinahe-graduiert und die Moduln F» beinahe-graduierte Moduln tiber den Algebren.

Genauer gilt

n4+m+Ry nd+m4+Ro

A AnC P AL ACFLCS P A (9-33)
h=n+m h=n+m
n+m+R3 n+m-+Ry

[Ln.Ln]C P Ln, L,.7pC P A, (9-34)
h=n+m h=n+m
n+m-+Rs n+m+Rg
h=n+m h=n+m

mit, nicht von n und m abhangenden, Werten Ri, Ro, ..., Rg.

Es sei noch darauf hingewiesen, daff F durch die Definition F, = @,c;, Fi
ebenfalls zu einer beinahe-graduierten Algebra wird, falls man in der Definition 9.2
die Forderung der Endlichdimensionalitat weglafit.

In [H] werden explizite Formeln fiir die Schranken R; in Abhéngigkeit vom Ge-
schlecht g der Riemannschen Flache und der Aufspaltung N = K + L gegeben. Um
einen Eindruck von den Schranken zu geben, sei fir K = L die Schranke fir die
Vektorfeldalgebra gegeben. Es ist

0, ¢g=0, K=L=1
R3=<X3 ¢g=0 K>1 (9-36)
39, 9>2.

Fiir ¢ = 1 handelt es sich hierbei um die generische Schranke. (Siehe weiter unten
auch den Fall N =2 =1+ 1.)

Die Definition der F* hingt nur von den Punkten, an denen Pole erlaubt sind,
ab. Die Aufspaltung A = I U O geht wesentlich in die Theorie ein, indem sie



9. Die Mehrpunktalgebren 127

eine Graduierung festlegt. Genau genommen wird die Graduierung erst durch die
Numerierung der Punkte in I und O fixiert. Hierbei ist die Numerierung der Punkte
aus I ohne Bedeutung. Wie man allerdings (9-26) entnehmen kann, hingt die
Graduierung von der Numerierung innerhalb O ab. Wie in [H| gezeigt, gilt fiir die
induzierte Filtrierung

Fooyi={mplmeZm>n,p=1,... ,K)={feF" |ordp(f) > n—-\, VP eI}

(9-37)
und ist somit invariant unter Umnumerierung. Sie hangt also lediglich von der
Aufspaltung I U O ab. Dort wird ebenfalls gezeigt, dafl wesentlich verschiedene
Aufspaltung, d.h. Aufspaltungen, welche sich nicht nur durch eine Vertauschung
der Rollen von I und O unterscheiden, nichtaquivalente Filtrierungen erzeugen.
Solch eine Vertauschung der Rollen von I und O wird dadurch erreicht, dafy das
Differential p mit einer negative Zahl multipliziert wird.

Bemerkung. Sei eine andere Numerierung der Punkte in O gegeben und die damit
konstruierten Basisselemente mit gfl"p bezeichnet. Man berechnet (siehe im Vorgriff
die Formel (9-48))

n+R K

g:l\,p = f,?’p + Z Z a(n,p)(h,s)fl?,s .

h=n+1s=1
Hierbei ist R eine Konstante, welche nur von ¢ und der Zerlegung N = K + L
abhangt. Betrachtet man die beiden dadurch induzierten Beinahe-Graduierungen
auf F*, so besagt diese Formel gerade, daB die Identitit ein “Isomorphismus
beinahe-graduierter Algebren” ist. Siehe hierzu auch die Definition 14.7.

Will man die Struktur der Algebra A, bzw. £ durch die Strukturkonstanten in
Bezug auf die Basiselemente {A,, ,} bzw. {e, ,} angeben, so erhilt man

n+m+R; K

Anp - Amer= > S alts - Ap, (9-38)

h=n4+m s=1
n+m+Rs K

enpemel = Y D OO ens - (9-39)

h=n4+m s=1

Die Strukturkonstanten sind aufgrund der Dualitat (9-28) berechenbar aus

(h.s) _ b (h.s) _ b COhus
Ynp)me) T o0 /C AnipAm " Clnpymer) = 33 /C ([enps €m,r]) - 22
(9-40)
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Fiir die Berechnung [H] benutzt man, dafl die Integrale durch Residuen gegeben
sind, fihrt Abschatzungen der Ordnung sowohl bei I als auch bei O durch und
benutzt, da} das Gesamtresiduum verschwindet. In dieser Weise wird auch der
Satz 9.3 gezeigt. Fir die niedrigsten auftretenden Koeffizienten erhalt man durch
explizites Berechnen des Residuums

(n+m,s) _ ¢scs (n+m,s) 6 cs
a(n,p)(m,r) - 6p6r7 C(n,p)(m,r) = (m — TL) : 6p6r' (9_41>

Seien o) (\) bzw. C’(h’s)(m +(A) die Strukturkonstanten des A-Moduls bzw.

(n,p)(m,r) (n,p)
des £-Moduls F*, so gilt in Verallgemeinerung von (9-41)

ap b (N = 8365 Ot (V) = (m+ An) - 8365 (9-42)

Im 2-Punktfall ist die Aufspaltung und Numerierung eindeutig. Dieser Fall wird
uns speziell im Abschnitt 11 im Zusammenhang mit der Sugawara-Konstruktion in-
teressieren. Fir diesen Fall wurden diese Basiselemente von Krichever und Novikov
eingefiihrt [146] (siehe auch [149] fiir einen Uberblick iiber deren Ergebnisse, bzw.
D, §9(b)]). Obige Formeln seien fiir diesen Fall spezialisiert. Hierbei sei der zweite
Index immer weggelassen. Desweiteren sei I = {Py} und O = {P_} (um in der
Notation von Krichever und Novikov zu bleiben). Die lokalen Koordinaten um Py
seien z4. Das Differential p sei so skaliert, dafl % fCT p = 1 ist. Im generischen

Fall sind die Ordnungsvorgaben®

ordp, (f2)=n—A, ordp (f)=-n+A—-1D+2A-1)(g—1)  (9-43)

und
) = N1+ 0()) d2 (9-44)
Die Dualitat schreibt sich als
1 1
— A,w™=0", — e 0" =6" . (9-45)
27T 1 C, 27T 1 C,

In den anderen Fallen ist eine Modifikation fir —g < n < 0 notwendig. Zuerst
setzen wir Ag = 1 und w® = p. Fiir —g < n < —1 fordern wir
ordp, (An) = n, ordp_(A,)=-n—g—1,

(9-46)
ordp, (") = —n — 1, ordp (W")=n+g.

6Die hier verwendete Ordnung unterscheidet sich durch eine Verschiebung von der, von Kriche-
ver und Novikov verwendeten.



9. Die Mehrpunktalgebren 129

Um die Elemente zu fixieren fordern wir, daf} die Dualitit (9-28) erfiillt ist. Aufgrund
der Sonderrolle der Indexmenge {—g,...,—1,0}, bezeichne ich diesen Bereich als
kritischen Streifen. Fiir g # 1 gilt immer Rz = 3g. Ist ¢ = 0 (im 2-Punktfall) so gilt
R; = 0. Im allgemeinen kann man auch explizite fiir Formeln fiir R; angeben. Fir
uns von Bedeutung ist lediglich, daf}, falls sowohl n als auch m auf derselben Seite des
kritischen Streifens sind (etwa n,m < —g), die obere Grenze bei der Gradzerlegung
fiir die Funktionenalgebra n 4+ m + ¢ ist (dies gilt auch im Fall g = 1).

Spezialisieren wir weiter zum Geschlecht 0, so konnen wir 0.B.d.A. die Polstellen
als Pt = 0 und P_ = oo annehmen. Diese Situation wollen wir als die klassische

1
Situation bezeichnen. Hier ist p= ~dz und f} = z"~*dz*. Insbesondere also
z

d
= Ap=2".
d- ns n =z

en = 2

In den Formeln (9-33), (9-34) und (9-35) tritt jeweils nur ein einziger Term auf und
wir erhalten die wohlbekannte graduierte Struktur

Ap o= Fovms en-fo=(m+X-n)fo. . (9-47)

(d) Die Delta-Distribution und weitere Eigenschaften

Delta-Distribution.
Ist f € F*, so konnen wir f als endliche Summe
K
f=2"2 canrfay
n€Z p=1

schreiben. Aufgrund der Dualitat konnen die Entwicklungskoeffizienten berechnet

werden als

=gy LIRS (9-45)

Dies legt nun folgende Definition nahe. Wir nennen die formale unendliche Summe

=Y Z 2.0Q) - 157 (@") (9-49)

n€Z p=1
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“Delta-Distribution” (vom Gewicht A\, bzw. zum Paar (A\,1 — \)). Ist f € F*, so

definieren wir

27r1/ F(@)A\(Q. Q) sznp 27r1/ f(Q (np)(Q)- (9-50)

n€Z p=1
Hierbei treten auf der rechten Seite nur endlich viele Summanden auf, d.h. die
Definition macht Sinn. Wir erhalten

/ FHMQ,Q) =D Zanp = (@) - (9-51)

n€Z p=1

In derselben Weise erhalten wir fiir g € F1=*
1
| 9(@)ANQ,Q") =g(Q") . (9-52)

271 C.,

Falls klar ist, welches A gemeint ist, werde ich es auch in der Notation weglassen.

Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der “Delta-Distribution” wie sie von Kri-
chever und Novikov in [147] eingefiihrt wurde. Fiir N = 2 und A = 0 spezialisiert
sie sich zu der dort gegebenen Form

=> A (Qu"(Q') . (9-53)
nez,
In der klassischen Situation (¢ = 0!) erhalten wir
= Z ()T
ne7
Zumindestens kann in diesem Fall A(z,z’) noch etwas allgemeiner eingesetzt wer-
den. Ist namlich f eine Funktion, die holomorph im Innern des Kreisrings K, g ist
und stetig in den Rand fortgesetzt werden kann, so gilt (dies sieht man, indem man
obige Regel auf die Laurententwicklung anwendet)

3o [ SEAGE ) = 1),

In diesem Fall liefert die Cauchy-Kernfunktion, sogar eine “geschlossene Darstel-
lung” von A(z,z’). Ausgehend von den konkreten Darstellungen der Basisfunktio-
nen (Thetafunktionen) konnte die entsprechende Verallgemeinerung fiir die
2-Punktsituation auf beliebigen Riemannsche Flachen durch Krichever und Novi-
kov [146],[147],[148], bzw. von Klimek und Lesniewski [135] gezeigt werden. Der
von C,. Die Mehr-
punktverallgemeinerung (in gewissen Fillen) wurde von Sadov [177] ausgefiihrt.

Kreisring wird hierbei ersetzt durch eine Umgebung M, -,
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Explizite Erzeugende.

Fiir die oben definierten Basiselemente konnen explizite Formen gefunden werden.
Im Fall ¢ = 0 sind dies rationale Funktionen. Fiir ¢ = 1 kann man die Weier-
strafische o-Funktion oder p-Funktion nehmen. Fiir ¢ > 2 kann man sie mit Hilfe
von Thetafunktionen beschreiben, nachdem man M mit der Jacobi-Abbildung in
seine Jacobi-Varietét eingebettet hat. Siehe hierzu [H], [F], bzw. [61], [62]. Fiir den
Torusfall siehe auch [C] und [I] sowie [176],[5].

Superalgebren.

Betrachtet man \ € %Z, so konnen auch Superalgebren eingefiihrt werden. Sei
namlich f, g € F=/2, d.h. Schnitte in das duale zu einer fixierten Thetacharakteri-
stik, so wird durch

{fLo}ly =fog+gaf (9-54)

ein Schnitt in £~!, also ein Element von £ gegeben. Analog zum klassischen Fall,
kann auf F~1/2& L eine Superalgebra definiert werden. Diese hiingt von der gew#hl-
ten Thetacharakteristik ab. Hier mochte ich lediglich auf die Arbeiten von Bonora,
Martellini, Rinaldi und Russo [20] und Mezinescu, Nepomechie und Zachos [155]
fiir den 2-Punktfall fiir hoheres Geschlecht verweisen. In der Physik haben sich die
Namen Superalgebren vom Neveu-Schwarz- und Ramond-Typ in Verallgemeinerung
der klassischen Situation eingebiirgert. Sieche auch Wang und Xu [206] fiir den Fall
g = 0 und mehrere Pole.

Assozierte graduierte Algebra.

Ausgehend von der Filtrierung (9-37) konnen wir die Vektorrdume

— B _ 3
f” - f(kn)/]:(knﬂ) = <f’)’>L\,1’ fri\,Z’ ceey 7>L\,K><C (9—55)
bilden. Das graduierte Objekt ist dann definiert als
e = PF, . (9-56)
nez

Selbstverstiandlich ist der Vektorraum gr F» isomorph zu F*. Auf gr £ kann eine
Lie-Algebrenstruktur definiert werden durch

[én,p, ém,r] = [6n,p, 6m77-] mod E(n—}—m)—{—l € ETL-I—m/‘C(n—{—m)—‘rl . (9—57)
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In entsprechender Weise wird dann gr F* ein Lie-Modul iiber gr £ durch Definition

énvp - fTiL,T’ = 671723 - f?’éL,T’ mod f(/\n—f-m)—{—l € fri\—‘,—m/f(}\n—{—m)—}—l - (9_58>

Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur ist dies wohldefiniert. Vergleichen wir
die genaue Form des niedrigsten Koeffizienten (9-41), (9-42) mit den Koeffizienten
im Virasoro-Fall, so erhalten wir

grL=Wao---aW (9-59)

K-mal

als Lie-Algebra. W ist die Witt-Algebra. Die analoge Zerlegung gilt auch fiir die
Moduln.

Andere Zugange.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts mochte ich noch betonen, daff der Krichever-
Novikov-Zugang zur algebraisch-geometrischen Beschreibung der konformen Feld-
theorie auf Riemannschen Flachen von hoherem Geschlecht, nicht der einzige Zugang
ist. Es gibt eine Reihe weiterer Zugange, aus denen hier einige Neuere herausgegrif-

fen werden.

1. Statt die globalen Objekte zu betrachten, kann man auch an jedem der Punkte
aus A eine lokale Virasoro-Situation betrachten. Dies ist der Zugang der von Ka-
wamoto, Namikawa, Tsuchiya und Yamada [134] bzw. Tsuchiya, Ueno und Ya-
mada [194] studiert wird. Siehe auch Alvarez-Gaumé, Gomez und Reina [4] und
den Ubersichtsartikel [197]. Hierbei werden an jedem der Punkte Darstellungen
der Virasoro-Algebra betrachtet. Durch die lokalen Entwicklungen der Krichever-
Novikov-Objekte besteht eine Beziehung zwischen beiden Zugangen. Dies trifft auch
zu fiur die, in den folgenden Abschnitten behandelten, Darstellungen der globalen
Algebren. Eine genauere Untersuchung dieses Zusammenhangs ist sicherlich sehr
interessant. FEs sei darauf hingewiesen, dafl dieser Zugang mit der Theorie der
konformen Blocke, Verlinde-Raume, etc. zu tun hat.
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2. Von F. Ferrari wurde in einer Reihe von Arbeiten die konkrete Realisierung
der Riemannschen Fliche als Uberlagerung von P! zur Konstruktion der feldtheo-
retischen Objekte benutzt. Dieser Zugang ist insbesondere dann niitzlich, wenn die
ﬁberlagerungsgruppe zusitzliche Eigenschaften hat (abelsch, zyklisch, etc.). Siehe
hierzu [80],[81],[82],[83].

3. Von A. Raina wird in einer Serie von Arbeiten der Zugang iiber die Axiomatik
der N-Punktkorrelationsfunktionen gewahlt. Aufgrund der Postulate sind diese
gewisse algebraisch-geometrische Objekte, im wesentlichen Schnitte in Biindeln iiber
den symmetrischen Produkten der algebraischen Kurve. Siehe etwa [172],[173].7

4. Daneben gibt es viele weitere Zugange zur konformen Feldtheorie die etwa
die differentialgeometrischen Aspekte und die Teichmiillertheorie in den Vorder-
grund stellen. Eine mehr oder minder willkiirliche Auswahl von Arbeiten ist [70],
[140],[94],[154], [192],[215]. Mathematisch sehr interessant ist der Zugang tiber die
Schnittheorie auf dem Modulraum der Kurven. Dieser Zugang lauft unter dem
Namen Kontsevich-Witten-Theorie [143],[210].

"Mit seinen Methoden erhielt er auch einen weiteren, eleganten Beweis von “Fay’s trisecant
identity”.
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10. Zentrale Erweiterungen und affine Lie-Algebren

(a) Die zentralen Erweiterungen

In der Quantentheorie ist es oft notig zu zentralerweiterten Gruppen, bzw. Al-
gebren iiberzugehen. So gibt es z.B. fiir die Witt-Algebra (d.h. fiir die Virasoro-
Algebra ohne “zentrale Ladung”) keine unitéren, irreduziblen Hochstgewichtsdar-
stellungen. FErst nach dem ﬁbergang zur Virasoro-Algebra existieren solche fiir
gewisse zentrale Ladungen. Zentrale Erweiterungen von Lie-Algebren werden bis
auf Aquivalenz durch die Lie-Algebrenkohomologie klassifiziert. Genauer stehen die
Klassen nichtaquivalenter zentraler Erweiterungen einer Lie-Algebra G in natirli-
cher Korrespondenz zur 2. Kohomologiegruppe H2?(G,C) . Zur Definition dieser
Gruppen kann man folgende Konstruktion benutzen [91].

Sei M ein Modul iiber G. Es sei C9(G, M) der Vektorraum der antisymmetri-
schen ¢-Linearformen mit Werten in M. Der Korandoperator

d=d, : CYG,M)— CTG, M) (10-1)
ist wie folgt definiert. Sei ¢ € C1(G, M), so setzen wir

dqc(gl,g% s ,gq+1) =
Z (_1>S+t_1c([987gt]7 gi,.-- 7937 s 7gt7 s 7gq+1>+

1<s<t<q+1
+ Z )2gs.c(g1s.ov v Gsye v s Gge1) - (10-2)
1<s<q+1
Hierbei sind ¢1,¢92,...,94+1 € G und § bezeichne wie iiblich die Auslassung des

Elementes ¢ in der Auflistung. Direktes Nachrechnen liefert d o d = 0. Die ¢-te
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Kohomologiegruppe mit Werten in M ist definiert als

Kern d
H¢ M= —— "9
(g’ ) Bild dq_l ’

mit der Verabredung
C%G,M)=M und d,=0, ¢<0.

Die Elemente des Kerns heiflen auch Kozykel, die Elemente des Bilds Korander.
Uns interessiert hier nur M = C aufgefaft als trivialer Modul, d.h. G- C = 0. Somit
verschwindet die 2. Summe in (10-2). Schreiben wir (10-2) fiir ¢ = 2 aus, so erhalten
wir

dac(f, g, h) = c([f, gl. h) — ([f, k], g) + c(lg, k], f) -
Aus dae(f, g, h) = 0 folgt mit der Antisymmetrie die Kozykeleigenschaft

c([f,g],h)-l—C([g,h],f)-l—c(h,f],g):0. (10'3)

Ein 2-Kozykel ist genau dann ein Korand wenn er sich schreiben 1afit als

c(f,9) = k([f,9]) (10-4)

mit einer Linearform « auf G. Mit Hilfe eines 2-Kozykels kann man die zugehorige
zentrale Erweiterung G in folgender Weise konstruieren [91]. Als Vektorraum ist
G die direkte Summe C & G . Das Lie-Produkt ist gegeben durch

(1t 9), (v, ) = (clg, ), g, f]) - (10-5)

Die Kozykelbedingung (10-3) ist entscheidend dafiir, daf§ dies eine Lie-Algebra de-
finiert. Wahlt man die (lineare) Splittingabbildung

©:G—G. fr®(f)=(0.1)
und bezeichnet mit ¢ das Element (1,0) so kann (10-5) dquivalent durch
[@(9), ®(f)] = @([g, ) + g, f) -t und  [®(g),#] =0 (10-6)

beschrieben werden. Die Wahl einer anderen Splittingabbildung @’ , d.h. die Wahl
eines anderen Lifts fiir die Elemente aus G, entspricht der Wahl einer Linearform ¢
auf G durch

'(g9) = (¢(9),9), bzw. @'(g) = ®(g)+d(g)-t.
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Man berechnet

[@(9), @"(f)] = [2(9), ()] = ®([g. f]) + c(g. f) - t =
@I([g,f])_¢([g,f]) -t-l-c(g,f) t= (I)I([g,f])_l_cl(gaf) 't

Es gilt somit
(g, f) = clg, [)+ di(=0)(g, [),

d.h. unterschiedliche Lifts bestimmen kohomologe Kozykel. Durch die Umkehrung
der obigen Vorgehensweise kann man die kohomologe Abanderung eines Kozykels
auch als Wahl eines anderen Liftes beschreiben.

Fiir den Fall der Witt-Algebra rechnet man sofort nach, dafl die Bilinearform, die
auf der Basis [,,, n € Z durch
n —n
12
gegeben ist, ein 2-Kozykel ist. Als zentrale Erweiterung erhalt man die Virasoro-

Algebra, siehe (9-6).

X:WXW—>CZ (ln,lm)'_)X(lnalm):

&, (10-7)

Wihlt man fiir die die abelsche Lie-Algebra C[z, 2~!] die Basiselemente
{ A, = 2" | n €Z} so definiert die bilineare Abbildung

v:Clz, 27 x Clz, 27 — C: (An, Ap) — v(Ap, A) = —n ™, (10-8)

einen 2-Kozykel fiir C[z, 271]. Die dadurch zentralerweiterte Lie-Algebra der abel-
schen Funktionenalgebra (sie ist jetzt natiirlich keine abelsche Lie-Algebra mehr)
heifit auch Heisenberg-Algebra. Die Algebra der Differentialoperatoren (vom Grad
< 1) ist definiert wie in (9-18). Damit besitzt sie als Basis {[,,, A,, | n € Z} mit der
Identifikation A,, < (A,,0) und [,, < (0,[,). Das Lie-Produkt ergibt sich zu

s Ap] = —[Ap 1] = M Ay - (10-9)

Aufgrund der Sequenz (9-19) ist jeder 2-Kozykel von W durch Zuriickziehen auch
ein 2-Kozykel von D'. Durch direktes Nachrechnen sieht man, dafl der Kozykel
(10-8) zu einem Kozykel auf D! fortgesetzt werden kann. Daneben kann man auf
D! noch den folgenden, zu den bisherigen nicht dquivalenten, Kozykel definieren

B:Clz,z7 | x W —C: (Apylm) = B(Ap,lm) = —n(n —1)6™ ,  (10-10)

bzw. die dadurch definierte antisymmetrische bilineare Fortsetzung. Von Arbarello,
DeConcini, Kac und Procesi [6] wird durch direktes Rechnen der folgende Satz

bewiesen:
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Theorem 10.1. [6] Es gilt diim H?>(D',C) = 3. Eine Basis des Raumes wird durch
die Klassen der drei Kozykeln (10-7), (10-8) und (10-10) gegeben. Insbesondere ist
die universelle zentrale Erweiterung von D dreidimensional. Fir die Unteralgebra
W gilt dimH2(W, C) = 1 und eine Basis wird durch die Klasse des Kozykels (10-7)
gegeben.

Die obige Aussage iiber den Kozykel der Algebra WV ist natiirlich klassisch.

Mochte man dies nun auf beliebige Riemannsche Flachen verallgemeinern, muf}
man die Definition der Kozykel zuerst geometrisieren. In einem ersten Schritt kann
man sie in einer basisunabhangigen Form wie folgt beschreiben

X(67 f) = res(_(elllf . 6f///>) = _(emf _ 6f/”)dz :
z=0"24 2mi J.—o 24 (10-11)
1
v(g,h) = res(gdh) = 2—, gdh (10-12)
z=0

Hierbei sind e und f Vektorfelder (Welche mit ihren lokalen Funktionen identifi-
ziert werden) und ¢ und h Funktionen. Das Symbol ' bedeute Ableitung nach
der quasi-globalen Variablen z. In dieser Form kann man die Kozykeln y und
£ immer noch nicht verallgemeinern, da es sich bei den Integranden noch nicht
um Differentiale handelt; sie transformieren noch nicht korrekt. Es miissen zuerst

“Kompensationsterme” aufgenommen werden.

Defininition 10.2. Sei (U,, z,) eine Uberdeckung von M durch Koordinatenum-
gebungen und seien z3 = f34(z,) die Ubergangsfunktionen fir nichtleeres U, NUg.

(a) Ein holomorpher (meromorpher) projektiver Zusammenhang ist eine Kollektion
lokaler holomorpher (meromorpher) Funktionen R,(z,) die auf nichtleerem U,NU3
in folgender Weise in Beziehung stehen:

Rs(25) - (fha)” = Ralza) + S(fsa) - (10-14)

Hierbei ist S(h) die Schwartzsche Ableitung. Sie ist definiert als

S(h) = % - = (IZ,I> : (10-15)
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(b) Ein holomorpher (meromorpher) affiner Zusammenhang ist eine Kollektion lo-
kaler T, (z,) holomorpher (meromorpher) Funktionen fiir die gilt

f//
féa .

Ts(28) - (fha) = Ta(2a) + (10-16)

(" bezeichne die Ableitung nach der lokalen Variablen z,.)

Aufgrund der Definition erkennt man sofort, dafy die Differenz zweier projektiver
Zusammenhange ein quadratisches Differential und die Differenz zweier affiner Zu-
sammenhénge ein (lineares) Differential ist. Umgekehrt kann man alle projektiven
(affinen) Zusammenhénge erreichen, indem man von einem fixierten aus beliebige

quadratische (lineare) Differentiale addiert.

Fiir den Fall ¢ = 0 bzw. ¢ = 1 und in Bezug auf die Standardiiberdeckung

z,w = 1/z bzw. z — a kann als projektiver Zusammenhang Ry, = 0 gewihlt
werden. Fiir diese Kartenwechsel gilt ndmlich S(h) = 0. Dies ist im Fall g = 1 klar
und kann im Fall ¢ = 0 explizit nachgerechnet werden. Im Fall g = 1 ist Tp o, = 0
ein affiner Zusammenhang. Ein affiner Zusammenhang fir ¢ = 0 ist durch das
Paar der Funktionen (0, —) gegeben. Insbesondere ist dieser affine Zusammenhang
nicht holomorph. Aufgrund des Residuensatzes kann dieser Pol erster Ordnung
nicht durch die Addition eines Differentials beseitigt werden. Somit existiert kein
holomorpher affiner Zusammenhang auf P'. Es gilt allerdings

Proposition 10.3. (a) Auf jeder Riemannschen Fliche gibt es einen holomorphen
projektiven Zusammenhang.

(b) Sei Q ein beliebiger Punkt auf der Riemannschen Fliche M, dann gibt es einen
meromorphen affinen Zusammenhang, der bei QQ hochstens einen Pol 1.0rdnung hat

und sonst holomorph ist.

Teil (a) ist ein klassisches Resultat und kann z.B. in [107] gefunden werden. Teil (b)
und einen weiteren Beweis von (a), mit Hilfe geeigneter holomorpher Biindel vom
Rang 2, findet sich in [H, p.106]. Dort findet sich auch der Beweis der folgenden
Proposition:

Proposition 10.4. Sei: T ein meromorpher affiner Zusammenhang und R ein me-

romorpher projektiver Zusammenhang. Diese seien beide holomorph auferhalb
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von A. Dann sind die bilinearen Abbildungen

Rns £x Lo T Raledf) = (G = ef") = R = ef)) ax(1017

2
J:AxA—F', F(g.h) =gdh (10-18)
Br:Ax L —F' Br(g.e)=—(eg” +T-eg')dz (10-19)
wohldefiniert.

Ist 0 € H{(M*,Z) ein 1-Zykel in der singuliren Homologie. Er sei représentiert
durch einen differenzierbaren Zykel Z,. Integriert man die Elemente aus F! iiber
Z,, so erhalt man eine Linearform auf F'. Da die Polstellen der Differentiale alle
in A liegen, hangt die Linearform nur von der Homologieklasse ¢ und nicht vom
gewihlten Zykel Z, ab. Wir schreiben deshalb auch [ w fiir [ 7. w. In[H, §6.]
wird bewiesen

Theorem 10.5. Sei o € Hi(M*,Z) fiziert. Gegeben seien die Bilinearformen

1

~ 1 ~
XR,U(67 f) = 2Uri /Z XR(67 f)a 7J(g,h) = % p 7(gah),

(10-20)
1 ~
ﬁT,a(gae) = %/Z ﬁT(g,B) .

Dann gilt:

(a) Es definiert xr,, einen Lie-Algebren 2-Kozykel fir die Vektorfeldalgebra £ und
somit eine zentrale Erweiterung [,Aa.

(b) Es definiert v, einen Lie-Algebren 2-Kozykel fir die Funktionenalgebra A und
somit eine zentrale Erweiterung .ATU.

(¢) Beide Kozykel definieren durch Zurickziehen, bzw. triviales Fortsetzen jeweils
Kozykel fiir die Algebra D*.

(d) Es definiert die antisymmetrische Fortsetzung von Br, einen Lie-Algebren 2-
Kozykel fir die Algebra D'.

(e) Sei v = (avy, vy, g) € C* beliebig, dann definiert ay X R, + @Yo + agfr,, €ine
zentrale Erweiterung ﬁa,a.

(f) Die Kohomologieklasse der obigen Kozykeln hingt nicht von dem gewdhlten pro-
jektiven (bzw. affinen) Zusammenhang ab.
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(b) Lokale Kozykel

Bisher hatten wir die Beinahe-Graduierung auf unseren Algebren nicht betrach-
tet. Sei etwa 2 € £ und Z € £ sein Lift und ¢ das (nichttriviale) zentrale Basisele-
ment. Durch die Vorgabe

deg ¥ := degx und degt:=0 (10-21)

soll die Graduierung auf C fortgesetzt werden.

Dies definiert aber nur dann eine Beinahe-Graduierung, falls der Kozykel y fiir
L fiir Paare von Elementen vom Grad n und Grad m mit |n + m| > S mit einer

Konstante S, die nicht von n und m abhangt, verschwindet.

Definition 10.6. Sei G eine beinahe-graduierte Lie-Algebra und y ein 2-Kozykel
(der Lie-Algebrenkohomologie).

(a) x heiit lokaler Kozykel, falls es Konstanten M und S gibt derart, daf fiir
beliebige homogene Elemente x und y gilt

X(z,y) #0, = M <deg(x)+deg(y) <. (10-22)

(b) Eine Kozykelklasse heifit lokale Klasse, falls sie einen Vertreter besitzt, der lokal
ist.

(c) Eine zentrale Erweiterung heifit lokale zentrale Erweiterung, falls Sie durch eine
lokale Kozykelklasse gegeben werden kann.

Es ist zu beachten, dafl nicht jeder Kozykel in einer lokalen Klasse auch lokal sein
mufl. Per Definition hangt der Lokalitatsbegriff von der Graduierung der Algebra
G ab. Bei uns hangt er sogar nur von der Aufspaltung der Polstellenmenge A in [
und O ab. Eine Umnumerierung der Punkte in O kann hochstens die Konstanten
M und S verdndern (siehe die Bemerkung, die (9-37) folgt). Der Lokalitatsbegriff
fiir die Kozykel der 2-Punktalgebren £ und A wurde von Krichever und Novikov
[146] eingefiihrt.
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Unmittelbar folgt:

Proposition 10.7. Sei G eine beinahe-graduierte Lie-Algebra, x ein lokaler Kozy-
kel, der die zentrale Erweiterung G definiert, ~ die zugehorige Liftabbildung, t der
Erzeuger des zentralen Teils und a € Z festgewdahlt. Dann ist durch die Vorgabe

deg(¥) :=degx, =€ G, v homogen und degt:=a (10-23)

eine beinahe-graduierte Struktur auf& definiert.

Im folgenden werde ich immer degt = 0 setzen.

Im allgemeinen werden unsere oben eingefiihrten Kozykel xr », 7, und 7, nicht
lokal sein. Ist o aber die Homologieklasse, welche durch die Niveaulinien C'; gegeben
ist (es sei daran erinnert, dafl diese alle kohomolog sind) dann gilt

Proposition 10.8. Seien R und T meromorphe projektive, bzw. affine Zusam-
menhange, die holomorph auf M* sind, dann sind die Kozykel Xg,»,Vs und Br,s
fiir o = [C] lokal in Bezug auf die Graduierung der Algebren £, A bzw. D', die in
Abschnitt 9. (c) gegeben ist. Insbesondere sind die entsprechenden zentralerweiterten
Algebren EU, A bzw. D1 a,0 durch die Vorgabe (10-23) mit a = 0 beinahe-graduiert.

Dies wird in [H, §6] bewiesen. Es handelt es sich hierbei im wesentlichen um
Abschatzungen der Ordnungen des Integranden an den Punkten aus I und O
und die Benutzung des Residuensatzes. Fordert man, dafl die Zusammenhange
hochstens gewisse maximale Polordnung an den Punkten aus A haben, so konnen
die Konstanten M und S fiir die jeweiligen Algebren expliziter gegeben werden.

Proposition 10.9. Sei 0 = [C;] und sei R ein projektiver Zusammenhang mit
hochstens Polen zweiter Ordnung an den Punkten aus A und der lokalen Gestalt an
den Punkten {Py,..., Py}

R|(zp) = apz, % + 2,1 (0(1)), (10-24)

in Bezug auf die lokalen Koordinaten z,, dann gilt mit einer Konstanten M, die
nicht von n und m abhangt,

XR.o(€nps€mr) #0 = M; <(n+m) <0 (10-25)
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und
1

XR,O'(ek,p, 6—k,r) = (E(kg — k- 2C¥pk)> 6; . (10—26)

Fir den Fall N = 2 qilt M, = —6g.

Die entsprechende Aussage fiir N = 2 wurde bereits in [146] bewiesen. Die Schranke
M ist explizit angebbar [H, p.85]. sie hingt von ¢g und der Aufspaltung N = K + L
ab.

Proposition 10.10. Sei o = [C;], dann gilt

(a) es gibt eine Konstanten My, die nicht von n und m abhdngt, mit

ya(Anyp,Am,T) #0 = My < (n + m) <0 (10—27)
und
Yo(Anps Anyp) = (=n) -0, . (10-28)

Im Fall N =2 qilt My = —2g fir generisches n und m.

(b) Sei T ein meromorpher Zusammenhang, der héchstens Pole 1. Ordnung bei
den Punkten aus O hat, dann gibt es eine Konstanten Ms, die nicht von n und m
abhangt, mit

Br.o(Anpsmyr) 0 = M3z<(n+m)<0 (10-29)

und
Bro(Anpr€ny)=-n(n—1)-6, . (10-30)

Im Fall N = 2 gilt M3 = —2g fiir generisches n (und m bei g =1).
Wird im folgenden Y, \r, v, 3, B benutzt, so soll darunter jeweils die Integration

zur Definition des Kozykels iiber solch eine Niveaulinie verstanden werden. Zur
spateren Referenz sei notiert:

wle) = g [ (G =erm =R =)

(10-31)
1
h) = — dh 10-32
1
Bg.e)= = [ —(eg” +T-eq')d . (10-33)

271 C,
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Es sei nochmals daran erinnert, wie die zentralerweiterten Algebren davon ausge-
hend definiert sind. Sei e = (0,e) € L =C &% L und ¢t = (1,0), so gilt

@ f1:=le.f1+ xrle. )t . (10-34)

Entsprechendes gilt fiir die Algebren A und DI

Es erhebt sich die Frage, ob jeder lokale Kozykel (eventuell nach kohomologer
Abanderung) durch Integration der Differentiale aus Prop. 10.4 iiber die Klasse von
C'- (eventuell nach Wahl eines geeigneten projektiven oder affinen Zusammenshangs)
gegeben werden kann. Fiir den klassischen Fall (¢ = 0 und N = 2) ist Hy(M*,Z) &
Z und erzeugt von C,. In der Tat kann man hier nachrechnen (dies wird etwa in
[6] und [126] getan), dafl die lokalen Kozykeln gerade von dieser Gestalt sind. Es
ergibt sich

n —n
X(€nsem) = T5Tn, Y(An, Am) = —nd" B(An,em)=—n(n—1)6", .
Theorem 10.11. [Krichever und Novikov] Fir den Fall N = 2 und g beliebig, ist
jeder lokale Kozykel der Vektorfeldalgebra L gleich einem Vielfachen des Kozykels
(10-31) mit einem geeigneten meromorphen projektiven Zusammenhang, der Pole
nur bei Py hat. Insbesondere gibt es nur eine (bis auf Isomorphie) nichttriviale

lokale zentrale Erweiterung.

Der Beweis findet sich in [146]. Gemafl [150, App.] gilt die entsprechende Aussage
auch fiir die Mehrpunktverallgemeinerung.

Fiir die abelsche Funktionenalgebra gibt es keine 1-Kordnder, da r([a,b])
(siehe (10-4)) immer verschwindet. Somit bestimmen verschiedene 2-Kozykel auch
nichtdquivalente zentrale Erweiterungen. Die Kozykelbedingung (10-3) ist keine Be-
dingung. Es bleibt lediglich die Antisymmetrie. Somit gibt es “viele” lokale und
nichtlokale zentrale Erweiterungen. Die etwas unprézise gebliebene Aussage in [150],
daf} auch fir die Heisenberg-Algebra die lokale zentrale Erweiterung eindeutig ist,
mufl wohl in der folgenden Weise modifiziert werden:!

Jeder lokale Kozykel v von A, der durch Einschrdnkung eines lokalen Kozykels
Y von D' auf die Unteralgebra A herkommdt, ist ein skalares Vielfaches des Kozykels
(10-32).

Ieider wird fiir die Behauptung dort kein Beweis ausgefiihrt.
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Der wichtige Unterschied hierbei ist, daf3 die Kozykelbedingung fiir das Tripel
(e,g,h) mit e € Lund g,h € A

Y(Veg, h) = ¥(Veg, h) = ¥(Veh,g) = v(Veh, g)

erzwingt. Dies wird vermutlich die Form (10-20) (2. Formel) mit beliebigem In-
tegrationsweg implizieren. Dann greift die Argumentation in [146] um zu zeigen,
daf} die Lokalitdt als Integrationsweg C erzwingt [145]. Fiir den klassischen Fall,
siehe etwa [6, Prop.2.1]. Der Beweis dort wird allerdings durch explizite Rechnung
gefithrt. Im folgenden werde ich die Behauptungen von Krichever und Novikov iiber
die “Eindeutigkeit” (bis auf kohomologe Abinderung und skalare Multiplikation)
der lokalen Kozykel auch fiir die Algebra A (herkommend von der Algebra D) und
fiir die Mehrpunktverallgemeinerungen A und £ beniitzen. In der Tat sehe ich,
nach der obigen offensichtlich notwendigen Modifikation, keinen Grund an ihnen
zu zweifeln. Da mir allerdings keine aufgeschriebenen Beweise vorliegen, werde ich
jeweils explizit darauf hinweisen, wenn ich die Eindeutigkeit verwende. Im wesentli-
chen besteht der Unterschied lediglich darin, daff man im Ergebnis von einer lokalen
zentralen Erweiterung, statt von der lokalen zentralen Erweiterung spricht.

In [6] werden ebenfalls die Kozykelklassen von D! fiir die klassische Situation be-
stimmt. Vermutlich wird sich die analoge Aussage mit den Techniken von Krichever
und Novikov zeigen lassen.

Vermutung. Jeder lokale Kozykel von D' ist kohomolog zu einem skalaren Vielfa-
chen der Kozykeln (10-31), (10-32) und (10-33).

Wenn wir nun D oder D) als Lie-Algebren betrachten, dann ist D' eine Unteral-
gebra. Aber es ist nicht klar ( und tatséchlich ist es sogar falsch) ob irgend einer der
obigen 3 Kozykeln auf ganz D) ausgedehnt werden kann. In der klassischen Situa-
tion hat Radul einen “kanonischen Kozykel” fiir D(°) eingefiihrt [169]. Siehe auch
Wodzicki [212] und Feigin [78]. Dieser ist eine lineare Kombination der obigen 3 Ko-
zykeln. Li [151] zeigte, daf} diese Kombination der einzige ist, der ausgedehnt werden
kann. Die Existenz eines solchen “universellen Kozykels” wurde fiir affine Varietaten
(also auch fiir unsere Situation) von Getzler [93] gezeigt. Durch die Benutzung der
semi-infiniten Wedgedarstellung (siehe Abschnitt 13) war ich in der Lage, diesen

konkret durch eine Darstellung einer nichttrivialen zentralen Erweiterung D) der
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Differentialoperatoralgebra fiir beliebiges Geschlecht und fiir eine beliebige Anzahl
von Punkten in A zu realisieren. Der hierbei auftretende definierende Kozykel 1),
eingeschrankt auf D!, ist lokal. Akzeptiert man die obige Aussage iiber die lokale
Kozykel, so erhalt man, dafl die Einschrankung eine gewisse Linearkomination der
obigen Kozykel ist. In diesem Fall kann seine Klasse berechnet werden zu

20 —1 -1
)=+ 2208+ ) (10-35)
C) C)
Hierbei ist cy := —2(6A% — 6\ + 1) der berithmte Ausdruck, der in Mumfords

Formel auftaucht und [..] die Kohomologieklasse. Da die Zusammenhénge R und T
die Klasse nicht verandern, habe ich sie in der Notation weggelassen.

In [H] wird das Analogon der Formel [134,3.22] fiir den “Schwinger Term” 1))
bewiesen. Dieses ist nichts anderes als der Kozykel fiir die Algebra D ausgewertet

fiir gewisse Basiselemente.

Proposition 10.12. [H, Prop.7.9] Sei

uﬁyp =Aptnp - (e_l,p)k, k,neZ, k>0.
Die Potenzierung sei in D aufgefafst. Dann gilt fir den Kozykel
Ua(ul oub, ) =0, fir n+m>0. (10-36)
Fir n+m=0 gilt (mit cx = —2(6A2 —6X+1) )
(—1)F KL i

wk (ufz,p’ ul—n,r> =

i H (n+j)-6, . (10-37)

ex (k+1+1 .t

Im Virasoro Fall ist (10-37) der einzige nichtverschwindende Term.

Im k/l@sischen g = 0 Fall wird die zentrale Erweiterung der Differentialoperatoral-
gebra D) auch manchmal als Wy o, bezeichnet. IThre Darstellungstheorie wird z.B.
in [125] studiert. Wie von Frenkel, Kac, Radul und Wang in [89] ausgefiihrt, be-
steht ein Zusammenhang dieser zentralerweiterten Differentialoperatoralgebra mit
den W-Algebren. Deren Struktur ist vor nicht allzu langer Zeit bei der Quanti-
sierung konformer Feldtheorien aufgetaucht. Fiir hoheres Geschlecht wurde von
Zucchini [216] mit Hilfe der Krichever-Novikov-Objekte auch W-Algebren betrach-
tet. Es ist zu erwarten, daf} die zentrale Erweiterung der Differentialoperatoralgebra
eine ahnliche Rolle, wie im klassischen Fall spielen wird. Dieser Gedanke soll hier

allerdings nicht weiter verfolgt werden.
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(c) Die affinen Mehrpunktalgebren

In diesem Teilabschnitt sollen die affinen Algebren (Kac-Moody-Algebren vom
affinen Typ), siehe [123], [126] verallgemeinert werden. Zuerst sei kurz deren Defi-
nition wiederholt. Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebra iiber C. Die Schlei-
fenalgebra (oder current algebra) ist definiert als Vektorraum G = g @ C[z, z7!].
Dies bedeutet sie wird erzeugt durch die Elemente x @ 2™ mit n € Z, x € g. Die
Lie-Struktur ist gegeben als

[z@:", y@ 2" =[x,y (10-38)

Besitzt g eine invariante, symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform (..|..), dann
ist die affine (Lie-)Algebra definiert als zentralerweiterte Lie-Algebra G der Schlei-
fenalgebra. Als Vektorraum gilt G = G & Ct. Die Lie-Struktur ist gegeben durch

~

[z(n), y(m)] = [z, y]|(n + m) + (x|y) -n-6",, - t, [t,G]=0. (10-39)

Hierbei habe ich die iibliche Notation x(n):= x @ 2" benutzt. Spezielle Beispiele
sind etwa der Fall, daf} g eine einfache Lie-Algebra ist und man die Cartan-Killing-
Form nimmt, oder dafl g abelsch ist und man jede nichtausgeartete symmetrische
Bilinearform nehmen kann. Im letzteren Fall erhalt man die bereits eingefiihrte
zentral erweiterte Funktionenalgebra, die Heisenberg-Algebra (bzw. mehrere Kopien
davon) zurtick. Meist ist es giinstig noch ein weiteres Element d, eine Derivation,
zu adjungieren. Dadurch erhalt man G?:=G % Cd mit Lie-Struktur

[d,t] =0, [d, x(n)]=n-z(n). (10-40)
Die Algebren sind alle Z-graduiert, indem man
deg(x(n)) :=n, deg(t):= deg(d):=0
setzt.

Diese Konstruktion soll verallgemeinert werden auf die Situation (M, A) mit M
eine beliebige (kompakte) Riemannsche Fliache und A = ITUO eine erlaubte Polstel-
lenmenge. Hierzu ersetze man die assoziative Algebra Cl[z,z~!] durch die Algebra
A der Funktionen auf M, welche holomorph auf M* = M \ A sind. Fiir das fol-
gende sei g eine endlichdimensionale reduktive Lie-Algebra. Dies bedeutet, g ist die
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direkte Summe einer abelschen und einer halbeinfachen Lie-Algebra. Sei weiterhin
(..|..) eine invariante, nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform auf g fixiert. Die

Invarianz bedeutet

([z,91l2) = (xlly, =]) - (10-41)
Im halbeinfachen Fall kann man etwa die Cartan-Killing-Form nehmen. Im abel-
schen Fall erfiillt jede nichtausgeartete symmetrische Bilinearform die Bedingung.

Definition 10.13. Die Lie-Algebra G = g ® A mit Lie-Produkt
[x@g,y@h] = [2,y] @ (g h) (10-42)

heifit Schleifenalgebra oder “current-algebra” zur Lie-Algebra g.

Daf} es sich hierbei um eine Lie-Algebra handelt ist offensichtlich. Sie kann in-
terpretiert werden als die g-wertigen meromorphen Abbildungen auf M, die holo-
morph auf M* sind. Fiir N = 2 wurde sie in [146] eingefiithrt. Die Konstruktion
der Heisenberg-Algebra kann nun verallgemeinert werden. Sei o € Hy(M*,7Z) und
sei Z, ein differenzierbarer Reprasentant von o. Wie in Theorem 10.5 ausgefiihrt,

ist dann .
Yo t Ax A — C, Yol fyg) = —/ fdg (10-43)
2wl g
ein wohldefinierter 2-Kozykel fiir A. Wir setzen
G, =GoC-t (10-44)

als Vektorraum und definieren die Lie-Struktur durch

O Fy o9 =[5y © (f) = @ly) - valfrg) -t [6,G.]=0.  (10-45)

Hierbei bezeichne fiir a € G das Element @ = (a, 0) den entsprechenden Lift in G,.

Proposition/Definition 10.14. Durch die Definition (10-45) wird G, eine zen-
trale Erweiterung der Schleifenalgebra. Diese Algebra heifit affine Mehrpunktalgebra
héheren Geschlechts (oder auch verallgemeinerte Krichever-Novikov-Algebra vom af-
finen Typ). Ist g abelsch, so heifst éa auch verallgemeinerte Heisenberg-Algebra.

Beweis. Da v,(f,9) = —7,(g, f), ist die Verkniipfung antisymmetrisch. Fiir die
3-er Produkte berechnet sich

@ f,ly@g,z0h]] =[x @ f,[y,2] @ (gh) — (2|y)V.(f,9) - t] =
[, [y, 2]l @ (fgh) — ([=|[y, z])vs(f, gh) - T .
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Addiert man alle 3 zyklisch permutierten, so erhalt man

[t filyogzoh+yoglzohro fll+[z0h o fiyogl]=
— ((@lly, 2Dve (f, gh) + (wllz, 2D ve (g, B F) + G2, y)) v (hy fg) - T

Hierbei wurde die Jacobi-Identitat in g fiir den jeweils 1.Term ausgenutzt. Wegen

der Invarianz der Bilinearform gilt

(@[ly, =) = (yllz, 2]) = (=[[z, ¥]) - (10-46)

Desweiteren

1
AVWE h) = — o h, = = h)d s
Yo (fs 9h) = =75 (gh, ) 27”/0(9)1"
usw.. Andererseits verschwindet das Integral iiber ein exaktes Differential, d.h.

1 1 1 1
0= gy [ o) = 5oz [nas s 5 [ @prins oz [ omar =

T/,
Yo (hf,9) + v(gf, h) + v (gh, f) .

Es addiert sich alles zu Null auf. Damit ist die Jacobi-Identitat erfillt und G:, ist
eine Lie-Algebra. Per Definition ist ¢ das zentrale Element. O

Insbesondere haben wir eine exakte Sequenz
0—C-t—G, —G—0. (10-47)

Wie im letzten Teilabschnitt ausgefiihrt, ist die Lokalitat von Bedeutung. Hierzu
werden wir uns spéter einschrinken auf die o mit ¢ = [C;], mit einer Niveauline
C,. Mit G wollen wir die affine Algebra verstehen, die wir erhalten, indem wir iiber
dieses o integrieren. Es sei daran erinnert, dafy die Homologieklasse eindeutig ist.

Diese affinen Mehrpunktalgebren wurden in [J] eingefithrt. Die N = 2 Situation
wurde von Sheinman eingefithrt und studiert [182],[183],[184]. Ebenso wurde von
Bremner fiir ¢ = 0 und g = 1 gewisse affine Mehrpunktalgebren speziell unter dem
Gesichtspunkt der zentralen Erweiterungen studiert [40],[38], [39]. Die verallgemei-
nerten Heisenberg-Algebren im 2-Punktfall wurden in [147] eingefiihrt, siehe auch
[122].
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Auch bei hoherem Geschlecht ist es manchmal niitzlich ein zusatzliches Element e
zu adjungieren, welches wie ein Vektorfeld auf den Elementen in A operiert. Hierzu
sei ¢ € L ein festes Vektorfeld. Wir setzen G¢ = G @ C - e als Vektorraum und
definieren (f € A)

[e,x @ fl=2®@ V.f, [e,t]=0. (10-48)

Proposition 10.15. Ge ist eine Lie-Algebra.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl die Jacobi-Identitat fiir diejenigen Kommutatoren
gilt, bei denen das neue Element e auftritt. Dies bedeutet, wir haben die Tripel
(e,x @ f,e) und (e,x @ f,y @ ¢g) zu untersuchen. Fiir die Tripel von der ersten Art
folgt es sofort. Es bleiben die Tripel der zweiten Art:

le,[x@ fy@ gl = e, [v.y] @ (fg) — (@|y)v(f, 9)t] = [x,y] © Ve(fg)
=[z,y] © ((Vef)g) + F(Veg)),

[zo f,ly@g.ell=~[v@ fiy@ Vegl = —[2,y] @ fVeg + (x|y)v(f, Veg)t,

ly@ g, le,x@ fll=[y©g,x@Vegl = —[r,yl © gVef — (ylx)v(9, Vef)t .

Wir haben zu zeigen, dafl die zentralen Terme sich autheben:

W5 ) = oz [ S = 5 [ 19t

1 1 1
= — Ve(fdg) — — Vef)dg = — d(V. = s Vef) .
o1 o (fdg) = 5— CT( Pdg = 5— .Y (Ve(f)) = (g, Vef)
Hierbei habe ich benutzt, dafl die Lie-Ableitung mit der aufleren Ableitung ver-
tauscht, daf} sie eine Derivation ist und daf} die Lie-Ableitung einer meromorphen

Form kein Residuum hat (siehe [H, p.102]). O

In der klassischen Situation nimmt man e = zd% = d und erhilt dann fur die
Erzeugenden x(n) =z @ 2"
e, (n)] = & ® (3= 2") = n - 2(n)
e,x(n)]=x z—2z")=n-x2(n).
’ dz

Wir miissen noch die Beinahe-Graduierung einfithren. Hierzu definieren wir fiir
die Elemente
T An,p € g, deg(x (29 An,p) =n. (10_49)
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Der Unterraum vom Grad n ist gegeben durch
G =(x®@A,,|p=1,... , K, xe€g). (10-50)

Insbesondere ist G, = g @ A,, als Vektorraum. Aufgrund der Definition des Lie-
Produkts (10-42) wird G dadurch eine beinahe-graduierte Lie-Algebra. Die Schran-
ken R und S stimmen mit den Schranken der Algebra A iiberein.

Die Algebra A kann als Vektorraum zerlegt werden als

A:A_@A(o)@A+,
A_ = <An7p|n§_R1_lap:1"'7I(>7 "4+ = <An7p|n217p:1""](>’

Ay = (Anp | -R1 <n<0,p=1... K).
(10-51)
Dasselbe gilt fiir die Lie-Algebra £

,C:,C_@ﬁ(o)@ﬁ_f-,
L_ I:<€n,p|n§_R3_1,p:1-"71(>7 E-i- ::<6nvp|n21’p:1""l(>’

Loy =(enp| —R3<n<0,p=1...,K).
(10-52)
Die Unterrdume A4 bzw. £ sind aufgrund der Beinahe-Graduierung Unteralge-
bren. Die Raume A, bzw. Loy allerdings lediglich lineare Raume. Fir N = 2
ergeben sich als Schranken

Ry =—g und R3; = —3g. (10-53)
Diese Zerlegung induziert eine Zerlegung
Gg=6G_-9 g(O) D g+7 mit gﬁ =g "457 6 € {_7 (0)7 +} : (10_54)

Wiederum sind G, und G_ Unteralgebren. Der Unterraum Gy ist, im Gegensatz
zum klassischen Fall, keine Unteralgebra. Tm klassischen Fall haben wir A9y =<1 >

und g(o) ~g.

Wir wollen die Beinahe-Graduierung auf die zentrale Erweiterung ausdehnen.
Hierzu geben wir dem zentralen Element ¢ den Grad 0. Wie in Abschnitt (b) aus-
gefiihrt, ist die Lokalitat des Kozykels wichtig, damit die zentrale Erweiterung eben-
falls beinahe-graduiert ist. Deshalb beschranken wir uns auf Kozykel, welche wir
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erhalten, indem wir iiber die Niveaulinien C integrieren. Die Zerlegung (10-54)
dehnt sich aus auf

G=G_ o é(o) 57 §+ mit Gy =Gy und QA(O) =G ®C-t. (10-55)

Betrachten wir nun die Algebra G°. Dem Vektorfeld kénnen wir einen beliebigen
Grad aus dem Bereich [—Rj3, 0] geben. Aus Konsistenzgriinden bietet es sich aller-
dings an, falls e € £ homogen ist und in diesem Bereich liegt (dieser Fall wird uns
im folgenden interessieren), seinen Grad als den Grad des entsprechenden Elements
in e zu wahlen. Es ergibt sich

G°=G° ©G4 ®05, GL20x, Giy =0 ®C-taC-c. (10-56)

Fiir eine einfache Lie-Algebra g konnen die Aquivalenzklassen zentraler Erwei-
terungen der Schleifenalgebra G bestimmt werden. Da M* eine affine Kurve ist,
ist nach einem Resultat von Kassels [133] die universelle zentrale Erweiterung be-
stimmt durch QY /dA. Hierbei ist der Raum der Kéhlerdifferentiale eines Rings R
mit Q}z bezeichnet. Die 1.deRham-Kohomologiegruppe ist Q}{/ dR, der Raum der
Kahlerdifferentiale modulo der exakten Differentiale. Es gilt

0 — QY /dA — Gupiv — G — 0. (10-57)

QY A/dA ist in unserer affinen Situation isomorph zu Hy(M*, C), der iiblichen sin-
gularen Homologie. Da M* jedoch gerade die kompakte Riemannsche Flache vom
Geschlecht g mit N > 1 herausgenommenen Punkten ist, gilt

dimH; (M*,C) =29+ N — 1. (10-58)

(Néheres hierzu siehe bei Bremner [38], siehe auch [99, p.453].) Die zentrale Erwei-
terung wird gegeben durch den (29 + N — 1)-dimensionalen Kozykel

(x @ g,y @h) — —(z|y)(gdh mod dA) . (10-59)

Wahlt man eine Basis 01,09,...,0244n-1 von Hy(M*,Z), so erhdlt man die Iso-
morphie

gdhmod dA +—— (/ gdh,... ,/ gdh) : (10-60)
o1 02g4N—1
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Jede Aquivalenzklasse einer eindimensionalen zentralen Erweiterung ist homomor-
phes Bild der universellen zentralen Erweiterung. Somit ist der 1-dimensionale Ko-
zykel gegeben als eine Linearkombination der obigen Basiskozykel. Lokalitat wird
vermutlich genau dann vorliegen, wenn diese Linearkombination ein Vielfaches der
Zykelklasse ist, die durch die Niveaulinien C gegeben wird. Da diese Resultate im
folgenden jedoch nicht benotigt werden, mochte ich in dieser Schrift nicht weiter
darauf eingehen.

Zum Abschlufl dieser Abschnitts sei darauf hingewiesen, daf} die affinen Mehr-
punktalgebren im Zusammenhang stehen mit dynamischen Systemen der Mechanik.
Sheinman [187] war in der Lage mit Hilfe der N = 2 affinen Algebra (mit adjungier-
tem Vektorfeld) zu Riemannschen Flachen von hoherem Geschlecht, Beispiele integ-
rabler Mehrkorpersysteme von Calogero-Moser-Sutherland-Typ zu geben. In diesem
Zusammenhang sei auch auf die Arbeiten von Bonara-Matone [21] und Toppan [193]
verwiesen. Diese benutzen die Krichever-Novikov-Objekte in der Theorie der dy-
namischen Systeme zum Studium der KP-Gleichung und der KdV-Gleichung fiir
hoheres Geschlecht.
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11. Die Sugawara-Konstruktion

(a) Die Resultate im 2-Punktfall

Die (klassische) Sugawara-Konstruktion ist eine Methode wie man aus Hochst-
gewichtsdarstellungen einer (klassischen) affinen Algebra eine Darstellung der
Virasoro-Algebra erhalt. Sei V' eine Hochstgewichtsdarstellung der affinen Alge-
bra G zur einfachen Lie-Algebra g. Hochstgewichtsdarstellungen sind erzeugt durch
ein Element ¢. Es gilt Gy = 0, die Cartan- und die positive nilpotente Algebra
von é(o) operieren in einer gewissen Weise auf ¢ und der ganze Darstellungsraum
wird durch G aus 1 erzeugt. Insbesondere gilt fir jedes v € V und jedes x € g und
n grof genug: x(n)v = 0.1 Sei {u;, i =1,...,dimg} eine Basis von g und {u'} die
duale Basis (in Bezug auf die invariante symmetrische Bilinearform). Sei weiter k
die duale Coxeter-Zahl (zur Definition siehe weiter unten) und operiere das zentrale
Element t als ¢ - ¢d auf V' derart, dal k4 ¢ # 0. Der Skalar c heif3t zentrale Ladung
oder Level der Darstellung. In diesem Fall ist der Operator

dim g

1 i
Sy 1= ) Z Z i (—n)u'(n + k): (11-1)
n€Z =1
wohldefiniert. Hierbei wird w;(n) als Operator auf V' betrachtet und :....: bezeichne

die Normalordnung

(11-2)

ww(n)y(m): == { z(n)y(m), n<m

y(m)x(n), n>m.

Durch sie werden die Elemente von hohem Grad nach rechts gebracht. Dort an-
nullieren sie letztendlich jeden festen Vektor wenn der Grad nur gentigend grof} ist.
Erst durch die Normalordnung sind die Operatoren S; wohldefiniert.

ISiehe Abschnitt 12 fiir die genaue Definition.
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Das erstaunliche Resultat ist die Tatsache, daf§ durch L, — S, und t — id

-di
eine Darstellung der Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung Cc-l—ikg definiert

ist. (Die zentrale Ladung der Virasoro-Algebra ist der Skalar, als der das zentrale
Element der Virasoro-Algebra in dieser Darstellung operiert.) Ein Beweis findet
sich etwa in [126]. Im physikalischen Modell entsprechen die S; den “Moden” des
Energie-Impulstensors der Feldtheorie, die durch die Darstellung V' von G gegeben
ist.

Diese Konstruktion mochte ich auf unsere allgemeine Situation iibertragen. Der
oben skizzierte klassische Fall wird sich wiederum als Spezialfall ergeben. Hierbei
werde ich in diesem Teilabschnitt zur Vereinfachung den 2-Punktfall betrachten. Der
Mehrpunktfall ist im wesentlichen nur eine Verkomplizierung in der Notation. Die
notwendigen Modifikationen werden in Abschnitt (¢) ausgefithrt werden. Ich mdchte
gleich hier erwahnen, dafl der 2-Punktfall auch von den Physikern Bonora, Rinaldi,
Rosso und Wu [22] behandelt wurde. Da die Art der Beweisfithrung dort vielleicht
nicht in allen Punkten den Anforderungen eines Mathematikers geniigt (speziell
wenn man die subtilen Probleme mit der Normalordnung betrachtet) und da ich
die Verallgemeinerung auch auf mehrere Punkte im Auge habe, ist eine sorgfaltige
Herleitung auch in diesem Fall notwendig. Dies ist insbesondere deshalb notwen-
dig, da im nichsten Abschnitt genauere Resultate als in [22] bendtigt werden. Die
folgenden Ausfiihrungen sind auch in einer gemeinsamen Arbeit mit Sheinman [K]
zu finden. Die verwendeten Methoden sind ahnlich zu der in [22], ja an manchen
Stellen wurden die Ausfithrungen von der Darstellung dort inspiriert.

Entprechend den Ausfithrungen der vorhergehenden Abschnitte ist es notwendig,
die klassischen Objekte mit Hilfe der Krichever-Novikov-Objekte zu geometrisieren.
Vorlaufig sei noch die allgemeine Mehrpunktsituation zugelassen. Sei g eine endlich-
dimensionale reduktive Lie-Algebra und G die affine Algebra hoheren Geschlechts
zu g versehen mit der Beinahe-Graduierung (10-50). Es sei daran erinnert, daf der
definierende Kozykel (x|y)y(g,h) fiir die zentrale Erweiterung tiber eine Niveaulinie

zu integrieren ist. Also

[@7 yog)= [:I:,@fg) — (x|y) - %Ll/c gdh -t . (11-3)
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Definition 11.1. Ein Modul V iiber der Lie-Algebra G (bzw. eine Darstellung)
heif}t zulassiger Modul bzw. zulassige Darstellung falls fiir jedes v € V ein ng € Z
existiert derart, daBf G,v = 0 fiir n > ng gilt und das, durch (11-3) fixierte, zentrale
Element ¢ als ein Vielfaches der Identitat operiert. Dieses Vielfache nennt man
zentrale Ladung oder Level der Darstellung.

Sei V' eine fester zulassiger Modul. Die zentrale Ladung sei c. Fiir das Element
r @ A (oder genauer x @ A) von G benutze ich meist die Notation x(A) um den
entsprechenden Operator auf V' zu bezeichnen. Fir x ® A, , mit den speziellen

Basiselementen A,, ,, benutze ich auch abkiirzend z(n,p) bzw. x(n) im 2-Punktfall
fir (A, ).

Beispiele zulassiger Darstellungen sind im klassischen Fall die iiblichen Hochst-
gewichtsdarstellungen. Fiir die allgemeine 2-Punktsituation wurden deren Verallge-
meinerungen von Sheinman [182],[183],[184] studiert. Deren allgemeine Definition
wird im Abschnitt 12 gegeben werden.

Wir wihlen eine Basis w;, i = 1,...,dimg von g. Sei u’, i =1,...,dimg die
duale Basis in Bezug auf die invariante nichtausgeartete symmetrische Bilinearform
(..]..). Das Casimir-Element Q(©) = Z?;Hllg u;u’ der universellen Einhiillenden U (g)

ist unabhangig von der Wahl der Basis. Zur Vereinfachung der Notation sei eine

Summation tiber ¢ immer tiber diesen Bereich angenommen.

Lemma 11.2.

1) [2@.g=0.

() Tilwul=0.
(3) >oiui @ fiut ©g]=—dimg-v(f,9) 1.
(4)

4 Fur abelsches oder einfaches g gibt es eine Konstante k mit

Z ad,, oad,i =2k .

(2

D.h. 2k st der Figenwert des Casimir-Operators in der adjungierten Dar-
stellung.

Beweis. Die Aussage (1) ist eigentlich Standardwissen. In U(g) kénnen wir schrei-
ben [a,bc] = [a, ble + bla, c]. Somit gilt

Z[a:, uu’] = Z[a:, wiu’ + Z wi[z, u'] .

1 1
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Aufgrund der Orthonormalbasiseigenschaft zerlegen wir

[0’ ] = (v uj)ud = = ([, uy]ju’)d
J J
Hierbei wurde die Invarianz und die Symmetrie von (..|..) benutzt. Fiir die 2.Summe
erhalten wir

> uie,u’] =~ Zuz'([x, uillutyud = = [, ugld,

i J

d.h. das Negative der 1.Summe.

(2)
Z[u,,uz] = Zu,u’ — Zulu, =00 _0O® —¢.

Hierbei wurde das Casimir-Element einmal in Bezug auf die Basis u; und einmal in
Bezug auf die Basis u; dargestellt.
(3) Es sei an die Strukturgleichungen der zentral erweiterten Algebra erinnert:

[w; @ fou' @ g] = [ui,u’] @ (fg) = Y(f,9) - (uilu’) - . (11-4)

Nach der Summation iiber i verschwindet aufgrund (2) der erste Summand und wir
erhalten das Resultat.
(4) Ist g abelsch, so ist natiirlich

ady, () = [u;,x] =0, Veeg.

D.h. k = 0 erfiillt die Bedingung. Ist g einfach, so ist die adjungierte Darstellung irre-
duzibel. Der Operator ). ad,, oad,;: ist nichts anderes als der, dem Casimir-Element
zugeordnete Operator, in der adjungierten Darstellung. Als Casimir-Operator ver-
tauscht er mit allen x € g und operiert somit als Skalar. Dieser Skalar sei gerade
2k. O

Im Fall, dafl g einfach ist, ist k die duale Coxeterzahl und kann mit Hilfe der
positiven Wurzeln der Lie-Algebra ausgedriickt werden. Im abelschen Fall gilt, wie
oben gesehen, k = 0.

Alles was bisher gesagt wurde gilt auch im Mehrpunktfall. Jetzt wollen wir uns
auf den 2-Punktfall konzentrieren. Fiir ) € M betrachten wir die formale Summe
(die “erzeugende Funktion”)

Q)= x(n) w"(Q). (11-5)
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Hierbei bezeichne eine Summation iiber die Indizes der Formen jeweils eine Sum-

mation iiber Z, falls nichts anderes gesagt wird.

Definition 11.3. Sei :....: eine Normalordung. Der Sugawara-Operator (oder
Segal-Operator) von héherem Geschlecht ist definiert als

T(Q) =5 3 w(@ui(@): = 5303 wilmui (m): 0" (@w"(Q) . (11:6)

i n,m i

Wenn wir T(Q) wiederum als “erzeugende Funktion” betrachten, so ist sie ein qua-
dratisches Differential. Wir konnen also schreiben

T(Q)=> Li-92"Q) (11-7)

mit gewissen Operatoren L. Die L mochte ich als Moden des Sugawara-Operators
T bezeichnen. Mit Hilfe der Dualitdt (9-28) erhalten wir

1 1 .
Ly = 2 e T(Q)er(Q) = B Z Z i (n)u (m): 7™,
| - . n’ ! i (11-8)
mit = i - w" (Q)u™(Q)er(Q) -

Es ist zu beachten, daf} es fiir einen festen Wert von k fiir jeden Wert von n nur
endlich viele m gibt mit [;;™ # 0. Genauer folgt aus [} # 0 und n und m auflerhalb
des kritischen Streifens, dafl &k — n < m < k —n + ¢ gilt. Im Fall ¢ = 0 bleibt ein
Term und dieser lautet [J™ = §"*". Es ergibt sich die iibliche Definition der
g = 0 Sugawara-Operatoren (siehe [126] und die dortigen weiteren Referenzen).
Durch diese Endlichkeit und die Normalordnung sind die Operatoren Ly € gl(V)
wohldefiniert. In diesem Abschnitt werde ich die Normalordnung

(11-9)

w(n)y(m): = {x(n)y(m), n<m

y(m)x(n), n>m

benutzen. Andere Normalordnungen sind moglich. Eine nachstgrofiere Klasse be-
steht aus den Normalordnungen, bei denen die entsprechende Vorgabe nur fiir end-
lich viele Paare (n,m) von (11-9) abweichen, siehe auch [147]. Da eine gewisse
Willkiir in der Wahl der Normalordung steckt, ist es notwendig die Abhangigkeit
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von der Normalordnung in den Beweisgangen im Auge zu behalten. In den Be-
weisen wird sich zeigen, dafl sowohl Prop. 11.4 als auch die Folgerung Prop. 11.5
nicht von der Normalordung abhangt. In Prop. 11.6, bei der gezeigt wird, daf} die
Sugawara-Operatoren die Darstellung einer zentralerweiterten Krichever-Novikov-
Vektorfeldalgebra definieren, wird sich zeigen, dafl der Kozykel, der die zentrale
Erweiterung definiert, von der Normalordnung abhangen kann, die Kohomologie-
klasse jedoch fest ist.

Die folgende Proposition ist das Schliisselresultat in der Konstruktion

Proposition 11.4. Sei g entweder eine abelsche oder eine einfache Lie-Algebra.

Dann gilt
[Lioa(r)] = —(c + 1) S KL a(v) . (11-10)
it K. = ! v : dA = nm 11-11
mit K, = %—i/CTw (Q)er(Q)dA(Q) = zm: k. Ymr (11-11)
1
Ymr ‘= ’V(Avar> = 27T—1 . Am(Q>dAr(Q) . (11_12)

Das Resultat hangt nicht von der Normalordnung ab.

Es sei nochmals daraufhingewiesen, daf} alle auftretenden Summen wohldefinierte
endliche Summen sind. Im klassischen Fall spezialisiert sich das Resultat zu
[Li,z(r)] = —(c + k) - r-x(r + k) (siehe [126, Prop.10.1]). Der Beweis wird in
Teilabschnitt (b) erbracht werden. Hier mochte ich lediglich die Relation (11-11)
zeigen. Mit der “Delta-Distribution” (9-49) erhalten wir

St =Y gy [ @ @@y [ An@)in@) =

7"

ﬁ ]« @e@un@)a@.Q =5 [ (@)@ @) = K,

2mi .,
C.C T
Fiir das Element e € £ definieren wir eine Aktion auf 2(Q) =), x(n)w™(Q) durch

e.2(Q) = 2(n)(Vew")(Q) . (11-13)

n
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Proposition 11.5.
(1) [Lg,z(r)] = —(c+ k) x(V,, A) .

(2) L Z(@Q)] = (c+Kk)er.7(Q) .

Beweis. Wir kénnen V., A, in lokalen Koordinaten als e(z ) r( ) schreiben, somit
(Ve A)(Q) = er(Q)dA(Q) = Y 5; A

Aufgrund der Dualitat berechnen sich die Koeffizienten gy . als G/, =
T fCT ex(Q)dA(Q)w’(Q) = K; .. Damit folgt aus Prop. 11.4 die Aussage (1).

Um (2) zu zeigen, schreiben wir V¢, w? =73 (f w" mit
1
T oomi

Ckr

Hierbei wurde benutzt, dafl das Residuum der Lle—Ableltung eines meromorphen
Differentials verschwindet (siehe z.B. [H, p.102]). Dies zeigt (2). O

; (Ve,w”)A, 27“/ Ve, (w"Ay) W'Ve, Ar = —K} . .

In der konformen Feldtheorie fiir Geschlecht 0 bezeichnet man Felder ®(z), in der
Darstellung unter Betrachtung, als Primarfelder vom Gewicht h, falls gilt

(L, ®(2)] = (z”“d% + h(n + 1)z"> d(2) . (11-14)

Fafit man ®(z) als operatorwertigen Schnitt von K" (K ist das kanonische Biindel)
auf, so kann die rechte Seite von (11-14) geschrieben werden als e, . ®(z). Die
Ahnlichkeit mit der Aussage von Prop. 11.5(2) fillt ins Auge.

Proposition 11.6. Die Operatoren Ly € gl(V') und id = 1 € gl(V') schliefien zu
einer Lie-Unteralgebra von gl(V') mit der Kommutatorrelation

(L, L c+k) ZCM (c+k)dimg - g - id (11-15)

mit Cp; den Strukturkonstanten der Vektorfeldalgebra £ und
v+1 v41

Xkt = Vrt + Xkt Ot =D > Cllt e = D D Bl e
s, v n=0 v n=0
1 (11-16)
EpY = —/ e, er] - w"w?, Lt = (Z - Z)KIZL,vKﬁn _
2mi Je, n>0 n<0

USO v>0
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Die x; konnen lediglich fir —6g < k + 1 < 0 ungleich Null sein. FEine andere
Normalordnung wird den Bereich der n und v Summation in der Definition von 1y
und damit xg; andern. An der oberen Schranke erhalten wir

1
Xb—b = —8(k3 — k). (11-17)

Der Beweis erfolgt in Teilabschnitt (b).

Gilt ¢ = —k, dann redet man auch vom kritischen Level. In diesem Fall zeigt
Prop. 11.6, daf} die Ly, k € Z eine abelsche Unteralgebra definieren. Aufgrund
Prop. 11.4 vertauscht diese mit allen Elementen z(n).

Falls ¢+ k # 0 ist, so konnen wir die reskalierten Elemente L} = er—lkLk

wahlen und erhalten
c

———di . cad . 11-18
2(c+k) meg - Xk -t ( )

[Lis i) =) Cily -
Damit erhalten wir die Darstellung einer zentralerweiterten Algebra von £. Beachte
hierbei, daff aus der Jacobi-Identitéit innerhalb gi{(V') und innerhalb £ folgt, da} x4,
tatsachlich ein 2-Kozykel y fir die Lie-Algebra £ ist. Aufgrund Proposition 11.6 ist
der Kozykel lokal. Somit gilt mit Theorem 10.11, mit yz wie in (10-31) gegeben,
Y =d-xgr mit d € C und R einem geeigneten projektiven Zusammenhang. Durch
den Vergleich yg(ex,e—xr) and x(eg,e_) erhalten wir d = —2. Insgesamt also

Theorem 11.7. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder einfache
Lie-Algebra, 2k der Figenwert des Casimir-Operators in der adjungierten Darstel-
lung und G die affine Lie-Algebra von hoherem Geschlecht. Sei V' eine zuldassige
Darstellung, in der das zentrale Element als c-Identitat operiert. Ist c +k # 0 dann
definieren die reskalierten Moden des Sugawara-Operators

A U : g _ L ¢ i
Ly = mzz g (n)u'(m): [ = e B /CT T(Q)er(Q)  (11-19)

n,m 1

eine Darstellung einer zentralen Erweiterung der Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra,

die gegeben wird durch den geometrischen Kozykel

di
xte f) = C(c f?c)g ' 2421 /c (%(dﬂf —ef) RS - efl)) de,  (11-20)
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mit einem geetgneten meromorphen projektiven Zusammenhang R mit Polen nur an
den Punkten Py.

Bemerkung. Die Ausdriicke ¢;; in (11-16) definieren gerade einen Korand (im Sinne
der Lie-Algebrenkohomologie). Es sei daran erinnert, daff ein 2-Kozykel ) ein Ko-
rand fiur die Lie-Algebra L ist, falls es eine Linearform ® : £ — C gibt, derart
dal ¢(e, f) = ®([e, f]). Ich definiere ® durch ®(es) := >, ZZE} [774ny  (dies ist
eine endliche Summe) und berechne ®([ey,e)]) = ®(3_, C} je5) = ¥x. Eine andere
Normalordnung wiirde einen anderen Summationsbereich in der Definition von &
bedeuten. Dadurch wird nochmals gezeigt, ohne die Resultate von Krichever und
Novikov zu benutzen, dafl unterschiedliche Normalordnungen die Kohomologieklasse

der zentralen Erweiterung nicht andern.

(b) Die Beweise

Bei der Definition der L; sind formale unendliche Summen beteiligt. Angewen-
det auf ein Element in der gegebenen Darstellung mufy es sich immer um einen
wohldefinierten Operator handeln. Um dies unter Kontrolle zu halten, verwende ich
Abschneidefunktionen wie sie auch von Kac und Raina in [126] benutzt wurden. Sei
1 die Funktion auf R gegeben durch

P(r)=1 falls |z| <1 und Y(x) =0 falls |z| >1. (11-21)
Fiir € € R sei definiert

Lile) = ; 523 om0 e) (11-22)
Sei k fixiert. Fir jedes n gibt es nur endlich viele m, derart daf§ ™ # 0. Damit
besteht fiir € > 0 die Summe nur aus endlich vielen Summanden. Fiir v € V' werden
aufgrund der Normalordnung nur endlich viele der Operatoren I§™ :w;(n)u'(m):
nichttrivial auf v operieren. Wenn wir also € > 0 klein genug wahlen, erhalten wir
Li(€)v = Lyv. Dieser Sachverhalt sei unter lim._.o Ly(€¢) = Lj verstanden.

Falls wir die Normalordungssymbole in (11-22) weglassen, erhalten wir einen
Ausdruck Ly (). Solange € # 0 ist, ist er wohldefiniert. Dieser sei nun mit Ly (e)
verglichen Fiir jedes Paar (n, m), das nicht in normaler Ordnung ist, wird der Kom-
mutator » . [u;(n), u;(m)] aufgenommen. Dieser ist ein Skalar aufgrund Lemma 11.2
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(3). Damit gilt Lj(e) = Ly(e) + o - ¢ mit einem Skalar o solange € # 0 bleibt. Ins-
besondere konnen wir bei der Berechnung von Kommutatoren die Normalordnung

ignorieren, solange wir bei € # 0 bleiben.

Beweis von Proposition 11.4. Per Definition haben wir

R.:=2[Ly(e),2(r)] = Z Z ui(n ), ()] [ (en)

=2 Z (i)’ (m), 2 (r)] + [ui () ()]’ (m)) 1™ (en),

nachdem der Kommutator ausgeschrieben wurde und die Elemente umgruppiert
wurden. Jeder Kommutator kann nun geschrieben werden wie folgt

[w'(m), 2 (r)] = [u', 2] (Am Ar) = (u'|2) s - €

(beachte t.v = ¢ - v). Damit erhalten wir R. = A, + B, — (C. + D.) mit

Zzu, [ul, 2] (A A )™ )(en), Be —ZZUZ,:U] (A AU (m) ) (en),

C. = ZZUZ U |2) Yl ct(en),  D. = ZZ wile)ut (m) Y13 cp(en) .

Beniitzen wir Y. u; @ A, (u'|x) = (3, (u'|x)u;) @ A,, = 2@ A,, = z(n) , so erhalten
wir Ce =3 x(n)yml"ct(en) und D = >, x(m)yn-[}"c(en) . Fir
festes r und k tauchen nur endlich viele Terme auf. Damit erhalten wir fiir e = 0

lim (C + D) = 2¢ - Z Zl Yme)a(n) =2¢ > Kf a(n) . (11-23)

Hierbei benutzen wir (11-11). Die Summen A. und B machen fiir ¢ — 0 se-

parat keinen Sinn. Um Sinn aus ihnen zu machen, miissen wir iibergehen zur

Normalordnung. Um dies zu erreichen, schreiben wir A, A, = Y  af A mit
. = Q;i fC A, Ayw®. Wir erhalten
Z Zuz prlr " (en) Z Z [, z](s s (en) .

Fir die Elemente, die nicht in Normalordnung sind, nehmen wir einen Kommutator
auf. Wir schreiben A, = Agl) + Ag) und B, = Bél) + B5(2) mit Agl) bzw. BE(I)
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den obigen Ausdriicken nur mit Normalordnungszeichen versehen. Wir betrachten
zuerst Ag). Wir konnen den Kommutator schreiben als

[wi(n), [, 2](s)] = [us, [u', 2]} (An As) = s (uil [u, ])e

Es gilt (u;|[u’,z]) = ([us, u']|]z) . Deshalb verschwindet nach Summation iiber i
geméfl Lemma 11.2(4) der zweite Term. Lemma 11.2(4) ergibt fiir den ersten Term
2k - (A, As) =2k ap a(v). Fihren wir dasselbe mit BY? aus, so erhalten wir

A® 4 B?) = 2kz (Z Zans s ( Z Z ay o ml’”"zb(en)) (v) .

s,m n>s n,ms>m
(11-24)

Es ist zu beachten, dafl keine Summe fiir sich allein sinnvoll ist wenn wir € = 0
setzen. Bevor wir uns weiter mit (11-24) beschéftigen, mochte ich zuerst zeigen, dafl
A(()l) + B(()l) verschwindet. Zuerst andern wir die Variablen in der Summation fir
Bél) in der Weise s — n — m — s. Durch die Normalordnung sind A(()l) und Bél)
wohldefinierte Operatoren in dem Sinne, dafl angewendet auf ein fixiertes v € V nur
endlich viele Summanden nichttrivial operieren. Damit konnen wir den -Faktor

ignorieren.

Lemma 11.8. Fir Fy7 =) a7 '™ = 7 [ A(Q)w®(Q)w™(Q)ern(Q)  gilt
Fgno= Fps

Beweis.

=3 Gy / / A (Q)A- (@) Q) (@)™ (@)ek Q)

1
27T 1 C.,

er(Q)A(Q,Q") = Ar(Q)w*(Q)w™(Q)er(@Q) -

\

Q\
?
=
Q

Dies ist offensichtlich symmetrisch in n und s. O
Nun gile 4G + BV = 32, 52 (i), 2](9): - <foas, ] (m)u(s):)
Lemma 11.9. > (ui(n)[uf, 2] (s): + :[ug, 2](n)u(s):) =0 .

Beweis. Wir bgrechnen Zzuz(n)[ul,x](s) = ZZ wi(n) Y2 ([u', 2]juj)w’ (s) =
=2y wiln) (W |[ug, 2w (s) = = 3 5[uj, 2] (n)w’ (s) . O
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Damit gilt A" + BV =0

Wir nehmen nun (11-24) wieder auf.

Behauptung. Der Ausdruck innerhalb der v-Summation ist fir lim._qo tdentisch

mit dem Grenzwert lim._.q von

EE(N : Z Z ans mrlnmw Gn Z Z asm 7817' Zm (En) ’ (11_25)

m,s n>N n,m s>N

mit N einer beliebigen ganzen Zahl.

Beweis. Wenn wir die Differenz berechnen, so erhalten wir?

Z Z ans mrlnmw En Z Z asm mﬂlnmlb(f”) : (11_26)

m,s n=s+1 n,m s=m-+1

Beachte, dal wegen der Beinahe-Graduierung in jeder Summe fiir festes v, k, r nur
endlich viele Terme beteiligt sind. Deshalb kénne wir wiederum t(en) ignorieren
und die Variablen in der zweiten Summe dndern (s — n — m — s). Wenden wir

Lemma 11.8 an, so sehen wir, dafy die Differenz verschwindet. [

Dieser Beweis zeigt auch, dafl das Ergebnis nicht von der gewéahlten Normalordnung
abhangt. Wiederum wird die Differenz aus endlich vielen Termen bestehen, die sich
aufheben.

Wir untersuchen

B =% Y an Fihuen) = Y on, Flli(en) . (11-27)

s n>0 n s>0

Der zweite Summationsbereich wird in der folgenden Weise ersetzt:
(n,s >0)=(s,m>0)+(n>0,s <0)—(s>0,n<0). Damit erhalten wir

Ee(o):ZZ(aZSF,;’;_a ) 4 <Z Z)am (en) . (11-28)

n>0 s n>0 s>0
s<0  s<0

2Falls die obere Schranke kleiner als die untere ist, so soll darunter verstanden werden, daB man
die Summationsreihenfolge und das Vorzeichen des Ausdrucks vertauscht. Diese Regel soll fiir alle
folgenden Summationen gelten.
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Nach der Summation iiber s in der ersten Summe und dem Gebrauch der “Delta-
Distribution” sehen wir, dafi diese Summe verschwindet. Mit Hilfe der Integral-
darstellung von F;”; (Lemma 11.8) und von ay,. (9-40) kann die zweite Summe

umgeschrieben werden als

oo [[A@e@er @ -3 ) @)@ @ @uen

n>0 s>0
Cr Crr s<0 n<0

(11-29)
Wir beniitzen

Proposition 11.10. (Bonora et al. [22]) Fir jedes N gilt

YD =D > A@NAQ) QN (Q) = d'AQ,Q) . (11-30)

n>N s<N s>N n<N

Hierbei bedeute d' Differentiation in Bezug auf die Variable Q'.

Aus Grinden der Vollstandigkeit werde ich weiter unten einen Beweis geben.

Wenden wir diese Proposition auf unsere Situation an, so erhalten wir

B = o [ A@ea@eaaio)
. C
1 / li v !
- / / 4 4:(Qer(Q)w" (QAQ', Q)
C.Co
_ _QL, A (Qer(Q)w"(Q) = —K},. .
T Joo

Die Behauptung von Proposition 11.4 erhalten wir nun, indem wir alle nichtver-

schwindenden Teile zusammensammeln. [
Beweis von Proposition 11.10. Zuerst zeigen wir die folgende Relation
Lemma 11.11.

Yo = (DD =D > Jadual, . (11-31)

n>0s<0 s>0n<0
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Beweis. Es ist die Idee von Bonora et al., Darstellungen via semi-infiniter Wedge-
formen zu benutzen. Dies soll hier auch im Vorgriff auf den Abschnitt 13 getan
werden. Hier nehmen wir Formen vom Gewicht 0. Es sei ® = A; A As A ... der
Vakuumvektor vom Gewicht 0 und Niveau 1. Das Element A; € A operiert mit der
Leibnizregel als

A @ = (A - ADNASA oo + ATAN(A; - A)ANAs ... + L. (11-32)

Wie in Abschnitt 13 gezeigt wird, ist diese Definition sinnvoll solange |i| grof} genug
ist. Fiir einen kritischen Streifen von Indizes (insbesondere fiir Ag = 1) muf die Ak-
tion modifiziert werden® und wir erhalten eine Darstellung einer zentralerweiterten
Algebra A’ mit lokalem definierenden Kozykel. Entscheidend ist nicht nur die Ak-
tion von A, sondern auch, daf§ die Aktion einer zentralen Erweiterung D definiert
ist, so daf} die Aktion von A’ von dieser durch Einschrankung gewonnen werden
kann. Nach den Ergebnissen von Krichever und Novikov, siehe die Bemerkung nach
Thm. 10.11, ist somit der Kozykel, der Al definiert, ein skalares Vielfaches des Ko-
zykels (10-32). Damit [A,, A,].® = dy(A,, Ax)® = dy,®. Fiir r und k auBerhalb
des kritischen Streifens der Indizes stimmt die Aktion von ET, bzw. ﬁk mit der Ak-
tion der entsprechenden Elemente A gegeben durch (11-32) {iberein. Auflerhalb des
kritischen Streifens kann [A,, A,].® wie folgt berechnet werden (siehe [H, p.137]
fiir die Details). Man mufl nur die Moglichkeiten in Betracht ziehen mit denen sich
das Element A, innerhalb ® selbst reproduziert. Es gilt A-A; =) aj A,. Dieser
Term tritt nur auf, falls s > 1 ist. Nur die Terme mit n < 1 werden nicht durch die
Nachbarelemente annulliert. Um das Resultat durch die Operation von A, wieder
nach A, zuriickzubringen, erhalten wir » _ > .qa;,af,. Wenden wir dasselbe
auf —Ag - A, an und andern wir die Bezeichnung der Variablen, so erhalten wir

A A o==()"> =" ai, 00,0 = dyud . (11-33)

n>0s<0 s>0n<0

Um die Konstante zu bestimmen, berechnen wir diesen Ausdruck fir » = ¢ und
k= —ifalls i > 0. Es ist A;® = 0 und somit [A;, A_;|]® = A;(A_;D). Weiter gilt
Ap v Ag = Apys + Aj-Terme mit j-Indizes grofler als k& + s. Damit nehmen wir fiir
jedes s den Faktor 1 auf, solange s — ¢ < 0 gilt. Nun ist s > 1 und wir erhalten
[A;, A_;]® =i-® =d-~v(A;, A_;)® . Durch das Berechnen der Residuen erhalten
wir y(A;, A_;) = —i und somit die Behauptung. O

3In Physikersprechweise: Sie muf} regularisiert werden.
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Es sei daraufhingewiesen, dafl Bonora et al. auch einen Beweis durch direkte Be-
rechnung andeuten.

Es gilt

1AQ) = 3 B Q) fur = 5 /C AAQA(Q) =7 (11-34)
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und somit mit Lemma 11.11

IAQ,Q) =) dA@)F @) =D (D =Y )i, 00" (Quw"(Q) . (11-35)
‘ BroRZ0 nZo

Wir benutzen A;w’ = Y al w” und erhalten das Resultat fir N = 0. Um es fiir
allgemeines N zu erhalten, vergleichen wir die Summationsbereiche mit dem N =0
Bereich. Wir erhalten als Differenz (Zivzl Yon— 22;1 )l ar Wk (Q)w(Q') .
Jede dieser partiellen Summen hat nur endlich viele Terme. Dies bedeutet, daf
die Summation jeweils separat ausgefihrt werden kann. Wenn wir dies fir die
Summation tiber n in der ersten Summe machen (nachdem die Koeffizienten als
Integrale geschrieben wurden und man die “Delta-Distribution” benutzt hat) und
iiber s in der zweiten Summe machen, so erhalten wir denselben Wert und sie heben

sich gegenseitig auf. [

Beweis von Proposition 11.6. Wieder schreiben wir fiir € # 0

[Li(e), Ly = % SO G ui(n)ut (m):, Liw(en) . (11-36)

n,m i

Wie zu Beginn dieses Teilabschnitts erlautert, konnen wir die Normalordnung in-
nerhalb der obigen Kommutatoren ignorieren und schreiben somit (11-36) um zu

1 nm 2 2
5 30 S () (), L+ ), Lilu ) en) (11-37)
Wir bentitzen Prop. 11.4 um die Kommutatoren zu berechnen und erhalten

%(c + k) Z Z o ( x"l”’mui(n)ui(v) + Kl”’nui(v)ui(m)) P(en) . (11-38)

n,m,v 1
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Um dies in 2 Summen aufzuspalten, die fiir ¢ = 0 wohldefiniert sind, miissen wir
vorher alles in Normalordnung umschreiben. Dabei nehmen wir Kommutatoren fiir
die Indizes auf, die noch nicht in Normalordnung sind. Nach der Auswertung dieser
Kommutatoren mit Hilfe von Lemma 11.2(3), kénnen wir das Ergebnis als Summe
A, + B. + C. + D, schreiben mit

1 nm v i
A= 5(0 + k) . Em ) E K, wi(n)u' (v):ab(en)
1 nm v i
B, = §(c + k) ngm ) E K, wui(v)u'(m): d(en)
1 . nm -~
Ce = —5c(c+¥)dimg Uzm n§>v: " K ot (en)

1 . nm j-v
De=—ce(e+k)dimgy > B KL omt(en) -

n,muov>m

Unter Berticksichtigung des Bereichs fiir den die Koeffizienten ;™ und K},
ungleich Null sein konnen und der Normalordnung sehen wir, daff Ag und By wohl-
definierte Operatoren sind. Damit kénnen wir den )(en) Factor ignorieren. Andern

wir die Bezeichung der Variablen in By (v — n — m — v), so erhalten wir
1 nm v mov gon 2
Ao+ By = 5(0 + k) nzmjv Z(lk K}, + LK) wui(n)u'(v): . (11-39)

Die Strukturkonstanten der Vektorfeldalgebra £ werden aufgrund der Dualitat be-

rechnet als

1
Cri = —/ (lexn, ed]) - 7. (11-40)
271 C.,
Lemma 11.12.
nm j-v mv mn 1 n, v s Jnv
;(lk Ky + 1y Kl,m):_ﬁ CT[ekael]'W w :—;Cklls : (11-41)

Beweis. Die rechte Seite kann geschrieben werden als

1 S n / v ! /
X ey [ lwel@- 2@ @1 @)en(@)

C,C.
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Nach der Summation tiber s erhalten wir die “Delta-Distribution” fir das Gewichts-
paar (—1,2). Wir integrieren {iber Q" und erhalten —z1+ [, [ex, €](Q)w™(Q)w"(Q) ,
den Ausdruck in der Mitte. Auf der linken Seite erhalten wir fiir die erste Summe

1
S = Y G [[ <@ Q@ 4@ @) (@)
m m C,rC,
Wenden wir » d'A,,(Q")w™(Q) = d'A(Q’,Q) an, so erhalten wir nach der Q’'-

Integration —oi- fCT w"(Q)er(Q)d(e(Q)w?(Q)) . Fiir die zweite Summe erhalten
wir

_% w”(Q)ek(Q)d(el(Q)w”(Q)) — ﬁ d(wv(Q)ek(Q))el(Q)wn(Q) .
C, o
Zusammen

—— (w"(Q)ek(Q)d(ez(Q)wU(Q)) - uJ"(Q)ez(Q)d(ek(Q)uf’(Q))> :

271 C,

Ersetzen wir jede Form durch ihre lokale darstellende Funktion, so erhalten wir fiir
den Integranden

(2 (2) (e0(2) T (2) — 1(2) 0 (2)) = o (2 (e e (2)

Damit also die Behauptung. O

Somit gilt

Ao+ By = —%(C + k) ; ; Z Cul?’ wui(n)u'(v):= —(c + k) ; CiLs .
Es bleibt a(k,l) := lim._o(C. + D.) zu untersuchen. Da L, und L; wohldefinierte
Operatoren innerhalb ¢gl(V') sind, ist der Skalar a(k,!) wohldefiniert. Indem wir die
Jacobi-Identitdt innerhalb ¢gl(V') benutzen und die Tatsache, daf die C}, ebenfalls
die Jacobi-Identitét erfiillen (da sie Strukturkonstanten der Algebra £ sind) erhalten
wir, dafl dadurch ein 2-Kozykel definiert ist. Untersucht man die Ordnung der
beteiligten Formen, welche zur Definition der [, K}’ und vy, benutzt werden, an
den Punkten P, und P_ und berechnet die Residuen, um die Integrale auszuwerten,

so sehen wir fiir generische n, m, v Werte

K}, #0 = -3¢ < —v+1+m <0,
Bm#0 = —g<k—(n+m) <0, Y, #0 = —2¢g<n+v<0.
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Addieren wir alles zusammen, erhalten wir «a(k,l) #0 = —6g < k +1 < 0. Fiir
g#0und n = —g und v = —g — 1 (oder umgekehrt)ist y_, _4,—1 # 0. In diesem
Fall werden die anderen Koeffizienten dafiir sorgen, daf sich dieselben Schranken
ergeben. Insbesondere ist der Kozykel lokal. Er kann gegeben werden als

ak,l) = —%c(c +k)dimg ) (Z S T e + DY zgmz;’s%n%m> .

m,s v<n m,s v>m

Im Rest dieses Teilabschnitts mochte ich eine elegantere Darstellung des Kozykels
finden. Zur Vereinfachung der Notation werde ich den iiberall auftretenden Vorfak-
tor (—1/2)c(c+k) dim g bei der Berechnung ignorieren und ihn am Ende hinzufiigen.
Sei N eine feste ganze Zahl. Wir gehen wiederum von C. und D, aus und definieren
Eo:=3 o onsn WKL ynotb(en), und Foi= 37 57 TR yumt(en)
In C. — E. und D, — F, treten nur endlich viele Terme auf. Damit konnen wir dort
wieder € = 0 setzen und 1(en) vergessen. Benennen wir in D. — F, die Variablen
(v = n — m — v) um, so erhalten wir durch Anwendung von Lemma 11.12 den

folgenden Ausdruck

N
im((Ce—E)+ (De—F)=>_ > (Z KL, + z;;wr;}m> Vo

e—0
v n=v+l1

N
S S (1142)

v n=v+1l s

m

Im Gegensatz zum Beweis der Prop. 11.4 wird dieser im allgemeinen nicht verschwin-
den. Dies ist der Grund dafiir, daf} die Form des Kozykels von der Normalordnung
abhangt.

Wir betrachten E. + F.. Der Summationsbereich fiir F. wird zerlegt als
(n,u > N)=(v,n>N)+ (v >N,n<N)—(n>N,v <N). Die erste, derart

erhaltene, Summe nennen wir Fe(l) und die restlichen zwei zusammen FE(Q). Unter

Benutzung von v,m = —7Yme und K};’U = . " Yme erhalten wir zuerst
E.+FM ="} (( > KL ) Yoo — K;jnlx’}j’v> U(en) .
v n>N m

Da F® fiir ¢ = 0 wohldefiniert ist (siehe unten), kénnen wir ¢ (en), solange wir
die Summe nicht in zwei Teilsummen aufbrechen, ignorieren,. Mit der Integral-

darstellung der Koeffizienten erhalten wir nach Ausfiihrung der m-Summation eine
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“Delta-Distribution” (wie wir es bereits mehrmals gemacht hatten) und erhalten

weiter

(St Kt ) =~ s [ 0@ 4@er@uen(@0 (@) 440
. Co

m

lenkav -

/ W Q) An(Q)er(Q)d(er(Q)w (@) Au(Q)

c.C

Die Summation iiber v und Integration iiber Q' zeigt, dafi E. + Fe(l) = 0 ist.

Es bleibt die Betrachtung von

F? = ( DY Z) Ky K}, ¥(en) . (11-43)

n>N v<N n<N v>N

Indem wir die Strukturkonstanten anschauen, sehen wir, daf} jede Teilsumme nur
aus endlich vielen Termen besteht. Damit konnen wir wieder ¢ = 0 setzen. Fiur
N = 0 sammeln wir die iiberlebenden Terme (11-42) und (11-43) zusammen und
erhalten die Struktur des Kozykels (11-16) wie in Prop. 11.6 behauptet. Durch
Wahl einer anderen Normalordnung wiirden wir eine andere Summationsvorgabe in
(11-42) erhalten. Der Ausdruck (11-43) wiirde gleich bleiben.

Es bleibt die Form (11-17) des Kozykels fiir die speziellen Basiselemente zu zeigen.
Wir schauen zuerst Y —r an. Aus Ky, #0folgt k <n—vundaus KY,  # 0 folgt
—k < v—n, damit also v = n —k. Als Wert erhalten wir in diesem Fall (n — k) bzw.
n. Sei k > 0, dann wird nur die erste Summe uberleben. Es ist die endliche Summe

k

S (n— k= —é(k?’ .

n=1

Im Ausdruck fiir ¢, _j, erhalten wir C’,i_kl;w’ym} # 0 nur falls s > 0, s <n+wv und
n+v < 0. Dies bedeutet, dafl Terme ungleich Null nur fir s = 0 und n = —v erhalten
werden. Wenn wir allerdings den Summationbereich ) ZZZB betrachten, so sehen
wir, dafl n = —v entweder v = 0 (mit verschwindendem Koeffizienten) oder einen
leeren Summationsbereich bedeutet. Deshalb gilt ¢, _; = 0. Insgesamt erhalten
wir die Form (11-17).
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Zur weiteren Referenz sei notiert

Korollar 11.13. Sei V' die feste zulissige Darstellung, welche im Teilabschnitt (a)
fiziert wurde. Sei E ein Operator aus gl(V'). Fir den Operator gelte: Es gibt ein

Basiselement e; von L mit
[E,z(r)] = —(c+ k) x(V,,A,) (11-44)
fur jedes x € g und jedes r, dann gilt fur jedes k
[Ly, E] = [Ly, L] .
Hierbei kann die rechte Seite durch (11-15) bestimmt werden.

Beweis. Im Beweis von Prop. 11.6 benutzten wir lediglich die Relation [L;, xz(r)] =
—(c+k)z @ (Ve A,) von Prop. 11.4. Wir erhalten deshalb fiir einen Operator E,
der dieselben Relation erfiillt, [Ly(€), E] = [Lk(€), L;] und damit im Limes € — 0:
Ly, E] = [Ly, L. O

(c) Die Verallgemeinerung auf die Mehrpunktsituation

Der in (b) dargestellte Beweis kann auf die Mehrpunktsituation verallgemeinert
werden. Wo wir eine Summation iiber n hatten, haben wir nun dieser Summation
eine weitere (nun endliche) Summation iiber p =1,..., K hinzuzufiigen:

I/L\Z(Q) =202 ui(n,p)-w™P(Q) . Hierbei und im folgenden sei, falls nichts anderes
gesagt wird, die Summation iiber den ersten Index des Labels immer tiber Z und
iiber den zweiten Index iiber 1,..., K vorausgesetzt. Die Mehrpunkt Sugawara-
Operatoren hoheren Geschlechts sind definiert als

1 ~

T(Q) = 5 S @U@ = 533wl p ) Q) Q)

2 n,m p,s 1

(11-45)

Dies wird wiederum zerlegt in

T(Q) =YY Li,-2""(Q) . (11-46)
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mit
1 n m,Ss
Lir =5+ . T(Q)err(Q ZZZ ui(n, p)u’(m, s) : lEk’f))( )
’ e ‘ (11-47)
d l(n »p) (m, 5) - n,p m,s , )
un (k) 271 Joo. wP(Q)w™*(Q)er,r(Q)
Wir definieren v, py(m,s) := V(Anps Am,s) = 27“ fo Q)dA,, s(Q) und er-
halten

Proposition 11.14. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder eine

einfache Lie-Algebra, dann gilt

(L x(n,p)| = Z Z K((;nr; (np) T (m,s) , (11-48)
(L, x(n,p)] = —(c +k) t(Ve,, Anp) (11-49)
[Liers Q)] = (¢ + K) exr - 2(Q) (11-50)

b K 1 ms _ (m.s)(10)
maut I((k ), (n, p) 27Ti /C w 6k’rdAn’p = Z Z l(k ) Y(w)(n,p)
. ! (11-5

Das Ergebnis hangt nicht von der gewahlten Normalordnung ab.

Im Beweis der 2-Punktsituation wurde im wesentlichen lediglich die Dualitat und
die “Delta-Distribution” benutzt. Diese wurden verallgemeinert. Daneben spielte
noch das Lemma von Bonora et al. eine Rolle. Seine Mehrpunkt-Verallgemeinerung
lautet:

Proposition 11.15. Fuir jedes N gilt

( PDEDY > 3 A0 p(Q) A s(Q)w™ (QNw™(Q) = IA(Q.Q) . (11-52)

n>N m>N
m<N n<N

Hierbei bedeute d' Differentiation in Bezug auf die Variable Q'.
Skizze des Beweises. Unter der Voraussetzung der Eindeutigkeit (bis auf Multipli-

kation mit einem Skalar) des lokalen Kozykels fiir die Mehrpunktalgebra A definiert
durch die Aktion auf den semi-infiniten Wedgeformen (siehe die Bemerkung nach
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Thm 10.11) kénnen wir wie in (b) argumentieren. Die rechte Seite von (11-31), in
ihrer passenden Verallgemeinerung, mufl wieder ein skalares Vielfaches des Kozykels
(10-32) sein. Um den Skalar zu fixieren, berechnen wir [A;,, A_;,] ®. Beachte,
dafl wir die Struktur Ay A, , = Apin,r0;+ A-Terme mit hoherem Grad als k +n
haben und daf§ gilt v(A;,, A_;,) = (—i) (es gibt nur ein Residuum und dies ist
am Punkt P,). Falls man die Aussage iiber die Eindeutigkeit des lokalen Kozykels
vermeiden mochte, mufl man langliche lokale Berechnungen durchfithren wie in in

[22] angedeutet. [
Proposition 11.6 (und ihr Beweis) hat ihre offensichtliche Verallgemeinerung;:

Proposition 11.16. Die Operatoren Ly € gl(V') und id = 1 € gl(V') definieren

eine Lie-Unteralgebra von gl(V') mit der Kommutatorrelation
(na 1 M N
[Lk,rle,v] = C‘I‘k ZZC(kf(lv n,p—ic(c%—k) dlmg'X(k,r)(l,v)'zd . (11—53)

Aus X(k,ry1,0) 7 0 folgt, daff —P < k +1 < 0 gilt, mit einer positiven Konstanten
P, die weder von k noch von | abhangt.

Die Aufspaltung von X1, und die konkreten Ausdricke fiir die Teile ist
vollsténdig analog zu (11-16). Daselbe gilt fiir die Ausdriicke (11-17) fiir die Form
des Kozykels fiir gewisse Basiselemente. Wir erhalten

Theorem 11.17. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder einfache
Lie-Algebra und sei 2k der FEigenwert des Casimir-Operators in der adjungierten
Darstellung. Sei A eine endliche Punktmenge (fir g > 2 in allgemeiner Position)
und A = T U O eine Aufspaltung in zwei disjunkte nichtleere Teilmengen. Sei A die
Algebra der meromorphen Funktionen die holomorph auf M\ A sind und G die affine
Mehrpunktalgebra hoheren Geschlechts, d.h. die zentrale Erweiterung von G = g® A

mit zentralem Element t definiert durch
—_ - 1 -~
Fo T = o () = ) g [ pdgn RG] =0. (115)

mit C'; einer Niveaulinie, welche die Punkte aus I und O trennt. Sei'V eine zulassige
Darstellung in der das zentrale Element t als c-Identitat operiert. Ist c+k # 0 dann
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definieren die reskalierten Moden

* -1 i n, m,s
"= el ZZZ sug(n, p)ut(m,s) : lEk,f))( ) (11-55)

n,m p,s 1

des Sugawara-Operators T(Q) eine Darstellung einer lokalen zentralen Erweiterung
L' der Krichever-Novikov- Vektorfeldalgebra L.

Beniitzen wir wiederum die, dem Thm 10.11 folgende, Aussage von Krichever und
Novikov iiber die Eindeutigkeit des lokalen Kozykels fir die Algebra £, so erhalten
wir in der Tat eine Darstellung von L definiert durch den Kozykel (10-31).

Bemerkung 11.18. Definiert man den Skalar, mit dem das zentrale Element t der
erweiterten Vektorfeldalgebra C (in Bezug auf die Reprisentation durch den Kozykel
(10-34)) operiert, als die zentrale Ladung der Darstellung, so besitzt die durch die
Sugawara-Konstruktion erhaltene Darstellung sowohl im 2-Punktfall als auch im
Mehrpunktfall die zentrale Ladung

CA_cdimg
L ¢c+k

(11-56)

Mochte man die Benutzung der Resultate von Krichever und Novikov uber die
“Eindeutigkeit” des lokalen Kozykels vermeiden, so kann man zumindestens in den
hier auftretenden Fallen die zentrale Ladung auch als die Zahl a definieren, fiir die

3
X{kp).(—kp) = @ 75 + niedrigere Ordnung in k

12
fir k£ > 0 gilt. Hierbei ist X/( k), (—kp) der Kozykel fiir £, der durch die Darstellung
gegeben ist (d.h. der jeweilige Skalar vor der Identitét).

Ist g eine abelsche Lie-Algebra, ergibt sich als zentrale Ladung dim g. Ist speziell
g = C, die eindimensionale Lie-Algebra, so gilt G = A und wir erhalten ausge-
hend von einer Darstellung von A (der Heisenberg-Algebra) durch die Sugawara-
Konstruktion eine Darstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra mit zentra-
ler Ladung ¢z = 1.
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12. Hochstgewichtsdarstellungen, Gewichte und

Casimir-Operatoren der Sugawara-Konstruktion

(a) Hochstgewichtsdarstellungen

Im folgenden seien alle zentralen Erweiterungen gegeben in Bezug auf die lo-
kalen Kozykel, die durch Integration iiber eine Niveaulinie C'; erhalten werden.
Es sei A die zentrale Erweiterung der Funktionenalgebra (die Heisenberg-Algebra),
G die affine Mehrpunktalgebra zur reduktiven Lie-Algebra g und L die zentraler-
weiterte Vektorfeldalgebra (siehe Abschnitt 10 ). Aufgefafit als beinahe-graduierte
Lie-Algebren konnen sie zerlegt werden in

A=A_edgoA,  (G=0_-9G0naG., L=L_&Lg®Ly. (12-1)

Es sei daran erinnert, daf§ gilt .ZJF = A4 und A_ = A_ als Lie-Algebra. Das
entsprechende gilt fiir die anderen beiden Algebren. Der Lift des Basiselements
A, p der Funktionen in Bezug auf die Reprasentation durch den lokalen Kozy-
kel sei mit ﬁnyp bezeichnet, der Lift des Basiselements e, , der Vektorfelder mit
E, . Fir das zentrale Element benutzen wir immer ¢. Fir die Lie-Algebra B
sei die universelle Einhiillende mit U(B) bezeichnet. Hier méochte ich Hochstge-
wichtsmoduln (bzw. -darstellungen) in Verallgemeinerung der klassischen Situation
(9 = 0) definieren. Im 2-Punktfall wurde von Sheinman in einer Reihe von Ar-
beiten [182],[183],[184],[185],[186] die klassische Definition erweitert auf die affinen
Lie-Algebren héheren Geschlechts (Krichever-Novikov-Algebren vom affinen Typ).

Definition 12.1. Sei V = @, ., V. ein beinahe-graduierter A-Modul. V heiBt
Hochstgewichtsmodul mit Hochstgewichtsvektor v = vy, ¢, filhrendem Gewicht

h = (hi,h1,...,hg) € CK und zentraler Ladung c € C falls, die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

(1) Es gilt V = U(A)v.
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(2) Der Vektor v ist homogen. Es gilt

deg(v)
V=P Vi, ud Vigu=C-v.

n=—oo

(3) Es gilt A v=0 und deg(ﬁ_v) < deg(v) .
(4) Das zentrale Element operiert als c-Identitit auf V.
(5) Es gilt
Agpv=hy-v+.., p=1,...,K. (12-2)

Es bezeichne hier und im folgenden ... Terme mit niedrigerem Grad.

Vollig analog ist die Definition einer Hochstgewichtsdarstellung fiir die zentraler-
weiterte Vektorfeldalgebra, bzw. fiir die zentralerweiterte Differentialoperatoralge-
bra:

Definition 12.2. Sei V = ), ., V., ein beinahe-graduierter L-Modul. V heiBt
Hoéchstgewichtsmodul mit Hochstgewichtsvektor v = vy, ¢, fithrendem Gewicht h =
(hi,...,hx) € CX und zentraler Ladung ¢ € C, falls die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(1) Es gilt V = U(L)v.

(2) Der Vektor v ist homogen. Es gilt

deg(v)
V=P Vi umd Vigw=C-v.

(3) Es gilt £ov=0 und deg(L_v) < deg(v) .
(4) Das zentrale Element operiert als c-Identitit auf V.
(5) Es gilt
Eopv="h,-v+.., p=1,... K. (12-3)

Definition 12.3. Sei V' = @, o, Vi ein beinahe-graduierter Di-Modul. V heift
Hochstgewichtsmodul mit Hochstgewichtsvektor v = vy, ¢, filhrendem Gewicht h =
((hi,-.- ki), (BY, ... b)) € CK x CK und zentraler Ladung ¢ € C, falls die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Es gilt V = U(D1) .
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(2) Der Vektor v ist homogen. Es gilt

deg(v)
V=P Vi, ud Vigu =C-v

n=—oo

(3) Es gilt Z/)\1+v =0 und deg(lf?\l_v) < deg(v) .
(4) Das zentrale Element operiert als c-Identitiat auf V.
(5) Es gilt

Eopv="hy-v+.., goﬁpvzh;-v-l—..., p=1,..., K.

Proposition 12.4. Die Funktion 1 € A liegt im Unterraum Ayy. Mit Hilfe von

ri—x @1 kann g in Gy und 6(0) eingebettet werden.

Beweis. Die Koeffizienten der Zerlegung 1 = Zn’p Q(np)An,p sind aufgrund der
Dualitat gegeben als «(, ;) = % fCT w™P. Liegen die (n,p) aber auBerhalb des
kritischen Streifens, so verschwindet dieses Integral, da entweder bei I oder bei O
keine Pole vorliegen (siehe Abschnitt 9 fiir K’ = L bzw. [H], [G] fiir den allgemeinen
Fall). Es gilt

[zolyol]=[zy]ol+ (z[y)v(1,1)-t.

Da ~(1,1) = 0, verschwindet der zentrale Term und wir erhalten die Einbettung. 0O

Im Fall N =2 gilt Ag = 1.

Sei g eine endlichdimensionale abelsche oder einfache Lie-Algebra. Falls g eine
einfache Lie-Algebra ist, so bezeichne h eine feste Cartan-Unteralgebra, ny (bzw.
n_) die obere (bzw. untere) nilpotente Algebra und h* das Dual der Cartan-
Unteralgebra. Mit obiger Proposition konnen h, ny, n_ als Unteralgebren von
G betrachtet werden. Es seien o die Wurzeln der Lie-Algebra g und die x, die
zugehorigen Wurzelvektoren. Ist g abelsch, so sei h = g gesetzt.
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Definition 12.5. Sei V = ), ., V. ein beinahe-graduierter G-Modul. V heift
Hochstgewichtsmodul mit Hochstgewichtsvektor v = vy, ¢,

fiihrendem Gewicht Y = (\1,...,xx) € (h*)® und zentraler Ladung (oder Level)
c € C, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

-~

(1) Es gilt V. =U(G)v.
(2) Der Vektor v ist homogen. Es gilt

deg(v)
V=P Vi md Vi =C-v.

n=—oo

(3) Bsgilt Gov=0 und deg(G_v) < deg(v).
(4) Das zentrale Element operiert als c- Identitdt auf V.
(5) Es gilt
h(0,p)v = xp(h) - v+ ... (12-4)

(6) Es gilt
deg ((ny @ A(g)) v) < deg(v) . (12-5)

Dies bedeutet: Fiir alle Wurzelvektoren x,, zu positiven Wurzeln o und allen
zo(fluv=0-v+ ... (12-6)

Im Falle, daf g abelsch ist, ist die Bedingung (6) zu ignorieren.
Im Fall g = C erhalten wir die Definition 12.1 zuritick.

Proposition 12.6. Ist V' ein Hochstgewichtsmodul von é\, dann gilt fur allew € V:
Es gibt ein ng € N derart, daf$ fur alle n > ng gilt: gAn w = 0. Es handelt sich also
um einen zulassigen Modul im Sinne von Def. 11.1. Die entsprechende Aussage gilt
auch fir Hochstgewichtsmoduln wber den Algebren A und L.

Beweis. Sei v der Hochstgewichtsvektor von V. Da V = U(G)v und Gyv = 0
ist, kann man w schreiben als ein Vektor der durch Anwendung einer Folge von
Elementen aus G_ & gA(O) mit absteigendem Grad auf v erhalten wird. Aufgrund der
Beinahe-Graduiertheit von G wird w somit durch Elemente aus @L fiir n grof} genug
annulliert. Dieses n hangt von w ab. Per Definition operiert das zentrale Element
als skalares Vielfaches der Identitat. O



180 Konforme Feldtheorie

Der Sugawara-Operator, bzw. seine Moden sind deshalb nach den Ausfiihrungen
von Abschnitt 11 wohldefiniert. Wir erhalten

Proposition 12.7. Se: G die affine Mehrpunktalgebra zu einer abelschen oder ein-
fachen Lie-Algebra. Sei k = 0 wm abelschen Fall und die duale Cozeter-Zahl im
einfachen Fall. Sei V ein Hochstgewichtsmodul zu G mit zentraler Ladung ¢ mit
c+ k # 0, dann definiert die Sugawara-Konstruktion eine Darstellung der zentral-
erweiterten Vektorfeldalgebra 2, gemafl Theorem 11.7. bzw. 11.17

Theorem 12.8. Die Voraussetzungen seien wie in Prop. 12.7. Sei v der Hochstge-
wichtsvektor des Hochstgewichtsmodul V', dann ist der Sugawara-Modul W = U(CA)U
mit der Graduierung gegeben durch V' ein Hochstgewichtsmodul der Algebra L. Dies
gilt unabhdngig von der gewahlten Normalordnung. Fur die zentrale Ladung cz

von W als L-Moduln qilt

c-dimg
a= 2 12-7
“CT Ttk (12-7)

Hierbei ist ¢ die zentrale Ladung (oder der Level) von V als G-Modul.

Beweis. Die Aussagen iiber das Verschwinden der Elemente vom Grad > deg(v)
ist automatisch, ebenso die Bedingung der Eindimensionalitat. Ebenso operiert das
zentrale Element als ein Vielfaches der Identitat. Wir haben zu zeigen, dafl W ein
beinahe-graduierter £-Modul ist und daf die Bedingung (3) aus Def. 12.2 erfiillt
ist. Hierzu sind, je nach Wert von K und L, Fallunterscheidungen notig. Es sei
hier nur A = L = 1 ausgefiihrt, die anderen Falle sind vollstandig analog. Es seien
die Lj die Moden des Sugawaraoperators (11-19). Per Definition ist Ljv bis auf
Multiplikation mit einem Skalar gegeben als

= Z Z I i (m)u'(n): v . (12-8)

n,m i

Wegen der Summation tiber i (sieche Lemma 11.2(3)) erhalten wir

Zl w;( U—Zlm" Z (m)v — dim g ymn i "o .

Aus Y l'™ # 0 folgt aber —3¢g < k£ < 0. Damit ist fir k& auferhalb dieses
Bereichs die Reihenfolge von (m,n) ohne Bedeutung. Insbesondere kdénnen wir
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immer die Reihenfolge nehmen, die der Normalordnung entspricht. Ebenso folgt
aus [} # 0 auch —g < k — (n 4+ m) < 0. Damit ist fiilr & > 0 entweder n > 0
oder m > 0 fiir die Terme mit /'™ # 0. Dadurch und mit Def. 12.5(3) erhalten wir
Liv = 0 in diesem Fall und somit E+ v =0. Fir k < —3g sehen wir, dafl nur Paare
(n,m) mit n,m < 0 auftreten werden. Wiederum folgt aus [} # 0 die Ungleichung
(n4+m) < —2g. Dies kann nur der Fall sein falls n oder m kleiner als —g sind. Damit
hat (mit Def. 12.5(3)) der resultierende Vektor Y, u;(m)u’(n)v nur Elemente vom
Grad < degwv. Daraus folgt die Behauptung (3). Die analogen Abschitzungen
funktionieren auch in Bezug auf die untere Schranke fiir den Grad der auftretenden
Elemente. Hierbei benutzen wir, daf3 V' ein beinahe-graduierter G-Modul ist. Dies
bedeutet: Der durch v erzeugte L-Modul ist beinahe-graduiert. Beachte :...: durfte
eine beliebige Normalordnung sein. Die Aussage iiber die zentrale Ladung ergibt
sich aufgrund von Theorem 11.7, bzw. 11.17. O

Fir die Korrespondenz zwischen den zentralen Ladungen der Darstellungen
macht die Sugawara-Konstruktion direkte Aussagen. KEs erhebt sich sofort die
Frage ob es eine entsprechende Beziehung zwischen den Gewichten gibt. Diese
soll im nachsten Teilabschnitt angegangen werden.

(b) Die Gewichte der Sugawara-Darstellung

Die in diesem und im nachsten Teilabschnitt dargestellten Resultate sind in ge-
meinsamer Arbeit mit Oleg K. Sheinman erzielt worden. Sie sind im wesentlichen

[K] entnommen (bis auf die Erweiterung auf die Mehrpunktsituation).

Da V nur ein beinahe-graduierter A-Modul ist, kann, wie man (12-8) entnehmen
kann, v auch dann im Resulat von Ljv auftreten, wenn k& < 0 ist. Von Sheinman
[182],[183],[184] stammt die Idee dieses Problem dadurch in den Griff zu kriegen, daf}
man statt des fiuhrenden Gewichts, das totale Gewicht betrachtet. In der Tat hatte
er auch noch andere Griinden diese Verallgemeinerung durchzufiihren. Einer dieser
Griinde war die Zuordung eines natiurlichen Differentials zu dem totalen Gewicht.

Definition 12.9. [Sheinman] Gegeben sei die 2-Punktsituation. (a) Sei V ein G-
Hochstgewichtsmodul. Das (totale) Gewicht oder Sheinman-Gewicht ist das Ele-

ment X = (X0, X—1s--+ > X—g) € (h*)9T, mit
h(m)v = xm(h)v + ..., vm e {0,—-1,...,—g}, Vhep. (12-9)
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Das zugehorige h*-wertige Gewichtsdifferential ist definiert als
Wy= Y Xm-w™. (12-10)

(b) Sei V ein £-Héchstgewichtsmodul. Das (totale) Gewicht oder Sheinman-Gewicht
ist das Element A = (Ao, A_1,...,A_3,) € C¥9F! mit

E,v=A,v+ .., Ym=0,-1,...,—3g .

Das zugehorige Gewichtsdifferential A ist definiert als

0
A=) a0k (12-11)

k=-—3g

Hierbei sind die w* bzw. QF die Basiselements des Raumes F!, bzw. F? wie sie
in Abschnitt 9 eingefiihrt wurden. Es sei daran erinnert, daff die w* dual zu den A,
und die QF dual zu den ey, sind. Die Differentiale w*, k = —g, ..., —1,0 spannen den
Raum der Differentiale von M auf, die maximal Pole erster Ordnung bei P4 haben.
Im klassischen Fall fallen totales Gewicht und fithrendes Gewicht zusammen. Die
entsprechende Verallgemeinerung auf die Mehrpunktsituation ist wie folgt.

Definition 12.10. Gegeben sei die Mehrpunktsituation. Sei V' ein G- oder L-
Hochstgewichtsmodul. mit Hochstgewichtsvektor v und zentraler Ladung c. Es
gilt somit V = @deg(”) Vi. Essei P : V. — Vieg(y), die Projektion auf den

n=—oo

eindimensionalen Unterraum von hochstem Grad.
(a) Im Fall, da8 V" ein G-Modul ist, ist das totale Gewicht die lineare Abbildung

X: j(o) — b, frx(f) fir feAgq), t—x(t)=c (12-12)
definiert durch
P(h(f)v) = (x(f)(h))v . (12-13)
Das zugehorige h*-wertige Differential ist definiert als

0 K
wy= Y > X(Amp)™P (12-14)

m:—R1 p:l
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(b) Im Fall, dafl V' ein L-Modul ist, ist das totale Gewicht die lineare Abbildung
A [,A(O) — C, e Ae) fiir e € L), t— At)=c (12-15)
definiert durch
Plev)=A(e) v . (12-16)

Das zugehorige quadratische Differential ist definiert als

0 K
A= D> > Memp)Q™P . (12-17)

m=—Rg p=1

Die Abbildungen y und A\ konnen auf ganz .%Al, bzw. L trivial fortgesetzt werden.

k,n

Da die Basiselemente A, j, dual zu den Basiselementen w™" sind, bzw. e,, ; dual zu

QF7 | verifiziert man direkt

Proposition 12.11. Die Gewichtsdifferentiale (12-14) bzw. (12-17) sind un-
abhéingig von der gewdihlten Basis in F, n € Z.

Proposition 12.12. Sei T der Sugawara-Operator (bzw. der Energie-Impuls-
Tensor) wie in (11-6) eingefihrt, dann gilt

Tw=—(c+k)A-v+... (12-18)

Beachte T.v ist eine formale Summe. Zerlegen wir diese aber in seine homogenen
Teile in Bezug auf den Grad in V', dann sind die Komponenten wohldefinierte Ele-
mente von V @ F? (F? ist der Raum der quadratischen Differentiale). Die Gleichung
(12-18) sollte in diesem Sinne interpretiert werden.

Beweis von Prop 12.12. Aufgrund von Theorem 12.8 gilt L ,v = 0 fiir £ > 0 somit
k€EZ p k<0 p
Andererseits gilt deg(Ly ,v) < deg(v) fiir k < —R3, somit (mit Ly, = —(c+k)Ly )

0
(T0)np. = —(c+k) D Q"PL; v =—(ctk) > Q"PA(e,)v = —(c+k) Av.
k:—Rg k:_RB

Im folgenden sei lediglich die 2-Punktsituation (fiir beliebiges Geschlecht) be-
trachtet. Die Verallgemeinerung der folgenden Resultate auf die Mehrpunktsituation
diirfte aber keine groflen Probleme aufwerfen. Es sei eine Normalordnung fixiert.
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Definition 12.13. Ein gA—HéchstgeWichtsmodul zusammen mit der Normalordnung
:..: ist von eingeschranktem Typ oder Sheinman-Typ falls gilt

h(m)h (n):v = xm(R)xXn(R Yo+ ... Vn,me{—g,...,0}, Vh,h' €h. (12-19)

Die in [K]| eingefiihrten Bedingungen iiber die vergleichbare beinahe-graduierte
Struktur sind nicht notwendig. Was im wesentlichen davon gebraucht wird, ist
die Bedingung deg(gA_v) < deg v, und diese ist bereits in die Definition 12.5 aufge-

nomimen.

In diesem Abschnitt seien die folgenden Klassen von Normalordnungen ¥ voraus-
gesetzt. Sei ©F die Zerlegung des zweidimensionalen Gitters
{ (m,n) | m,n €Z} in zwei disjunkte Teile derart, dal ©F sich von

£ = {(m,n)|m<n (bzw. m > n), m,n € Z} (12-20)

nur fir —g < m,n < 0 unterscheidet. Durch die Vorgabe

(m)y(n), (m,n) € x*

(n)x(m): (m,n) € - (12-21)

x
x(m)y(n): = {
)
fir alle x,y € g, und jedes Paar (m,n), erhilt man eine Normalordnung. Es sei
Y die durch diese Zerlegung gegebene Normalordnung. Zur weiteren Referenz sei

fixiert
>E =SFn{(m,n)|—g<mn<0, mneZl. (12-22)

Mit ¥ sei die Normalordnung bezeichnet, die durch (12-20) induziert wird.

Allgemeinere Normalordnungen mit der einzigen Einschranckung, daf} sie sich von
Yo nur fiir endlich viele Paare (m,n) unterscheiden, sind moglich. Diese wiirden
keine wesentlichen Schwierigkeiten machen. Lediglich die folgenden Gleichungen

wirden etwas komplizierte aussehen.

Warnung. Fiir abelsches g spielt die Reihenfolge der Elemente innerhalb der Nor-
malordnungpunkte keine Rolle, d.h. :z(n)y(m):=:y(m)x(n):. Fir nichtabelsches g
ist dies nur richtig fiir die Elemente der Cartan-Unteralgebra b.
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Wir schauen uns die entprechende Darstellung von L} v in (12-8) an. Fiir —3g <
k < 0 sehen wir, dafl mit der Normalordnung vom betrachteten Typ der deg v-Teil
von Lj lediglich von

v =« Z Zl;”" g (m)u'(n): v+ ... . (12-23)
—g<m,n<0 1
kommen wird. Hierbei haben wir die Bedingung (3) aus der Definition der Hoéchst-
gewichtsdarstellung zu benutzen. Sei etwa das Paar (m,n) mit n < —g und m > —g¢
gegeben, dann gilt aufgrund der Normalordnung

i (m)u’ (n):= u' (n)u;(m)v = ui(n) fv mit 3 € C .

Da n < —g besitzt das Element einen Grad kleiner als den Grad von v. Fiir allge-
meinere Normalordnungen wird ein zusétzlicher Term M (k, ¥) v auftreten. Hierbei
ist M (k,Y) ein Skalar, der von der Normalordnung abhangt.

Es gilt per Definition
Liv=Av+.. fir k=0,-1,...,-3¢g (12-24)

mit gewissen A\, € C. Der Vektor A = (Ao, A_1, ..., A_3,) mit den \; ist das Gewicht
der Sugawara-Darstellung. Es sei A das zugeordnete quadratische Differential. Das
folgende Theorem beantwortet die Frage tiber die Beziehung der Gewichte der betei-
ligten Darstellungen. Der entsprechende Satz fiir den weniger komplizierten Fall der
Algebren vom Heisenberg-Typ (der abelschem g entspricht) wurde von Sheinman in
[186] gezeigt. Die duale Bilinearform auf h* sei mit < ..,.. > bezeichnet.

Theorem 12.14. Sei x das totale Gewicht des G-Moduls V. Es seic+k # 0 und
setr V- mit einer Normalordnung versehen derart, dafs der Modul vom Sheinman-Typ
ist (Def. 12.13). Sei X eine Normalordnung und A das Gewicht der zugeordneten
Sugawara-Darstellung der Algebra L. Dann qilt

_1 1 S - m n

A= X <§<Xm»><n>+ > amn<xs,p>—p-cv[mn]>w w
—g<m.n<0 —g<s<0
(12-26)
und
[— > Lo >+ ) ab, <X p> o+ K(3)
= a m n amn EX) w w \ ,
ct+k g S XmoX Xs» P
—g<m,n<0 g<s<0

(12-27)



186 Konforme Feldtheorie

mit

K(Y):= cp—l—(l; - Z - Z ) Vmnw™ W™

(mn)eXd,  (mn)EX.,

Hierbei sind die o, die Strukturkonstanten der assoziative Algebra A die durch
(9-38) gegeben werden, Yun] = £Ymn falls (m,n) € T, 2p = Yoo st die
Summe uber die positiven Wurzeln und p ist die Anzahl der positiven Wurzeln, d.h.
p =1/2(dimg — rankg).

Fiir die Normalordnung > mit ¥, (oder ©7,) C {(m,n) | —g < m,n <0} erhalten
wir K(X) = 0.

Beweis. Aufgrund Prop. 12.12 gentigt es den Beitrag des Terms hochsten Grads in
der Zerlegung von T.v zu betrachten. Hierbei ist T gegeben durch (11-6). Wegen
(12-23) gilt :u;(m)ui(n): v eine nichtverschwindende Projektion auf Cv lediglich
falls —g < n,m < 0 ist. Somit gilt

T = (% >y :ui(m)ui(n):wmw">v—l—... : (12-28)

—g<m,n<0 1t

Fiir den Rest des Beweises sei —g < m,n < 0. Als Basis in g wahlen wir die
“kanonische Basis”. Wir wahlen hy, £k =1,... ,rank g fiir die Cartan-Unteralgebra
und h*, k =1,... ,rankg die duale Basis in Bezug auf die invariante Form (..|..).
Fir die positiven Wurzeln o wahlen wir die Basiselemente x, und nehmen als duale
x_,, die reskalierten Elemente der zugehorigen negativen Wurzel (d.h.

(zolr_o) = 1). In Bezug auf diese Basis (hy, a0, T_o) gilt

> ui(myut(n) =" (:r:a(m)x_a(n) + x_a(m)xa(n)> + ) hi(m)hF(n). (12-29)
i a>0 k
Hierbei lauft £ = 1,... ,rankg und « tiber alle positiven Wurzeln. Mit Hilfe der

Strukturgleichung von G konnen wir schreiben

To(Mm)r_o(n) =x_o(n)ra(m) + [va(m), v_o(n)] =

=2_qo(n)ro(m) + Z ;. ho(8) — Ymn -t , (12-30)

wobei hy = [24,2_4] und die 7, durch (11-12) definiert sind. Wir ersetzen
die Summanden in (12-29) an der ersten Stelle durch (12-30). Wegen (12-6) gilt
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(x_q(m)xa(n))v=0-v+.... Somit bleiben lediglich

Z ui(m)u' (n)v = (th(m —I—ZZamn -p- ’ymnt>v+... .
7 k s a>0
(12-31)
Falls (m,n) € X7, ist, ist dies bereits normal geordnet. Beachte, daf h, (s)v nur fir
—g < s <0 eine v-Komponente haben kann. Mit (12-19) und Def. 12.5(3) erhalten

wir

Zuz(m)u (nv-(ZXm (hi)xn( hk Z Zamnxs o) p-ymnc>v—|—... .

7 s=—g a>0
(12-32)
Fiir die Paare (m,n) € ¥, erhalten wir

; g (m)u’ (n): v = ;u«n)u m)o
:<zk::hk(m n): Y Y ahnha(s) —p- vnm>v+...

s a>0
- (me(hk)xn Z Zamnxs )+p- vmn0>v+... ,
k s=—g a>0
(12-33)
Hierbei haben wir o ,, = o) . und v, = —Ynm benutzt.

Wir benutzen

> X (hi)xn(h) =< X xn > Xa(ha) =< xsa >, and Y a=:2p

a>0
(12-34)
n (12-32) und (12-33) und erhalten nach Summation {iiber n und m
1 n
TU:(5 Z Zuz ): w w>v—|—...
—g<m,n<0 1
= Z <1<Xm,xn>—|— Z W < Xsa P> =P C ]>wmw"v—|—...
2 mn Y mn
—g<m,n<0 —g<s<0
1 -
= Z (—<Xm,xn>+ Z afnn<xs,ﬁ>>wmw”v—(c+k)lx(2)v+....
2
—g<m,n<0 —g<s<0 (12—35)

Nachdem Division durch —(c+k), erhalten wir die Gleichungen (12-26) und (12-27).
Fiir die spezielle Normalordnung ¥ im Theorem haben wir X7, = () und ¥, ist das
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volle Quadrat. Fir (m,n) mit m # n wird auch das Paar (n,m) auftauchen. Da
Ynm = —Ymn, Werden die entsprechenden Terme sich aufheben. +,,,, verschwindet
immer. Damit gilt K(X) = 0. Dasselbe gilt wenn wir die Rolle von ¥, und ¥
vertauschen. [

Allgemeinere Normalordnungen werden den Summationsbereich in der Definition
von K (X) andern.

Beispiel 12.15. Sei g = 0. Dann spezialisiert (12-27) zu

-1 1

~ ¢ n k(§ < X0s Xo > + < Yo, p >)(w?)? (12-36)

mit w¥ = %dz. In diesem Fall verschwindet K(X) immer. Bis auf den Faktor
Q(%Jik)(wo)Q stimmt dieser Ausdruck mit den Eigenwerten des Casimir-Operators
von zweiter Ordnung fiir g tiberein. (Siehe hierzu den néchsten Teilabschnitt.)

Beispiel 12.16. Ist g abelsch, so verschwinden sowohl p als auch p. Es bleibt als
Gewicht

A= Y oo< S > (12-37)

= — msy Xn W w = _—— Wy, W ) -
2¢ Xmo X 2c o
—g<m,n<0

wenn < w,,w, > in der offensichtlichen Weise definiert ist. Dies ist (bis auf eine
verschiedene Normierung) die Formel, wie sie von Sheinman [186] erhalten wurde.

(c) Der Casimir-Operator und seine Eigenwerte

Die klassische Sugawara-Konstruktion steht im engen Zusammenhang mit den
Casimir-Operatoren der affinen Kac-Moody-Algebren. In diesem Teilabschnitt wird
der Zugang von [126] verallgemeinert. Wir erhalten fiir beliebige Krichever-Novikov-
Algebren vom affinen Typ Casimir-Operatoren und unter gewissen Annahmen auch
deren Eigenwerte. Auch hier handelt es sich die Resultate einer gemeinsame Arbeit
mit Sheinman [K], bzw. deren Mehrpunktverallgemeinerung.

Die affine Algebra G sei durch Adjunktion eines beliebigen, aber dann fixierten,
Vektorfeldes e € £ zur Algebra é@, wie in Abschnitt 10 ausgefiithrt, erweitert. Der
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Grad von e so gewahlt, dafi e € gA(eO) ist. Das Vektorfeld sei als e = ka e’“’rekm

zerlegt. Sei V ein G-Hochstgewichtsmodul mit (c + k) # 0, der auch ein Ge-Modul
ist. Definiert man das dem Operator e zugeordnete Gewicht A\, € C durch

€.V =AU+ .ee (12-38)

so handelt es sich automatisch um einen ge—Héchstgewichtsmodul (in der offen-
sichtlichen Verallgemeinerung der Definition). Unter einem Casimir-Operator des
Ge-Moduls V sei ein Operator von V' verstanden, der mit allen Operatoren, die von
der G°-Aktion herkommen, vertauscht.

Theorem 12.17. Se: e = Zk’r 61“”“6;@77« das zur Definition von ée benutzte Vek-
torfeld. Sei die endlichdimensionale Lie-Algebra g entweder einfach oder abelsch.
Sei 'V ein zulissiger Modul von G und L = D kp ebPLy ., die entsprechende

Linearkombination der Sugawara-Operatoren Ly, aus Abschnitt 11, dann ist
Q:=2L+2(c+ke (12-39)

ein. Casimir-Operator von Ge fur den Modul V. Die Zahl ¢ ist die zentrale Ladung
(d.h. twv =c-v) und k ist die duale Cozeter-Zahl (bzw. 0 im abelschen Fall) die in

Lemma 11.2. eingefihrt wurde, wobei ¢ + k # 0 vorausgesetzt sei.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dafl 2 mit allen anderen Operatoren von G° kom-
mutiert.

(1) Wir haben [e,z(n,p)] = x(V.A, ). Andererseits folgt aus Prop 11.5 bzw.
Prop 11.14

Loa(n.p) = ~(c + 1) 3 (L e(np)] = —( +K) 3 a(Ve, Any)

:’ —(c+Kk)x(VA, ) -

Damit [, z(n,p)] = 0.

(2) Es bleibt zu zeigen [€2, e] = 0. Zuerst mochte ich [e, Ly -] berechnen. Wegen der
Linearitat der Lie-Ableitung und wegen (10-48) erfiillt der Operator E := —(c+k)e
die Relation

[E,z(n,p)] = —(c + k)x(VA, ) = [L,x(n,p)] .
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Aus dem Korollar 11.13, bzw. dessen offensichtlicher Mehrpunktverallgemeinerung,
folgt [Ly, E] = [Lk, L] . Es gilt also

—(c+K)[Le]=—(c+k)Y " [Lie]=> " [Ly,, L]=[L,L]=0.
k,r k

Da (c + k) # 0 bedeutet dies [L,e] = 0 und weiter [Q,e] =0. O
Bemerkung. Im “kritischen Fall” ¢ +k =0 gilt

[Lirx(n,p)]=0.

Fassen wir V als G-Modul auf, so vertauschen die Ly, bereits mit allen Operatoren
in gl(V') die von der Aktion herkommen.

Wir wollen die Eigenwerte der Casimir-Operatoren betrachten. Im klassischen
(Geschlecht Null) Fall operiert ein Casimir-Operator als Multiplikation mit einem
Skalar auf dem Hochstgewichtsmodul. Die tibliche Argumentationskette ist, daf3 der
Hochstgewichtsvektor v aus Gradgriinden ein Eigenvektor des Casimir-Operators ist:
Qu = v [126]. Jedes andere Element des Moduls kann dargestellt werden in der
Form w = wv, mit u aus der universellen einhiillenden Algebra (siche Def. 12.5 (1)).
Da Q mit u vertauscht, hat man Quw = Quv = uQv = Auv = Aw. Dieses Argument
ist im beinahe-graduierten Fall nicht zulassig. Im allgemeinen hat die Frage, ob €2
iiberhaupt einen Eigenvektor besitzt, keine offensichtliche Antwort.

Im Fall, daf3 der Hochstgewichtsvektor v ein Eigenvektor des Casimir-Operators
Q ist, kann man wie oben schliefflen, daf} 2 wie ein Skalar operiert.

Proposition 12.18. Es sei der 2-Punktfall betrachtet. Seic® =0 fir k < —g oder
k > 0. Operiere der Casimir-Operator Q, gegeben durch(12-39), in der Hdéchst-
gewichtsdarstellung vom Sheinman-Typ und Gewicht x = (X0s X—1,--+ s X—g) (und
c+k # 0) als Multiplikation mit einer Konstanten Aq. Dann gilt fir diese Konstante

Ao = Z 6’“[}?"( < Xy Xn > +2Zafm < Xs,p> —2p- C’y[mn]) +2(c+ k) .
k,m,n s
(12-40)
Hier seien alle Summationsbereiche uber —g,...,—1,0. Der Term mit y[m,n) ver-
schwindet, falls eine Normalordnung X2 vorliegt mit K(X) = 0.
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Beweis. Es folgt aus Theorem 12.14, daf die folgende Relation fiir die Gewichte der
Sugawara-Darstellung gilt:

—(c+k)-2A = Z < < XmsXn > +2Zafnn < Xssp>—2p- C’Y[mn])‘umwn-

m,n

(12-41)
Auf der linken Seite beniitzen wir die Definition (12-11) A = 22:_39 A% und
auf der rechten Seite w™w" =" [""QF (siehe (11-8)). Durch den Vergleich beider

Seiten erhalten wir

_(C+k)2)‘k = Zl;cnn( < Xm> Xn > +22afnn < Xs,p > _2p'c7[mn]> . (12_42)

m,n

Aus der Definition von Q@ =2L+2(c+k)e mit L=>, "Ly =—(c+k)> "L}
erhalten wir Qv = Aqv, wobei Aq durch den Ausdruck (12-40) gegeben ist. [

Wiederum konnen fiir allgemeinere Normalordnungen ¥ explizite Korrekturterme

gegeben werden.

Beispiel 12.19. Sei g = 0. Die einzigen zulassigen Werte von k, m,n sind k = m =
n = 0 und wir haben IJ° = ad; = 1 und g0 = 0. Setzen wir e = zdd =d (d.h.

z

e? = 1), dann spezialisiert sich das Resultat von Prop 12.18 zu
Ao =< Xo + 20, xo > +2(c+ k) \e . (12-43)
Dies kann man in Einklang mit [126, Prop.10.2] umschreiben zu
Ao =< X+2p, x> .

Hierbei ist x die dort verwendete Definition des Gewichts (umfafit die zentrale La-
dung und das Vektorfeld d) und p die Summe der Fundamentalgewichte fiir die affine
Lie-Algebra Ge.
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13. Semi-infinite Wedgeprodukte und b — c -Systeme

(a) Semi-infinite Wedgeprodukte

Neben der Sugawara-Konstruktion ist eine weitere wichtige Methode um Hochst-
gewichtsdarstellungen der Witt-, bzw. der Virasoro-Algebra zu erhalten, die Dar-
stellung mit Hilfe der semi-infiniten Wedgeformen (siehe [126, p.35] fiir eine padago-
gische Einfithrung). In Physikersprechweise handelt es sich hierbei um die “Fermio-
nische Fock-Darstellung”. Bei der Konstruktion dieser Darstellungen geht man von
der Aktion der Witt-Algebra auf den Formen eines festen Gewichtes aus. Will man
diese Aktion auf die daraus gebildeten, semi-infiniten Wedgeformen fortsetzen, so
miissen die entsprechenden Operatoren “regularisiert”! werden damit sie wohldefi-
niert sind. Durch diese Regularisierung handelt es sich allerdings nur noch um eine
projektive Lie-Darstellung. Erst durch den ﬁbergang zu der zentralen Erweiterung
der Witt-Algebra, der Virasoro-Algebra, erhalt man wiederum eine Lie-Darstellung.

Die Verallgemeinerung dieser Konstruktion auf hoheres Geschlecht und mehrere
Polstellen mochte ich im folgenden darstellen. Auch mochte ich allgemeiner die
Algebren der Funktionen A, der Vektorfelder £ und der Differentialoperatoren
1. Grads D! (bzw. sogar die Algebren der Differentialoperatoren beliebigen Grads)
betrachten. Soweit es sich um Resultate, die in [H] erzielt wurden, handelt, werde
ich mich auf deren kurze Darstellung beschranken. Falls nichts anderes gesagt wird,

konnen die Beweise und zusatzliche Informationen dort gefunden werden.

Sei F* der Modul der Formen vom Gewicht \. Der Vektorraum H”» der semi-
infiniten Wedgeprodukte vom Gewicht A ist der Vektorraum erzeugt von den for-
malen Elementen

w - fil,pl A f’iz,pz A "'fm,l /\fm,Q"' A fm,K /\fm—{—l,l ANRICI (13_1>

Ldies ist Physikersprechweise
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Es sei A festgehalten und die f,, , = Q,p die Basiselemente, wie sie in Abschnitt 9
eingefithrt wurden. Die Multiindizes seien in strikt aufsteigender lexikographischer
Ordnung angeordnet. Desweiteren sei gefordert, daf, beginnend mit einem Index
(m,p) (darf von ¢ abhéngen), alle Indizes (m’, p’) mit (m',p’) > (m,p) auftreten.
Siehe etwa [126] zu dieser Definition. (Warnung: Dieses Wedgeprodukt hat nichts
mit dem Wedgeprodukt der Differentialformen zu tun.) Die Definition von H* hingt
ab von der Basis, welche in F* gewiihlt wurde. Insbesondere hingt sie also von der
Aufteilung A =TUO ab.

Die Aktion von e € £ auf F*, d.h. die Lie-Ableitung, soll auf H” iibertragen
werden. Die naive Ubertragung bedeutet, dafl e auf jedem Faktor separat wirken
soll und alle solche Terme addiert werden (Leibniz-Regel).

eV :=(e.firpi) N figpo N
+fivp Ae. figps) A (13-2)
+firpr N figps N
Das Symbol A zeigt an, wie die rechte Seite umzuformen ist, so daf} eine Linearkom-

bination von Elementen (13-1) dort steht. Seien v und w endliche Nachbarstiicke,
1 ein unendliches Nachbarstiick, ¢ ein Multiindex und ¢; € C, dann gilt

VAfFANONFiNYi=—0oANfiAwNAfj NG, §>0 (13-3)

vAfi NANwAfi A :=0 (13—4)

v A (ZCM‘;) AY = Zci (’U/\fi/\l/)) . (13—5)
i=1 i=1

Die Definition (13-2) macht allerdings nur dann Sinn, falls auf der rechten Seite
lediglich endlich viele Summanden auftauchen. Um zu zeigen, daf} dies i.a. nicht der
Fall ist, fiihre ich das spéter benétigte Basiselement (T € Z )

O = fra A fra-Afrr A froia A (13-6)

ein, in welchem alle Indizes > (T, 1) erscheinen. Ich nenne ®7 den Vakuumvektor
vom Niveau T (und Gewicht A). Allgemeiner sei gleich hier definiert

q)a\“,p = frp AN frpsi A frx A frei i A (13-7)

mit &) = &3 .
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Aufgrund der Strukturgleichung (9-42) gilt

.
Cop- g =m0 fnw+ D > Colfne. (13-8)

h>m s=1

Ist (h, s) ein Index auf der rechten Seite, der in ®¢ auftritt und gilt (h, s) # (m,r),
so verschwindet dieser Summand in (13-2), da fj s durch die Nachbarterme von
fm,» annulliert wird. Es taucht also nur ein einziger nichtverschwindender Term
auf, namlich derjenige, der von f,, , herriihrt. Als Summanden in (13-2) erhalten
wir m - ®p fur alle m > T'. Insbesondere sind dies unendlich viele.

Ist allerdings e € £ oder e € £_, dann treten wegen der Beinahe-Graduierung in
der Zerlegung e. f,, , nur Elemente aus F2 mit m aus einem Bereich auf, der n nicht
umfafit. Ist man mit dem Indexpaar (n, p) weit genug im stabil ansteigenden Bereich,
werden die resultierenden f, s durch die Nachbarelemente annulliert (Details siehe
[H, p.110]). Insbesondere sind die H* Moduln iiber den Lie-Algebren £, und £_.

Zur [lustration sei an die klassische Situation erinnert. Dort ist

d d d
n+1 n+1
L_ = (z"F P |n < —1), Ly = (" P |n > 1), L) = <Z_dz> (13-9)

en - fo = (m+An)fi. . (13-10)

Lediglich die Unteralgebra L) macht Schwierigkeiten. Die Aktion fiir diese Ele-
mente mufl “regularisiert” werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dafl im

allgemeinen Fall der Unterraum L) keine Unteralgebra ist.

Die F* sind ebenfalls Lie-Moduln iiber der Algebra A und der Algebra D!. Die-
selbe Definition wie in (13-2) definierte eine Aktion auf H*. Sie ist auf den jeweiligen
Unteralgebren A_, A,, D'_ und D', wohldefiniert. Der Raum der “kritischen Ele-
mente” Ay, bzw. Dl(o) = A(0) @ Loy ist endlichdimensional.

Um die “Regularisierung” zu erhalten, beniitze ich unendlichdimensionale Matri-

2

zenalgebren.” Hierbei handelt es sich im wesentlichen um eine Verallgemeinerung

der Methoden, wie sie fiir den Fall der Virasoro-Algebra von Kac und Raina in [126]

2Fiir eine andere Methode via Potenzreihen siehe auch [H, §7 (c)]. Dort folge ich einer Idee
von R. Weissauer.
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dargestellt wurden. Sie wurden unabhéngig voneinander von Kac und Peterson [124]
und Date, Jimbo, Kashiwara und Miwa [56] im Jahre 1981 entwickelt. Siehe hierzu
auch [204]. Die Matrizenalgebren gl(oco) und gl(oc) wurden bereits in Abschnitt 8
benotigt. Thre Definition sei wiederholt.

= (aij)i,jez | ai; € C, aij; = 0 fast immer } , (13—11)

= (aij)i,jez | iy € C dk: mit ;5 = 0 falls |Z —j| >k }
(13-12)

Die Matrizen in gl(oc) haben “endlichen Triager”, die Matrizen in gl(co0) haben nur

endlich viele “Diagonalen” (7 in der Definition darf von Matrix zu Matrix variieren).?
Fiithren wir die Elementarmatrizen
ein, so sehen wir sofort, dafl diese eine Basis von ¢l(oo) bilden.
Ist A = (a;j) € gl(c0), so gilt
A= Z aijEz-j y (13—14)
N

wobei der Summationsbereich endlich bleibt. Fiir die Matrizen in gl(0o) konnen wir
ein Erzeugendensystem angeben. Sei y € CZ, d.h. = (..., p_1, fo, ft1,-.-), SO

setzen wir fur r € Z

Ap(p) = ZMiEmk : (13-15)

Die Summe symbolisiert lediglich eine bequeme Schreibweise fiir die unendlichen
Matrizen. Die Menge
{Ax(w) | keZ, neC }

erzeugt gl(oco) (als Vektorraum). Selbstverstindlich bildet sie keine Basis.

Das Matrizenprodukt fiir die Matrizen A = (a;;) und B = (by) ist definiert wie

im Endlichdimensionalen als

C=A- B, C= (Q’l), Cyl = Zaij . bjl s (13—16)
JEZ

3Der Gebrauch der Symbole ist von Literaturquelle zu Literaturquelle unterschiedlich.
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falls alle auftretenden Summen endlich sind. Fiir Matrizen aus gl(co) ist dies tri-
vialerweise immer der Fall. Das Produkt ist allerdings auch fiir alle Matrizen aus
gl(o0) wohldefiniert. Insbesondere ist gl(co) also eine assoziative Algebra. Indem
wir gl(o0), bzw. gl(co) mit dem iiblichen Matrizenkommutator versehen, machen

wir sie zu unendlichdimensionalen Lie-Algebren. Es ist

[Eijs Bl = 056 Bit — 05,1 Ej - (13-17)

YK

Umgekehrt legt (13-17) aufgrund der Darstellung (13-14), bzw. (13-15) den Kom-

mutator insgesamt fest.

Die Aktion von £ auf F* definiert nach Wahl einer Basis in F* eine Einbettung
von £ in gl(co). Hierzu sei \ festgehalten. Wir setzen

fokip—1i=fnp nEL p=1,...,K. (13-18)

Damit werden die Basiselemente durch Z numeriert. Die Strukturgleichung umge-
schrieben lautet

en,p . fm — Z Cg,p7mfh
h=r
mit r>m+EKn und s <m+ Kn+ R4.
Proposition 13.1. Die Abbildung
P L= gl(0),  enp = pleny) = (ai), ai;=0C, (13-19)

st eine FEinbettung von Lie-Algebren.

Zum Beweis sei hier lediglich erwahnt, dafl dies nur wegen der Beinahe-Graduierung
funktioniert. Die Einbettung ist per Konstruktion vertraglich mit der Standardak-
tion

Eij-fm="060jmfi-

Analog zu den semi-infiniten Wedgeformen, die oben eingefithrt wurden, konnen
natiirlich fiir den Vektorraum C” mit der Standardbasis {v;};cz Wedgeformen de-
finiert werden. Die Standardaktion FE;; - v, = 6;,v; besitzt eine Ausdehnung
mit der Leibniz-Regel auf die Wedgeformen. Damit ist fiir gl(co) eine Ausdehung
definiert. Wiren wir in der Lage, die Ausdehnung auch fiir gl(co) zu definieren, so
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ware durch Zurtickziehen der Aktion via der Identifikation v; « f; auch eine Aus-
dehnung fiir £ definiert. Obiges Beispiel hat gezeigt, daf3 dies nicht funktionieren

kann.

Fiir die Erzeugenden Ay () von gl(oo) gilt
Ap(p) - vs = Zﬂi Ei itk Vs = fhs—kVs—k - (13-20)
i€
Fur
Dy =V AUt AUy oo
erhalten wir
D,,, 1>m

E;®,, = { .
0, 1<m

und fir ¢ #j FE;;®, =01fallsi,j > m bzw. j <m

(13-21)
Wendet man also Ay (p) fiir k # 0 auf ®,,, an, so operieren nur endlich viele Elemente
E; itk nichttrivial auf ®,,. Damit macht die Aktion von Ag(u) fiir & # 0 keine
Probleme. Andererseits gilt

AO(“)(I)TTL = (Z NT) (I)m .

Diese unendliche Summe wird im allgemeinen nicht konvergieren.

Bezeichnet man die Aktion von gl(co) auf H* mit r, so ist r(E;;) wohldefiniert.
Diese Aktion wird umdefiniert (siehe [126]) zu

F(Esj) == 1r(Esj), i#7 oder i=35<0

F(Ey) == 1r(Ey) —id, i>0. (13-22)
Damit gilt 7(Ax) =r(Ag) fir k£ # 0 und
(Zr_:lm ur) ®,,, m<O0
P(Ao(1))(Prm) = <_ st ur) B, m>0 (13-23)
0, m=20.

Die Aktion ist also wohldefiniert. Allerdings handelt es sich nicht mehr um eine
Lie-Algebrenaktion, sondern nur noch um eine projektive Aktion. Durch Ubergang

zu einer zentralen Erweiterung, konnen wir sie wieder zu einer Lie-Aktion machen.
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Die zentrale Erweiterung gl (00) von gl(c0) sei durch den folgenden Kozylkel ge-
geben (siehe [91]). Zuerst sei

A= (ag) = n() = (r()y) it s ={ 07 1= RTEY s
Die Matrix
p(4, B) = m([A, B]) - [x(4), 7(B)] (13-25)

besitzt endlichen Trager, ist also in gl(o0). Insbesondere ist Spurbildung méglich.
Wir fithren ein
a(A,B):=Tr p(A, B) . (13-26)

Proposition 13.2. Die Bilinearform af..,..) definiert einen Kozykel von gl(oc),

2

der nicht kohomolog zu Null ist. Desweiteren gilt: H?,, ,(gl(c0),C) ist eindimensio-

nal und somit erzeugt von der Klasse [a].

Fiir den Beweis siehe [91],[79],[56]. Dal v ein Kozykel ist, rechnet man leicht selber
nach (dies ist das einzige was wir hier brauchen). Es ist wohlbekannt, daf§ gi(oo)
keine nichttrivialen zentralen Erweiterungen besitzt [91]. In der Tat kann man
obigen Kozykel fiir Matrizen aus der Unteralgebra gl(oo) auch als Korand des 1-
Kozykels

v(A) =Tr n(A) (13-27)

schreiben. Fiir A € gl(oo) ist (13-27) nicht wohldefiniert,.
Fiir die Elementarmatrizen ergibt sich

a(Eij, Epy) = Tr (7r(6j7mEil — 6i1Emj) — [T(Esj), W(Eml)]) . (13-28)

Die zentrale Erweiterung ist definiert durch
gl(0) = Ct @ gl(c0)
mit Ey; = (0, Ey;)
[Ei;2 Bpt] = 6jmEit — 61Emj + (Eijs Ept) t . (13-29)

Durch direktes Rechnen zeigt man, daf3 durch

A~

F(Eij) == F(Eij),  7(t) =id
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H* zu einem gl(oco0)-Modul gemacht wird.

Aufgrund der Einbettung ¢ : £ — gl(oo) ist die Aktion 7 ebenfalls auf £ defi-

~

niert und die zentrale Erweiterung gl(oc), definiert durch den Kozykel o, definiert
ebenfalls eine zentrale Erweiterung Z, gegeben durch den Pullback y = ¢*«, mit
einer entsprechenden Fortsetzung der Aktion. Aus den Strukturkonstanten der Al-
gebra L ergibt es sich, daf3 der Pullback ein lokaler Kozykel ist und die Aktion der

Elemente aus £_ und £, unverandert bleibt.

Theorem 13.3. Die Aktion von L auf F> kann zu einer Aktion einer lokalen
zentralen Erweiterung C auf dem Raum der semi-infiniten Wedgeprodukte H> fort-
gesetzt werden. Wird der Kozykel x der zentralen Erweiterung so normiert, dafl er
fiir die Paare von Basiselemente (e_; p,e4i ) von X\ unabhdingig ist und sich zum
Virasoro-Kozykel spezialisiert, so gilt fur die Operation auf dem Vakuumvektor ®
vom Niveau T und Gewicht A

Enp.®7=0 n>0 (13-30)
1

Eop-®r =h(p,T)- @ = = (T = \)(T + A = 1)@ (13-31)

t.Op =cy- O = —2(6\* — 6\ + 1) . (13-32)

Hierbei sind die E, , die Lifts der Basiselemente e, , von L und t ist das (ent-
sprechend normierte) zentrale Element von L. Die Operation der Elemente aus
Ly 2Ly und L_ 2 L_ ist durch die Leibniz-Regel (13-2) gegeben.

Hier mochte ich noch auf folgendes hinweisen. A priori erhalt man fiir jedes
A separat einen lokalen Kozykel und somit jeweils eine lokale zentrale Erweiterung.
Unter der Voraussetzung, dafy die Kohomologieklasse des lokalen Kozykels eindeutig
ist (was im Fall N = 2 von Krichever und Novikov in [146] gezeigt wurde und nach
deren Aussage allgemein gilt [150], siehe auch die Bemerkung nach Thm. 10.11) sind
diese jedoch alle aquivalent.
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All dies kann natiirlich auch fiir A und ganz D! gemacht werden.

Theorem 13.4. Die Aktion von D' auf F* kann zu einer Aktion einer zentralen
Erweiterung D! auf H* fortgesetzt werden, derart daff mit geeigneten Lifts B, , der
Basiselemente ey, € L und fln,p der Elemente A, , € A folgende Eigenschaften
gelten:

(a) enp — E,,p und A,, — fln,p definiert eine FEinbettung der Lie-Algebren
DYy und D'_ in 131, welche mit der Aktion auf H» vertraglich ist.

(b) Es gilt

~

En,p . &7 =0, An,p O =0, n>0,

t.&p = —2(6\* =61+ 1) Op
(13-33)

1
Epp. @ = —§(T —MT+A=1)-Dp,
Agp. ®p = —(T = \) - ®p .
(¢) Der definierende Kozykel in Bezug auf die obigen Lifts ist lokal und kann fir

spezielle Basiselemente gegeben werden durch

1 '
13 (n?’—n) -6p,

—n(n —1)(2A = 1)
20,\

lb(@n,p, 6—n,r> =

. oT

p?

¢(An,p,6—n,r) - (13—34)
n

w(An,paA—n,r> = 6;0,7'7
C)

mit ¢y = —2(6\% =6\ +1) .

Theorem 13.4(c) besagt, dafl der Kozykel ¢ = ¢*(«), eingeschrankt auf spezielle
Basiselemente, gegeben werden kann als eine entsprechende Linearkombination der
Kozykel v, ~, 3, die in Abschnitt 10 eingefithrt wurden.

Vermutung 13.5. FEs gilt

@r-1) 5 1, (13-35)

Uy = ¢ (a) = x + 2o -

bis auf kohomologe Abanderung.

Im Virasoro Fall besteht der kritische Streifen nur aus den Elementen eg und
Ap Insbesondere ergibt sich, daf§ die Paare in (13-34) die einzigen Terme sind, fiir
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die der Kozykel nicht verschwindet (bis auf kohomologe Abénderung). Somit gilt
die Vermutung in diesem Falle. Akzeptiert man die Ausfithrungen nach Thm. 10.11
iiber die Eindeutigkeit der lokalen Kozykel fiir D!, so ist 1\ eine gewisse Linearkom-
bination der obigen Kozykel. Durch Einsetzen der speziellen Basiselemente (13-34)
erhalt man dann die Vermutung 13.5.

Der Kozykel (13-35) ist abhingig von A. Fiir A € 17Z ist immer ¢, # 0. Anstatt ¢

1

kann deshalb auch das zentrale Element ¢’ = —t gewahlt werden. In diesem Fall sind
CX

die Ausdriicke in (13-35) mit ¢) zu multiplizieren. Nach dieser Reskalierung besitzt

der Kozykel der Funktionen keine A-Abhangigkeit mehr. Von diesem Gesichtspunkt
aus, ist der reskalierte Kozykel die “natiirlichere” Wahl.

Aufgrund der Eigenschaft der universellen Einhiillenden kann von D! ausgehend
die Darstellung auf die Algebra der kohdrenten Differentialoperatoren D (bzw. so-
lange wir bei einem festen A\ bleiben auch auf D(’\)) ausgedehnt werden. Die Ab-
bildung D' — gl(c0) setzt sich namlich zu D — gl(oo) (als assoziative Algebra)
fort. Damit definiert der “Ubergang F* auf H*” mit Hilfe der Erweiterung gl(oo)
auf gl (00) ebenfalls eine zentrale Erweiterung von LD, welche D1 als Unteralgebra
enthalt. Selbstverstandlich ist der Kozykel abhangig von A, da er dies schon im
Fall der Restriktion auf D! ist. Auf diese Art und Weise erhilt man eine, von A
abhangige zentrale Erweiterung DX von D, bzw. eine zentrale Erweiterung D/a)
von D). Die Existenz einer solchen zentralen Erweiterung ist nichttrivial. Dar-
auf wurde bereits im Abschnitt 10 hingewiesen. Dort findet sich auch die Form
des Kozykels fiir gewisse Basiselemente (der “Schwinger-Term” (10-37)) und einige
Bemerkungen iiber den Zusammenhang mit den W-Algebren.

Auf H* wollen wir jetzt einen Grad einfithren. Hierzu gehe ich aus von den
speziellen Basiselementen (I)%,p (13-7). Zu einem beliebigen Basiselement 1) gibt es
aber genau ein QJE\F’p derart, daf} sich ¥ von diesem, beginnend mit dem niedrigsten
Eintrag, nur an endlich vielen der f,, , unterscheidet. H%, p sei der Raum erzeugt
von diesen Basiselementen mit festem (7, p). In dieser Weise zerlegt sich

W= B Hrp. (13-36)

TEZ
p=1,... ,K

Fiir das Basiselement ¢ € H%, P

ﬂJ = fi1,p1 /\fi27p2 /\fi3,p3 AR
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ist der Grad deg(%)) definiert als die Differenz des jeweils ersten Eintrag des Index-
labels von ¢ von dem entsprechenden Eintrag bei (I):Ar,p aufsummiert tiber alle (i,.).

In Formeln

K+1—p o K
deg(v) = > (i5=T)+ Y Y (ijpix = (T+1)) . (13-37)
Jj=1 =1 j=1
Fiir den 2-Punktfall (d.h. K = 1) erhalten wir
deg(¥) = (i, — (T+j—1)) . (13-38)
1=1

Damit ist auf H7. p ein Grad definiert. Wie iiblich konnen wir zerlegen

Hyp =@ Hpp mit Hy'h = {v € Hyp | deg(v) =n} . (13-39)
=

Da die Elemente in den Wedgeformen in aufsteigender Reihenfolge sein miifien folgt,
daBl deg(v)) <0 und deg(y)) =0 genau dann wenn ) = q)g\p’p. Desweiteren sind
alle H%’,TILD endlichdimensional, da es nur endlich viele Moglichkeiten gibt einen festen
negativen Grad zu erzeugen. Fiir N = 2 ergibt sich z.B. dim H?}’f}; = p(—n) mit
der Partitionsfunktion p(l) die angibt, wieviele Moglichkeiten es gibt die Zahl [ als
Summe natiirlicher Zahlen zu schreiben [126, p.37]. Die Graddefinition ist invariant
unter den Regeln (13-3) und (13-5). Ist ¢ € Hp, p, so liegen die einzelnen Summan-
den nachdem man auf ¢) Funktionen oder Vektorfelder mit der Leibniz-Regel (13-2)
angewendet hat, separat in H%, p- Dies wird auch durch die Regularisierung nicht
geandert. Somit respektiert die Aktion von .AT, EA, 51, DN die Zerlegung
(13-36). Ebenfalls folgt aufgrund der beinahe-graduierten Modulstruktur fiir die
jeweils auftretenden Summanden ¢; in A, v, bzw. e, 0

deg(v) +n < deg(v;) < deg(v)) +n + Ra(bzw. Ry) .

Somit gilt fir diejenigen Elemente, die nicht regularisiert werden, diese Grad-
abschatzung fiir das Resultat. Diese Operatoren haben somit eine beinahe-
graduierte Operation auf H%, p- Abanderung war nur notwendig fiir die Elemente
aus dem endlichdimensionalen Unterraum A gy, bzw. £ ). Fiir diese gilt aber

deg(¢) +n < deg(Anpt) < max(0,deg(v) +n+ Rs) .

Aufgrund des endlichen Bereichs liefert dies eine beinahe-graduierte Struktur. Ich

fasse zusammen
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Proposition 13.6. Die Moduln H%’P fiir festgehaltenes (T,p), T € Z und p =
1,..., K sind beinahe-graduierte .Z, L und D'-Moduln in Bezug auf die Zerlequng
My p=EPH - (13-40)

nezZ
Hierbei ist H?}’f}; =0 firn >0 und H%”g :A(C : (IA)%’T’ - Die Algebren ./Zl\+, EA+, ﬁi
operieren trivial auf H%ﬁp und die Algebren A_, L_, DL mit denselben Schranken,

wie durch ihre Aktion auf F» gegeben ist. Fir D € DL gilt insbesondere
deg(D®7,,) < 0.

Es sei hier darauf hingewiesen, daff es manchmal niitzlich ist einen Indexshift

deg(t) := deg(v)) + T

durchzufihren.

Korollar 13.7. Die Untermoduln U(j)@%p’p, U(E)@%F’p bzw. U(ﬁl)@r}’p von Hy p
sind Hochstgewichtsmoduln der Algebren A, L bzw. D' mit dem Hochstgewichtsvek-
tor @E\F’p.

Theorem 13.4 gibt jeweils die fithrenden Gewichte fiir p = 1 an. Analoge Formeln
existieren fiir jedes p.

Durch universelle Konstruktionen kann man auch zeigen, dafl zu vorgegebenen
fithrenden Gewichten und zentraler Ladung eine eindeutige Hochstgewichtsdarstel-
lung existiert, derart daf§ die Elemente die durch sukzessives Anwenden der Basis-
elemente aus A_ @ j(o), bzw. L_ & E(O) auf einen Ausgangsvektor erhalten werden
konnen, linear unabhangig sind. Solche Moduln sind Verallgemeinerungen der klas-
sischen Verma-Moduln.

Mit dieser Konstruktion haben wir somit auch fir die Heisenberg-Algebra expli-
zite Darstellungen konstruiert. Um explizite Hochstgewichtsdarstellungen fiir die
allgemeineren affinen Algebren G von hoherem Geschlecht zu konstruieren, kann
man Vertexoperatordarstellungen betrachten. Dies wurde fiir ¢ > 1 im 2-Punktfall
z.B. von Bonora und Toppan [23] ausgefithrt. Die Mehrpunktverallgemeinerung
steht noch aus. Im nachsten Teilabschnitt werden wir eine weitere Methode sehen,
wie man fiir £ Hochstgewichtsdarstellungen erhalten kann.
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(b) b —c-Systeme

Analog zu den rechts-semi-infiniten Wedgeformen kann man auch links-semi-

infinite Wedgeformen einfithren. Hierzu machen wir F* zu einem Rechtsmodul
durch
fAe=—e.f), feFeeL. (13-41)

Die links-semi-infiniten Formen sind Linearkombinationen von Basiselementen

v Sm 1A A ok AN fm2 A fma A A fla) A fy) -

Hierbei bezeichne (i) einen Doppelindex. Die Elemente f;, ) seien lexikographisch
geordnet, wobei die Ordnung im zweiten Index gerade die invertierte ist

(d.h. (m,p) < (m,p’) fiir p > p’). Bis zu einem endlichen Indexwert treten alle auf.
H*, bezeichne die rechts-semi-infinite Formen, H*; bezeichne die links-semi-infinite

Formen.

Wiederum ist die (Rechts-)Aktion von £, bzw £_ wohldefiniert und kann “fort-
gesetzt” werden zu einer Aktion einer zentralen Erweiterung L auf den links-semi-
infiniten Formen. Akzeptiert man die Eindeutigkeit (bis auf Multiplikation und
Korand) des lokalen Kozykels, so erhélt man, daff die zentralen Erweiterungen, die
man durch die Linksaktion erhalt, isomorph zu den zentralen Erweiterungen sind,
welche durch die Rechtsaktion gegeben sind. In der Tat kommt man fiir das Paar
(A, 1 — X) ohne dieses Resultat aus. Es gilt

Lemma 13.8. Sei f € F» und h € F'=* dann gilt

1 1
o . L.(f)h = 51 . L.(h)f . (13-42)

Insbesondere gilt fur die Strukturkonstanten

(n,s) _ ~(=m,p)
Clemmyma ) = ClamyCn,sy (1= A) - (13-43)

Beweis. Die Lie-Ableitung ist eine Derivation, d.h. es gilt

1 1 1
— L.(f-h)=— L.(f)h+— L.(h
271 Jeo, (f-h) 271 Jeo, (F)h + 211 Je, J Le(h)
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Andererseits besitzt die Lie-Ableitung einer Differentialform kein Residuum
[H, Lemma 6.2]. Daraus folgt (13-42). Die Gleichung (13-43) folgt aus

(n,s) _ 1 A 1—X
C(km)(m,p)()\) ©2mi /C Lev, (fnp) - F20
und der Anwendung von (13-42). O

Daraus ergibt sich (siehe [H]), daB fiir die von gl(oc) zur Vektorfeldalgebra zuriick-
gezogenen Kozykel gilt vy = —11_). Insbesondere erhalt man somit isomorphe

zentrale Erweiterungen von L. Dieser Isomorphismus sei
h:L,.— L (13-44)

(r (I) bezeichne die Erweiterung definiert durch die Aktion auf den Rechts-
(Links)formen). Auf £, und £_ ist er die Identitit. Natiirlich macht wiederum
alles Sinn fiir die allgemeineren Algebren A und D'.

In der Physik benétigt man (z.B. zur Berechnung von Ubergangswahrscheinlich—
keiten) ein Skalarprodukt, bzw. eine Paarung zweier dualer Rdume. Eine natiirliche
Paarung* besteht in einer Paarung von Hll_A mit H} . Seien die jeweiligen
Basiselemente gegeben durch (mit vorgeschriebener ansteigender bzw. absteigender

Indizierung)
S A A
V=G0 NGy MGy -
_ 1A 1=X 4 pl—X
O = Afay NSy My
Wir setzen .
(@, V) = H o / f(li:)A TGy - (13-45)
CT
keN

Der Rest erfolgt durch lineare Fortsetzung. Aufgrund der Dualitéat (9-28) tauchen
jeweils nur Faktoren 0 oder 1 auf.

Wie in [H, Prop. 7.4] gezeigt gilt

(,Enp.0) = (. h(Enp), @)  (U,t.0) = (V. h(t), ) . (13-46)

4Andere Paarungen sind méglich, siehe [H] fiir den Mehrpunktfall, bzw. [148], [150] fiir den
2-Punktfall.
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Mit Hilfe der Rechts- und Linksformen konnen b — ¢ -Systeme realisiert werden.
Seien D und E Elemente eines Ringes, z.B. Operatoren auf einem Vektorraum, so
ist der Antikommutator definiert als

(D,EY, =DoE+FEoD. (13-47)

Sei ‘H7 der Raum der rechts-semi-infiniten Formen vom festgehaltenen Gewicht \

Hll_A der duale Raum der links-semi-infiniten Formen vom Gewicht 1 — A. Zur

1-X
n,p -
bezeichne (ji) einen Doppelindex. Die Vektorriume F* und F!=* operieren auf

den semi-infiniten Formen wie folgt: Sei f € F* und h € F'~*. Wir setzen

Notationsvereinfachung verwende ich f,, = f7;\p und h, , = Desweiteren

crow=fAw, by.w=i(w), w € H) (13-48)
w.cp=(w)ig, w.b,=wAh, w e H . (13-49)

Hierbei ist i), die Kontraktion. Sie ist auf jedem Faktor f,, , definiert als

1

ih(fm,r) - % o h - fm,r (13'50)

und auf
w=fii) N fGay N NGy A

durch die (modifizierte) Leibniz-Regel

in(w)= Z(—l)l_lih(f(jl)) . f(j1) JANRVAN f(jz) AN (13-51)

=1

Hierbei bezeichne f(jz) (wie iiblich), dafl dieser Faktor ausgelassen wird. Daf} die
Kontraktion (13-51) wohldefiniert ist, ist wiederum eine Folgerung der beinahe-
graduierten Struktur, bzw. der Dualitdt (9-28). Damit bleiben in der Summe
(13-51) nur endlich viele Terme iibrig. Die Definition auf den Linksformen ist
entsprechend. Offensichtlich sind diese Abbildungen linear. Sie sind aber auch
linear im Index, d.h. es gilt ccyf = c. + ¢y und by4p, = by + by, Fur die Operato-
ren, welche den Basiselementen f, ,, bzw. h,, , zugeordnet sind, verwende ich auch
Cn.py bzW. by . Anschaulich bedeutet das Operieren (auf den Rechtsformen) von
Cn,p dem “Einhangen” von f,, , und das Operieren von b, , dem “Aushangen” von

f—n,p. Auf den Linksformen ist es gerade umgekehrt.
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Proposition 13.9. [H]
(a) Sowohl fir die Operatoren auf den Rechts- als auch auf den Linksformen gilt

by, b}y =0, g, heF=, CerCrYy =0, e feF, 13-52
g !
(b Conr } = 6,787 i (13-53)

(b) Die Operatoren by, und c,, ouf den Rechts- und Linksformen sind in Bezug
auf die Dualititspaarung (13-45) selbstadjungiert, d.h. es gilt fir ¢ € Hll_k, Y € H

(9. Cnp ) = (0, Cnp - ) (13-54)
(@-bnp, ) = (&, bnp - V) (13-55)

(c) Sei @7 der Vakuwumuvektor vom Gewicht X\ und Level T', ®% der duale Vaku-
umuvektor. Dann gilt

Cnp- P =0, fir n>T; Qr.cnp =0, fir n<T-—1 (13-56)
bpp.- @7 =0, fir n>1-T; ®7.b,, =0, fir n<-T. (13-57)

Die Relationen (13-52) und (13-53) besagen, daf} die Algebra
(bnpsCnp N E€ELp=1,... K )c (13-58)

eine Clifford-Algebra ist. Interpretiert man ®p als Grundzustand, so besagen die
Relation (13-56) und (13-57), dafl die ¢, , und b, , fir hinreichend grofie n als
Vernichtungsoperatoren (auf den Rechtsformen) aufgefafit werden koénnen.

Betrachten wir die Unterraume H%, p, wie sie in (13-36) eingefiihrt wurden, so
lassen die Operatoren b und c diese nicht invariant. Im Gegenteil, es gilt

b b b
A A A
HT,K'—I c HT,K' c HT—‘,—l,l c e e (13—59)

Auf H)} und H; ~* operieren aufier F* und F'~* auch A, L, bzw. DL. Es bestehen
folgende interessante Kommutatorrelationen.
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Proposition 13.10. [H] Sei é € D! ein Lift eines Vektorfeldes e € L,
i € D' ein Lift einer Funktion a € A, t ein zentrales Element in 131, feF und
h € F'=* . Dann gilt fiir die Operatoren auf H;

[écrl=cr sy, [6bn] =0br (),
[&,Cf] = Ca.f, [&, bh] = b—a~h (13—60)
[t,Cf] = [t,bh] =0.

Insbesondere bildet der von D', o(F>) und b(F'™) aufgespannte Unterraum
von LEnd H, eine Unteralgebra (als Lie-Algebra).

Entsprechende Formeln gelten auch fiir die Aktion auf den Linksformen. Siehe
hierzu auch die Formeln 3.32 in [134] fiir den Virasoro-Fall.

Diese b — ¢ -Systeme treten in folgender Weise in der Physik auf.® Auf der
Weltflache des Strings sind operatorwertige Felder b und ¢ vom Gewicht A, bzw.
1 — X gegeben [19]. Von besonderer Bedeutung sind sie fiir A =2, 1 — A = —1 (die
Geisterfelder) und A = 1—\ = 1/2. Sie haben keine Entsprechung in der klassischen
Theorie. Aufgrund des Entwicklungspostulats der konformen Feldtheorie besitzen
sie die (formale) Darstellung als beidseitig unendliche Summen

0o K
DQ) = Y > bupfr (@)

n=-—oo p=1

o (13-61)
Q= Y > eupfli(Q)

n=-—oo p=1

mit operatorwertigen Koeffizienten b,, , und ¢, ;.

Fiir die b — ¢ -Felder werden fiir Q, Q" € C; (d.h. sie werden zur selben “Zeit” 7
betrachtet) die Antikommutatorrelationen postuliert

{b(Q)’ C(QI)}+ = A/\(Qa QI),

{6(Q), b(Q)} 4 = {e(Q),e(@)}4 =0, (13-62)

5Die unmittelbar folgenden Ausfithrungen sollen als Heuristik verstanden werden.



13. Semi-infinite Wedgeprodukte und b — ¢ -Systeme 209

Hierbei ist A (Q, Q') die “Delta-Distribution” fir (A,1 — A) -Systeme auf C.,
d.h. fir ein Feld h vom Gewicht A gilt

hQ) = 2 [ @) Q. Q). (13-63)

N 271 C.,

wobei iiber die Variable Q' integriert wird. Sie ist gegeben durch (siehe (9-49))

K
ANQ.QN =D £2,(@) - FEQ) . (13-64)

n€Z p=1

Im Gegensatz zu Abschnitt 9(d) ist die Entwicklung jetzt im heuristischen, formalen
Sinne zu verstehen, da die Summen nicht mehr endlich sind. Rechnen wir den

Antikommutator aus

{0(Q). (@)= Y {bupscmats [2,,(Q) - F120(Q")

n,m,p,r

und vergleichen wir ihn mit (13-64) so erhalten wir fiir die Koeffizienten genau die
Relationen welche in (13-53) gegeben wurden. Deshalb sind die unter (13-48) und
(13-49) studierten Darstellungen, Darstellungen fiir die physikalischen Operatoren.

Der Energie-Impulstensor fiir b — ¢ -Systeme ist definiert als

0b dc
T(z)=:(1-2X) c(z)&(z) - )\a(z)b(z). : (13-65)
Hierbei seien ¢(z) und b(z) lokale Reprasentanten fiir die ¢ und b Felder,
:...: bedeutet Normalordnung, auf welche ich gleich naher eingehen werde. Durch

direktes Nachrechnen verifiziert man, dal T'(z) eine operatorwertige Form vom
Gewicht 2 ist. Seine Moden Ly s sind durch

T=> L0 (13-66)
k,s

gegeben. Normalordnung bedeutet, dafl im Produkt zweier Operatoren, der Vernich-
tungsoperator rechts stehen soll. Da wir allerdings von einer antikommutierenden
Struktur ausgehen, mufl beim Vertauschen das Vorzeichen gedndert werden, da-
mit im Fall, daf§ beide antikommutieren kein Widerspruch auftritt. Aufgrund der
Antikommutatorrelation gilt

Cnp * Dnw = by + Crp + 53787 (13-67)
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Eine Normalordnung ist (siehe (13-57))

Cn,pbm,ra m >0
o (13-68)
~bmrCnp, Mm<O.

Beachte, daf} fir n,m < 0 die Elemente antikommutieren. Damit kann die Normal-
ordnung auch geschrieben werden als

Cn,pbm,m m 7£ -n
Cn,pb—n,r m=-n,r 7£ p
L Cppbmr = ; ’ B ’ o (13-69)
C’)’L,p' —n,p m__n’ T_p’ ngo
Cnp bnp—1, m=-n,r=p n>0.

Erst durch die Normalordnung besitzt der Operator 1" wohldefinierte Moden Ly, ;.
Und damit befinden wir uns wieder auf mathematisch sicherem Boden. Setzen wir
die Entwicklungen (13-61) in die Definition (13-65) ein, so erhalten wir

=2 jij bt P(FE0 fon ) (13-70)

n,meZr,p=1

mit der abkurzenden Notation

df . dh

Phf)= (1= NS =T f (13-71)

wobei f und A mit ihren lokalen Reprasentanten identifiziert werden. Gemaf
[H, Lemma 8.1] gilt

L ptpe=- [ namp=-1 [ Lapm (13-72)

271 C., 211 C., 271 C.,

und somit [H, p.151]

_ 1 _ (n.p) ) .
Lis = 5= CTT-ek,s_n; Cou) mmy ) Cnpbomri . (13-73)

Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur tauchen zu einem festen Wert von k zu
jedem Wert von m nur endlich viele n Werte auf. Erfiillt eine Darstellung V' der
Clifford-Algebra erzeugt von den Elementen ¢, , und b, , die Bedingung, daf es
zu jedem Vektor v € V ein ng gibt, derart daf die b, , und ¢, , fir n > ng, den
Vektor annullieren, sind die Operatoren Lj s wohldefiniert. Unsere Darstellung auf
den Wedgeformen erfiillt offensichtlich diese Bedingung.



13. Semi-infinite Wedgeprodukte und b — ¢ -Systeme 211

Theorem 13.11. Die Moden Ly, des Energie-Impulstensor T des b — ¢ -Systems
definieren eine Darstellung einer lokalen zentralen Erweiterung der Vektorfeldalge-
bra L. Die zentrale Ladung der Darstellung betragt

—2(6A% —6A+ 1) .

Der Kozykel wird gegeben durch

X(ek,m 61 s - ( Z Z >C((lnst)(m D) ) C((;nr];)zn t)(A) . (13_74)

n<0 m<0
m>0 n>0

Der Beweisgang den ich hier prasentiere, folgt dem Beweisgang der Sugawara-
Konstruktion. Jedoch sind die Details deutlich einfacher.

Proposition 13.12. FEs gilt
" (,p)
(L] =D Cul o Nenp (13-75)

n,p

(b)

n l,s
Lk T bl S Z C((k f))(l S 1 - Z C((k T‘ () n p )bn,p : (13_76)

Beweis. Ich verwende die Abschneidefunktion ¢(en) aus (11-21) und definiere

Lin(e) = > Ct ) snibom i G(en) . (13-77)

n’m7p’t

Entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 11(b) gilt, angewendet auf einen festen
Vektor v € V, lim._.g Ly .(¢)v = Ly ,v. Der Ausdruck (13-77) ohne Normalordnung
sei mit Ly (c) bezeichnet. Fiir = # 0 ist er wohldefiniert. Es gilt [Ly..(c),u] =
[Li.(¢),u]. D.h. solange wir ¢ # 0 halten, konnen wir unter dem Kommutator die
Normalordnung ignorieren. Es gilt

[Cn,t : b—m,T7 Cl,s] =Cn,t- b—m,r *Cls = Clis " Cnyt - b—m,r =

Cn,t (b—m,r *Cl,s + Cl,s* b—m,r) =Cn,t* 5£n5§
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und somit

Lrr(e)ensd = Y COoD V) en e 8hPw(en) = " CHUD (M) et 61,870(en) .

m,n,s,t n,t

Hier kann man ohne Probleme zu ¢ = 0 iibergehen. Dies zeigt (a).
Teil (b) folgt entsprechend. Die zweite Form ergibt sich aus dem Lemma 13.8

Bemerkung. Die Aussage der Proposition kann beschrieben werden als

[Lk,r,cf] = Cyqg, mit g = Lek,T(f) (13—78)

bzw.
[Li,r byl = by, mit g=Le, (g) . (13-79)

Man vergleiche diese Relationen mit (13-60).

Beweis von Theorem 13.11. Wir betrachten [Ly ., L; s(¢)] wiederum zuerst fiir ¢ # 0.
Fir ¢ — 0 erhalten wir den gewiinschten Operator. Es gilt

Liers Lia(] = Y CF ) L s s tbom ]t (en) - (13-80)

n7m7t7p

Solange ¢ # 0 konnen wir die Normalordnung ignorieren. Mit Prop. 13.12 erhalten

WIr
[Lk,ra Cn,tb—m,p] = [Lk,ra Cn,t]b—m,p + Cn,t[Lk,T‘a b—m,p] =
(hyu) (m,p)
hz (oMb = CEB L (Nenibn) -

Setzt man dieses in (13-80) ein und spaltet die Summe auf, so erhélt man

n, h,au
(L Lis(e)] = Zh C NGy N b o (en)
Pt

n,t m,
- Zhc{,’s){m,p)(A)c((k,;;gh,u)(A)cn,tb_h,uw(en). (13-81)
it
Fiir ¢ — 0 machen beide Summen erst nach Ubergang zur Normalordnung Sinn.
Seien die Summen also normalgeordnet. Dabei entstehen Terme, die wir gleich
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betrachten wollen. Zuerst lassen wir fiir die normalgeordneten Teile ¢ — 0 gehen und
fithren in der zweiten Summe die Umbenennung (n,t) — (h,u) — (m,p) — (n,t)

durch. Die normalgeordneten Teile konnen zusammengefa3t werden zu

(n.t) (hou) (hou) (n.1) . .
> (Cu,s)(m,p)(A)C(k,mn,t)m_C(l,sxm,p)(A)Cw,r)(m,p)@)) Chyubompt

m,n,h
p7t7u

Da F* ein £-Modul ist, kann man dies umschreiben zu

(n,t) (h,u) . (n,t)
Z C(k r)(l,s) ( Z C(n t)(m, p) ) Ch,ub_m,p-> Z C(k ") s) 1 Ln,t .

m,n,p,u

Wir erhalten somit, dafl ohne Beriicksichtigung der durch die Normalordnung auf-
tretenden Zusatzterme die Ly, eine Darstellung der Algebra £ sind. Die Zerle-
gung macht aber nur dann Sinn, wenn die abgespalteten Terme auch im Grenzwert
e — 0 existieren. Aufgrund der Relationen (13-69) sind Normalordnungsterme in
der 1.Summe von (13-81) nur fiir h = m > 0 und v = p und in der 2.Summe fiir
n =h > 0 und u = t aufzunehmen. Somit addieren sich die zusatzlichen Terme zu

(n,t) (m,p) (n,t) (m.p)
Z Clt.s)omap) M) () (A Z Cy ) N C ey Mo (en)
m>0 n>0
pst p,t

Spalten wir diese Summe auf in (n,m > 0) = (n < 0,m > 0) + (n > 0,m > 0)
bzw. (n > 0,m) = (n > 0,m > 0) + (n > 0,m < 0), so annullieren sich die
entsprechenden Anteile und es bleibt

n,t m n,t m
D Oy N iy Aen) = 37 Oy IOy (N (em)

n<0 m<0
m>0 n>0
pvt p,t

(13-82)
Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur des Moduls F* gilt
Cl N #0 = I+m <n<I+m+R,

Cf?ffzm)(khéo — k4+n<m<k+n+R

mit einer Konstanten R, die unabhangig von n und m ist. Dies bedeutet zum einen,
daf} die Einzelsummen in (13-82) wohldefiniert sind. Andererseits erhalten wir genau
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die behauptete Form des Kozykels. Daf} es sich um einen Kozykel handelt ist klar,
da die Jacobi-Identitéit sowohl fiir die Ly, als auch fiir die Koeffizienten C:: (—1)
gilt. Addiert man die beiden Bedingungen fiir das Nichtverschwinden, so sieht man
dafl die Summe hochstens dann nicht verschwindet wenn —2R < [+ k < 0 gilt.
Der Kozykel ist also lokal. Berechnet man den Kozykel speziell fiir [L/wv L_y.] so

erhalt man

(nt) (m, (n.t) (m,p)
Xern (=) = D Oy mmy My ) = 22 C iy W iy
n<0 m<0
m>0 n>0
Pyt Pyt

Dies ist aber genau der Kozykel, welcher bei der Aktion der Vektorfelder auf den
semi-infiniten Wedgeprodukten vom Gewicht 2 auftritt, wenn man ihn auf dem
Vakuumvektor vom Niveau 1 operieren 148t (siehe die entsprechende Argumentation
im Beweis von Lemma 11.11). Somit gilt fiir die zentrale Ladung ebenfalls

c = —2(6A? — 6\ + 1) , vergleiche hierzu auch (13-32). O

Wie in [147] ausgefiihrt (der dort behandelte 2-Punktfall ibertragt sich entspre-
chend auf den Mehrpunktfall) induziert die Quantisierungsbedingung fiir die Orts-
und Impulsvariablen auf der Weltflache des bosonischen Strings im D-dimensionalen
Raum, daf} die Theorie als Darstellung einer D-dimensionalen Heisenberg-Algebra
erhalten werden kann. Der Energie-Impulstensor fiir diese Theorie ist durch den
Sugawara-Operator gegegeben. Fir die Darstellung der dadurch gegebenen Dar-
stellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erhalten wir aufgrund der Ergeb-
nisse in Abschnitt 11, dafl sie mit zentraler Ladung ¢ = dimg = D operiert,
siche Bemerkung 11.18. Fiir die vollstandige Theorie hat man die Geisterfelder,
d.h. ein b — ¢ -System vom Gewicht 2, hinzuzunehmen. Dort operiert die zentra-
lerweiterte Vektorfeldalgebra mit der zentralen Ladung —26. Akzeptieren wir die
Aussage tiber die Eindeutigkeit der lokalen Erweiterung der Vektorfeldalgebra, so
handelt es sich hierbei um dieselbe zentrale Erweiterung. Der Darstellungsraum
der vollstandigen bosonischen Stringtheorie ist das Tensorprodukt der zwei Darstel-
lungen. Anomaliefreiheit bedeutet, dafl in der Gesamttheorie die Vektorfelder ohne
zentrale Erweiterung operieren. Dies bedeutet, daf} die zentrale Erweiterung mit der
zentralen Ladung Null operieren muf}. Da sich bei der Tensorproduktbildung gerade
die zentralen Ladungen addieren, bedeutet dies, daf fiir den bosonischen String die

Raumzeitdimension 26 sein muf3.
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14. Ein Beispiel einer Entartung im Fall des Torus

In Diplomarbeiten an der Universitat Karlsruhe (Deck [57], [58] und Ruffing
[176]) wurde der Fall des Torus in der 2-Punkt- bzw. 3- und 4-Punktsituation und
gewissen, natiurlichen, Punktewahlen untersucht. FEin Teil der Ergebnisse, bzw.
Weiterentwicklungen davon sind auch in [C] zu finden. Verwandte Ergebnisse in
diese Richtung wurden auch von Anzaldo-Meneses [5] erzielt. Die Punkte an denen
Pole erlaubt sind, seien kurz als Markierungen bezeichnet.

Der Torus kann (bis auf komplexe Isomorphie) gegeben werden als

T =T, =C/L; mit dem Gitter L=L, ={z€C|z=m+nr, m,n€Z } und
7 € C, Im7 > 0. Insbesondere besitzt der Torus eine Gruppenstruktur, welche
von C herkommt. Das Nullelement ist gegeben durch die Klasse deren Elemente ge-
rade die Gitterelemente sind. Da das kanonische Biindel K im Torusfall das triviale
Biindel O ist, sind alle A-Formen global durch Funktionen auf dem Torus beschreib-
bar. Die Funktionen auf dem Torus konnen ihrerseits wiederum gegeben werden
durch die Funktionen auf C, die invariant sind unter dem Gitter L,. Per Defini-
tion sind dies die doppeltperiodischen Funktionen. Auf der funktionentheoretischen
Seite konnen diese als rationale Ausdriicke in der Weierstraflschen p-Funktion und
ihrer Ableitung @' dargestellt werden. Die Weierstrafischen @-Funktion erfiillt die
wohlbekannte Differentialgleichung

O (2.7)> = dp(2,7)% — g2(7)p(2,7) — ga(7) | (14-1)

mit Koeffizienten ¢5(7), g3(7), die vom Gitterparameter 7 abhéngen.! Die Diskri-
minante A(7) = g¢a(7)3 —27g3(7)? ist fiir die zulissigen Werte von 7 verschieden
von Null. Zur weiteren Referenz seien die folgenden wohlbekannten Tatsachen no-
tiert: @ hat einen Pol zweiter Ordnung an den Gitterpunkten und ist eine gerade
Funktion. ¢’ hat einen Pol dritter Ordnung an den Gitterpunkten und ist eine

IDie g¢2(7),g3(7) sind Eisenstein-Reihen zum Gitter L, siehe etwa [H, p.35].
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ungerade Funktion. Auflerhalb der Gitterpunkte sind beide holomorph. ¢’ hat als
Nullstellen genau die primitiven 2-Torsionpunkten von 7. Dabei heifit ein Punkt
P € T ein n-Torsionspunkt (mit n € N) falls n- P = 0mod L. Er heifit primiti-
ver n-Torsionspunkt, falls er kein m-Torsionspunkt ist mit m < n. Die primitiven
2-Torsionspunkte sind explizit angebbar:

1 14T

w1:§7 Wz = 5

W3 = (14—2)

5
Wir definieren e;(7) = p(w;, 7) und kénnen (14-1) umformulieren zu
@I(z’ 7_)2 = 4(@('27 7_) - 61(T)> (@(2’ 7_) - 62(T)> (@(za 7_) - 63(7_)> . (14'3)

Die Bedingung A(7) # 0 ist Aquivalent zur Tatsache, daf} alle e;(7) verschieden
sind.? Wir erhalten e1(7) + e2(7) +e3(7) =0 .

Hier sei die 2-Punktsituation mit
P =0mod L, Q =1/2mod L,
bzw. die 3-Punktsituation mit
P =0mod L, Q1=1/24+gqmod L, @Q2=1/2—gmod L

mit ¢ # 0mod L, ¢ # 1/2mod L studiert. Im 2-Punktfall ist @ ein primitiver
2-Torsionspunkt.

In [C] werden die Differentialformen

= Wo(z)dz = A G
w = Go(2)d 2 p(z) — ey
1 o' (2)

T 20(2) - 0(1/2+q)

eingefiihrt. Sie erfiillen die Bedingungen fiir das Differential p aus Abschnitt 9(a).

dz (14-4)

(14-5)

Desweiteren wird in [C] gezeigt, dafl

An(2) = an (p(2) — p(1/2+ )2, ne 2z, (14-6)

An(2) 1= 0g(2)Aat1(2), a €27+ 1, (14-7)

2Zur weiteren Information siehe die iiblichen Standardlehrbiicher zur Funktionentheorie, siehe

auch [D].
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mit a, € C geeignete Normierungskonstanten, eine Basis fiir A bilden und somit
die Elemente And% eine Basis fiir £ darstellen. Dies gilt sowohl im 3-Punktfall
als auch, wenn man ¢ = 0 setzt, im 2-Punktfall. Der Grad der Elemente ist durch
den Index n, bzw. durch, von A abhangige, Shifts gegeben. Es ergibt sich eine
beinahe-graduierte Struktur.?

In [C] werden die Strukturkonstanten explizit berechnet. Die Werte driicken sich
in den Werten von ©(1/2 + ¢) und in den Parametern ej,es; und ez aus . Die
Abhéngigkeit von o(1/2 4+ ¢) entspricht einer Variation der Lage der Polstellen und
die Abhangigkeit von ey, es, e3 entspricht einer Variation des Gitters und somit der
komplexen Struktur des Torus T,. In [C] wurde gezeigt, dal fir ¢ — 0 die 2-
Punktalgebra erhalten wird, wie sie von Deck [57],[58] studiert wurde. Setzt man
weiter dann e; = es = ez = 0, so erhalt man die Witt-Algebra in einer formalen
Weise. Der Fall e; = es = e3 = 0 entspricht vom Standpunkt der algebraischen
Geometrie der Fall der Spitzenkurve (auch Neilsche Parabel genannt), d.h. einem
“Torus mit einer Spitzensingularitat”. Thre Desingularisierung ist die projektive
Gerade. Unter der Voraussetzung, dafl sich alles gutartig unter der Deformation
verhalt, ist eine Beziehung der Objekte auf dem Torus, zu den entsprechenden auf
der projektiven Gerade zu erwarten.

Es ist sogar so, daf fiir viele Zwecke (siehe auch im Zusammenhang mit der
Verlinde-Formel [73]) die maximale Degeneration einer beliebigen nichtsinguléren
Kurve in eine Vereinigung von mehreren P!'-Komponenten eine wesentliche Beweis-
hilfe sein kann. In der Philosophie der Quantisierung der Feldtheorie mufl man iiber
alle moglichen Konfigurationen “summieren”. Die Konfigurationen “entsprechen”
den Punkten eines Modulraums. Um einen sinnvollen Formalismus zu erhalten,
ist man gezwungen den Modulraum der Kurve zu kompaktifizieren, d.h. singulare
Kurven zuzulassen.* Siehe hierzu [194].

Angeregt durch diese Ergebnisse, habe ich konkrete Beispiele fiir die Torusdege-
neration im 2-Punkt und 3-Punktfall ausgefiihrt, siehe [I]. Dabei zeigt sich wie die

3Im 3-Punktfall ist dies nicht genau die Konvention der Basiswahl, welche ich in [H] beniitzt
habe. Dort wiirde diese Situation durch 2 Eintrittspunkte und 1 Austrittspunkt beschrieben.
In den zweidimensionalen Radumen der homogenen Elementen ist dann jeweils ein Basiswechsel
vorzunehmen. Siehe hierzu weiter unten den P'-Fall.

4Eine sinnvolle Kompaktifizierung ist nur méglich, wenn man lediglich “stabile singulire Kur-
ven” hinzunimmt. Obige Spitzenkurve ist nicht stabil, die weiter unten auftretende Knotenkurve
ist es.
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Degeneration erzwingt, dafl man von der N-Punktsituation auf dem Torus auf eine
M-Punktsituation mit M > N auf Geschlecht Null iibergehen mufl. Dies ist ein
weiteres Argument fiir die Notwendigkeit Mehrpunktsituationen zu betrachten.

Um die Deformation zu beschreiben, ist der ﬂbergang vom komplex-analytischen
Bild zum algebraisch-geometrischen Bild adaquater. Hierzu wird der Torus 7, mit
einem beliebigen, aber fixierten, 7 in die komplexe projektive Ebene P? mit der
Abbildung

(p(2):9'(2): 1), 2¢L

(0:1:0) zel (14-8)

d:T — P2, zmodLr—>{
eingebettet. Seien die homogenen Koordinaten in P? durch (z:y:z) gegeben,
so ist das Bild von ® die Nullstellenmenge des homogenen Polynoms

Y27 — 4(X — ey(1)Z2)(X — ea(7)Z)(X — e3(r)Z) . (14-9)

Es handelt sich um eine nichtsingulare kubische Kurve, d.h. eine elliptische Kurve
E. In der Tat ist ® ein analytischer Isomorphismus auf sein Bild. Umgekehrt kann
jede Nullstellenmenge eines homogenen kubischen Polynoms die eine nichtsingulare
Kurve ist, nach einer geeigneten Basiswahl beschrieben werden als Nullstellenmenge
eines Polynoms vom Typus (14-9) mit ey, ea, e3 € C, €1 + e2 + e3 = 0 herkommend
von einer analytischen Situation. Ich mochte bemerken, dafl in (14-9) alle e; gleich-
berechtigt sind. Dies entspricht der Tatsache, dafl, vom algebraisch-geometrischen
Standpunkt aus, alle primitiven 2-Torsionpunkte gleichberechtigt sind. Es sei defi-
niert
B :={(e1,e2,e3) €C* |e; +ex+e3=0, ¢; # e; fur i # j}

Es ist eine offene Untervarietit der affinen (sogar linearen) Varietit
E = {(61,62,63) € (CB | €1+ e+ e3 =0 } .

Gleichung (14-9) definiert eine Familie A" nichtsingulirer kubischen Kurven iiber
der Basis B. Offensichtlich macht (14-9) auch fiir ganz B Sinn. Die zusitzlichen
Mitglieder der Familie sind die singularen kubischen Kurven, welche weiter unten
behandelt werden.

Im folgenden sei der Punkt 0 mod L immer ein Punkt aus A, der Menge der Mar-
kierungen. Er habe nichts zu tun mit den Singularitaten, die bei der Entartung der
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Kurve auftreten. Damit ist es moglich und niitzlich, dafl wir zu affinen Koordinaten
iibergehen konnen. Diese erhalten wir indem wir die dritte Koordinate auf 1 setzen.
Sei der Punkt (0 : 1 :0) durch das Symbol oo représentiert, dann kénnen wir (14-8)

umschreiben zu
zmod L — (p(2),¢(2)), z2¢L, und L — oo. (14-10)
Der affine Teil der elliptischen Kurve ist gegeben als Nullstellenmenge des Polynoms
V2 4(X —e1)(X —e9)(X —e3) . (14-11)

Unter dieser Identifikation entspricht der affinen Koordinate X die Funktion g und
der affinen Koordinate Y die Funktion @’. Der Korper der meromorphen Funktionen
auf dem Torus entspricht dem Korper der rationalen Funktionen auf der Kurve F.
Dieser ist gegeben durch

C(E) 2 C(X)[Y]/(Y? = (X)), f(T)=4T —e)(T—ex)(T —e3). (14-12)

Jede meromorphe Funktion auf dem Torus kann als rationale Funktion (d.h.
als Funktion die Quotient zweier Polynome ist) in X und Y gegeben werden.
Tatséchlich zeigt (14-12), dafl sie als Summe einer rationale Funktion in X und
einer weiteren rationalen Funktion in X multipliziert mit Y gegeben werden kann.
Eine Funktion f heifit regular auf einer Teilmenge U der Kurve E, falls f als Quo-
tient zweier Polynome gegeben werden kann derart, dafl das Nennerpolynom keine
Nullstellen in U besitzt. Regulare Funktionen entsprechen holomorphen Funktionen.
Wegen dieser Aquivalenz werde ich meist rationale (regulire) Funktionen meromor-
phe (holomorphe) Funktionen nennen.

Wir haben nun die Polstellen unserer Formen zu betrachten. Naturliche Wahlen
sind die n-Torsionpunkte. Ich betrachte die folgenden Falle:

Fall A. Der 2-Punktfall: Hier wihlten wir bereits oben 2y =0 und z; = 1/2
im analytischen Bild. In der Beschreibung durch die elliptische Kurve entspricht
dies dem Punkt oo und dem Punkt mit den affinen Koordinates (e;,0) . Eine
andere Wahl eines 2-Torsionpunkts statt z; = 1/2 (wie es etwa in [36] getan wurde)
ergibt eine isomorphe Algebra.

Fall B. Der 3-Punktfall. Hier wihle ich zp =0, 2z =1/2+ ¢ und
29 = 1/2 — ¢ mit den zwei Unterféllen ¢ = 7/4 und ¢ =1/2+ 7/4 . In beiden
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Fallen sind z; und z5 primitive 4-Torsionspunkte. Diese Werte sind die zwei Paare
von Losungen von 2-(z mod L) = 7/2 mod L . Auf der elliptischen Kurve entspricht
diese Punktewahl den Punkten oo, (a,b) und (a,—b) mit

a=p(1/2+q), b=g¢'(1/24q) = /4(a—e1)(a—es)(a—e3) . (14-13)

Beide (a,b) und (a,—b) treten als mogliche Polstellen auf. Damit gibt es keine
Mehrdeutigkeit im Vorzeichen der Quadratwurzel von b. Da wir die algebraischen
Parameter e, e5 und ez variieren wollen, miissen wir a (und damit automatisch auch
b) in diesen Groflen ausdriicken. Mit dem Additionstheorem der p-Funktion (siehe
[71]) erhélt man

a(er,ea,e3) = ez ++v/es —epves —es . (14-14)

Hierbei muf} das Vorzeichen des Produkts der Quadratwurzeln gemafl den Regeln in
[71] gewédhlt werden. Die beiden auftretenden Moglichkeiten entsprechen den zwei
Wahlen von ¢. Somit erhalten wir zwei Paare von Werten (ay,by), (a1, —by) und

(ag,bg) N (ag,—bg) .

Indem wir ¢ = 0 im Fall B setzen erhalten wir formal den 2-Punktfall. Durch
Setzen von (ag,bg) := (e1,0) erhalten wir eine elegante kompakte Notation.

Proposition 14.1. [I] Eine Basis des Vektorraums der meromorphen (rationa-
len) Funktionen die holomorph auferhalb der Punkte oo und (ey,0) im 2-Punktfall
(s =0), bzw. 0o, (as,bs) und (as, —bs) im 3-Punktfall (s = 1,2) sind ist auf der
elliptischen Kurve E gegeben durch die rationalen Funktionen

1
Ay = —(X —ag)™F, A5 = —5 V(X - as)"FL, keZ . (14-15)
(s = 0,1,2 bezeichne die verschiedenen Fille.)

Mit den folgenden Tatsachen iiber die Ordnungen der Koordinatenfunktionen an
den Punkten der elliptischen Kurve (v € C, a # eq, €2, €3)

orde (X —7) = =2, ord.. (V) = —3,
ord(ei,o) (X — 61') = 2, ord(eivo)(Y) = 1, (14—16)
Ord(avb) (X - a) = 1, Ord(a,_b) (X — a) e 1 ,

erhalt man
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Proposition 14.2. Die Diwvisoren der Basiselemente lauten:

(a) im 2-Punktfall:

(A3)) = 2k[00] — 2k[(e1, 0)],
(A9k41) = (2k = 1)[oc] = (2k + 1)[(e1, 0)] + [(e2,0)] + [(e3, 0)],

(b) in den 3-Punktfdllen:

(A3y,) = 2k[oc] — K[(a, b)] = K[(a, =b)],
(A341) = (2k = 1)[oo] = (k + 1)[(as, be)] = (k + D)[(as, —bs)]
+ [(e1,0)] + [(e2, 0)] + [(es, 0)].

Im Geschlecht 1 Fall ist das kanonische Biindel K und somit all seine Tensorpo-
tenzen trivial. Ist f eine meromorphe Funktion auf dem Torus 7" dann ist f(z)(dz)*
ein meromorpher Schnitt des Biindels K®* = K*. Das analytische Differential dz
kann in algebraischer Weise durch

41X
Q- = &2
Ty

(14-17)
ausgedriickt werden. Die Funktion (X — ) ist fiir v ¢ {ey,e2,e3} eine uniformi-
sierende Variable bei (v,4+/f(7)) und Y verschwindet dort nicht. Fiir v = ey, e
oder ez verschwindet die Funktion (X — v) von zweiter Ordnung bei (e;,0) und
kompensiert hiermit den Pol von 1/Y an diesem Punkt. Fiir die Tensorpotenzen
erhalten wir

d d
Ly
dz dX

Hierbei habe ich fiir den Spezialfall A = —1 die ubliche Schreibweise als Derivation

(d2)» = Y™ MdX)*, (14-18)

beniitzt. Damit ist eine Basis der Schnitte in * mit demselben Regularititsverhal-
ten wie in Prop. 14.1 durch die Elemente

fri=A5 \YMdX), nel (14-19)

gegeben. Im Fall der Vektorfelder erhalten wir aus Prop. 14.1 nach Ersetzen von
Y2 mit Hilfe des Polynoms f
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Proposition 14.3. Fine Basis des Raums der meromorphen (rationalen) Vektor-
felder, die holomorph (regulir) auferhalb der Punkte oo und (ey,0) im 2-Punktfall
(entspricht s = 0), bzw. 0o, (as,bs) und (as, —bs) im 3-Punktfall (s = 1,2) sind, ist
auf der elliptischen Kurve E gegeben durch die Elemente

d

s _ s 1 _p_o d
Va1 = —(X —ay) ’“Yd—X, Vs 1= —§f(X)(X—aS) k 2d—X, (14-20)

wobei k alle ganzen Zahlen durchliuft und f(X) = 4(X —e1)(X — e2)(X — e3) ist.
Durch deg(V;,) = n wird auf £ ein Grad eingefiihrt.

Proposition 14.4. [I],[C] Die Lie-Algebrenstruktur der Krichever-Novikov- Vektor-
feldalgebra L ist im 2-Punktfall durch die Strukturgleichungen in den Erzeugenden
von Prop 14.3 gegeben wie folgt: (hierbei seien die ungeraden Indizes mit o und 3

bezeichnet, die Geraden mit n und m)

[Va, Vsl = (B = a)Vaqp
Vi, Vil = (m — n){Viem + 3 €1 Vigrmao
+ (e1 —e2)(e1 — €3) Vagmya} (14-21)
Vo, Val = (n = a)Viga + (n —a + 1) 3e1Vaq2)
+(n—a+2)(e; —ez)(er —e3) Vitata

Ist d die Summe der Grade der Erzeugenden auf der linken Seite, so gilt fiir den
Grad d’ der Elemente auf der rechten Seite d < d’' < d + 4. Dies bedeutet, wie wir
natiirlich bereits aus der allgemeinen Theorie wissen, dafl eine beinahe-graduierte
Struktur vorliegt. Entsprechende Strukturgleichung fiir die 3-Punktfélle sind in [I]
gegeben und sollen hier nicht wiederholt werden.

Die singularen Mitglieder der Familie von kubischen Kurven, welche durch das
Polynom (14-11) gegeben ist, sind genau die Kurven, die iiber den Punkten in
B liegen bei denen mindestens zwei der e; zusammenfallen. Wir erhalten zwei
verschieden Situationen.

Wenn nur zwei zusammenfallen, etwa e; = es = e, ergibt sich die Knotenkurve Fy
definiert durch
V2 =4(X —e)*(X + 2€) . (14-22)
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Wegen e; + e + e3 = 0 besitzt der dritte den Wert —2e.
Wenn alle drei denselben Wert haben, der dann notwendigerweise gleich 0 ist, er-
halten wir die Spitzenkurve E¢ (die Neilsche Parabel)

Y?2=X%. (14-23)

Die Singulariat auf Fy ist der Punkt (e,0). Er ist ein gewohnlicher Doppelpunkt.
Die Singularitit auf E¢ ist der Punkt (0,0). Er ist eine Spitze. Der Punkt oo =
(0:1:0) liegt jeweils auf der kubischen Kurve, ist aber keine Singularitét.

In beiden Fillen ist die komplex-projektive Gerade P! die Desingularisierung.
Die Punkte von P! seien durch die homogenen Koordinaten (¢ : s) gegeben. Wir
definieren die folgenden Abbildungen ¥, v¢ : P! — P? durch

Un(t:s) = (t%s —2es® @ 2t(t? — 3es?) : s3), (14-24)
Vo(t:s)=(t?s = 2% : %), (14-25)

Unter diesen Abbildungen korrespondiert der Punkt oo = (1 : 0) auf P! zum
Punkt co (und nur zu diesem) auf den Kurven Ex und Eq. Die Abbildungen wer-
den durch homogene Polynome gegeben. Damit sind es offensichtlich algebraische
Abbildungen. Wiederum ist es genug, den affinen Teil zu betrachten (d.h. wir setzen
s = 1). Die affinen Abbildungen seien mit demselben Symbol bezeichnet. Eine di-
rekte Berechnung zeigt die folgenden Eigenschaften (dies ist natiirlich wohlbekannt).

(1) Bild @/)N = EN und Bild @/)C = EC

(2) Yo ist 1: 1.

(3) Die einzigen Punkte an denen ¢x nicht 1 : 1 ist, sind die Punkte t = V3e und
t = —/3e . Diese projizieren beide auf den singuliren Punkt (e,0). Der Punkt
(—2e,0) entspricht t = 0. Damit

Proposition 14.5. Die Abbildungen
@/)N:]P’l—>EN und Yo P! — Eo

sind die eindeutigen Desingularisierungen der Knotenkurve En bzw. der Spitzen-
kurve Ec .

Wir haben nun die markierten Punkte zu betrachten. In allen Fallen bildet ¢t = oo
auf P! auf einen Punkt ab, an dem Pole erlaubt sind.
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Es sei daran erinnert, daf} die anderen Markierungen gegeben sind durch (eq,0) im
2-Punktfall, bzw. (a,b) und (a, —b) im 3-Punktfall. Hierbei ist a und b gegeben
durch (14-14), (14-13).

Die Situation im Spitzenfall ist einfach zu beschreiben. Da e; = e5 = e3 = 0 ist,
gehen alle markierten Punkte (a,b) zu der Singularitat (0,0) (sowohl im 2-Punkt-
als auch im 3-Punktfall). Auf P! liegen somit die Punkte t = 0 und ¢ = oo iiber den
markierten Punkten der entarteten Kurve.

Im Knotenfall und bei 2 Punkten gibt es 2 verschiedene Entartungen.
(1) Ist e = ey, so wird der markierte Punkt zum singuldren Punkt. Damit erhalten
wir auf P! zwei Punkte t; = v/3e und ¢, = —\/3e , die dem 2. Punkt entsprechen.
Wir erhalten P! mit 3 markierten Punkten.
(2) Ist e # ey, dann ist der markierte Punkt ein reguldrer Punkt. Nur der Punkt
t = 0 entspricht dem 2. Punkt. Wir erhalten P! mit 2 markierten Punkten.
Die Analyse des 3-Punktfalls [I] soll hier nicht dargestellt werden.

Im folgenden sei immer der 2-Punktfall vorausgesetzt. Wie oben gezeigt wird ein
Schnitt von K7, fiir eine nichtsingulire kubische Kurve E gegeben durch®

w(X, V) =Y (X —e)) ™+ BY (X —eq) ™51 (dyX)A,
kEeZ

ag, B, € C.

(14-26)
Auf der nichtleeren, offenen Menge der nichtsingularen Punkte machen diese Ele-
mente auch im entarteten Fall, En und E¢, Sinn. Ziehen wir die Schnitte via ¢y,
bzw. ¢ iiber der offenen Menge der nichtsingulare Punkte zuriick, so erhalten wir
wohldefinierte meromorphe (rationale) Schnitte von K2,

Un(w)(t) = w(X(8),Y(t)  bzw.  do(w)t) =w(X(),Y ().  (14-27)

Um deren darstellenden Funktionen zu finden, miissen wir die Ausdriicke fiir X und
Y in der Variablen t einsetzen und das Differential mit Hilfe von dt schreiben.

Fir die Potenzen des Differentials erhalten wir im Knotenfall

A
(F) = st e

5Das Symbol / bedeutet, da nur endlich viele Summanden auftauchen.
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und im Spitzenfall
ax\" 1

Damit sehen wir explizit, daf zusétzliche Pole und Nullstellen (abhéngig vom Vor-
zeichen von \) an den Punkten, welche iiber den singuldren Punkten liegen, auf-

treten konnen. Ein wichtiges Beispiel ist der Pullback des konstanten Differentials

X
dz = dT Wir erhalten

1 1 1
dt bzw. —dt . (14-30)

t+ v3e t—+/3e t2
Durch Entartung zur Knotenkurve erhalten wir ein meromorphes Differential mit
Polen von der Ordnung 1 an den Punkten ¢ = £+v/3e , bzw. durch Entartung zur
Spitzenkurve ein meromorphes Differential mit einem Pol von Ordnung 2 bei t = 0.
Dies sind die Rosenlicht-Differentiale [181].

Hier mochte ich mich auf den Vektorfeldfall (A = —1) beschranken. Es tre-
ten nur zusatzliche Nullstellen an den Punkten iiber den Singularitaten auf. Alle
Lie-Ableitungen kénnen auf der (Zariski-)offenen Menge der Punkte berechnet wer-
den, welche nichtsingulare Punkte unter der Entartung bleiben. Damit ist die Lie-
Struktur nicht gestort unter der Entartung. Wir erhalten

Proposition 14.6. Unter dem geometrischen Prozess der Entartung und Desin-
gularisierung erhalt man eine, geometrisch induzierte, “Deformation” der Algebra
der Vektorfelder auf dem Torus in eine Unteralgebra der Algebra der Vektorfel-
der auf P', bestehend aus Vektorfeldern mit Polen nur an den Punkten t fir die
(X (t),Y(t)) ein markierter Punkt auf der ausgearteten kubischen Kurve ist. Die
ausgeartete Algebra kann erhalten werden, indem man die Erzeugenden durch ihre

Pullbacks ersetzt und die Strukturkonstanten auf ihre jeweiligen Grenzwerte setzt.

Im Fall der Spitzenentartung gilt fiir die ﬁberlagerung
X(t) =t*> und Y (t) = 2t3. Die Pullbacks berechnen sich zu

. . dX\T_ aigad
o (Var—1) = & (Aak (7) )=t = =),
(14-31)

% * dx\ ™ —okt1 4
V& (Var) = ¥ (Agkqa (7) )= —t p7in —l_9p .
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Hierbei sind die [, = z"“d% die Erzeugenden der Vektorfeldalgebra auf P! (mit

A = {0,00}). Dies ist die Witt-Algebra, bzw. die Virasoro-Algebra ohne zentralen
Term. Das Vorzeichen und die umgekehrte Indizierung (im Vergleich zur sonst
iblichen) entspricht der Tatsache, dafl der Grad aufgrund der Ordnungen am Punkt
oo gebildet wird. Damit erhalten wir in der Spitzenentartung (mit den obigen
markierten Punkten) durch @ :V,, — —I[_, einen Isomorphismus zur vollen Witt-
Algebra. Dies stimmt iiberein mit der Entartung der Strukturgleichungen (14-21)
zu

Voo Vil =(m =)V, n,mez. (14-32)

Im Knotenfall miissen wir zwei Unterfalle unterscheiden.
(1) Fiir e = ey ist der Grenzwert des markierten Punkts eine Singularitit. Fiir den
Pullback erhalten wir

eV =i (m (5) ) = (e VI VB S

Y dt’
Sen ) (14-33)
U (Var) = 0 (Asess (7> ) = —t(t+VEo) - Vi

Damit sieht man explizit, dafl auf der Desingularisierung 3 markierte Punkte auf-
treten. Von einer 2-Punktsituation ausgehend, haben wir eine 3-Punktsituation
erhalten. Die Grenzalgebra ist durch den Grenzwert der Strukturgleichungen (14-
21) fiir e; = eg = e oder e; = e3 = e gegeben

Vo, Vel = (B = a)Vaqs
[V Vin] = (m = n){ Vi + 3 Vool (14-34)
[Vaa Vn] - (n - a)vn+a + (n — o+ 1) 3 6Vn+a+2) .

Weiter unten soll diese Algebra genauer identifiziert werden.
(2) Der nichste Unterfall ist e; # e. Der Grenzwert des markierten Punktes ist
keine Singularitat. Es gilt 2e + e; = 0. Die Pullbacks sind

Ve (Var—1) = ¥ (Ass (d7X> : ) = —t7 2 (t+V3e)(t — @)%,
UE(Var) = ¥y (Azkgr <d7X>_ ) = 73t + V3Be)?(t - \/%)2% _

(14-35)
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Pole konnen an den zwei Punkten (¢t = 0) und (¢ = co) auftreten. Damit verlassen
wir hier nicht die 2-Punktsituation. Wir erhalten jedoch nicht die volle Virasoro-
Algebra, da die derart erhaltenen Vektorfelder Nullstellen bei t = ++/3e haben
missen. Tatsachlich gibt es noch einen Unterschied in den zwei Formeln von
(14-35). Wir erhalten eine zusétzliche Bedingung um die genaue Unteralgebra zu
bestimmen. Nur diese Funktionen auf P! (gegeben als Laurentpolynome) konnen
als Pullback von Ey erhalten werden, die f(v/3e) = f(—+/3¢) erfiillen. Fiir gerade
Funktionen ist dies automatisch der Fall. Fiir ungerade Funktionen bedeutet dies,
dafB sie dort verschwinden miissen. Damit treten nur Funktion erzeugt durch t2*
und t2*+1(¢2 — 3¢) fiir k € Z auf. (Es sei daran erinnert, daf der zweite Term
t? — 3e vom Differential kommt.)

Die Strukturgleichungen der Algebra (durch den tiblichen Prozef erhalten) sind

[Va, Vsl = (B — a)Vaqis
Vi Vin]l = (m — n){Viqpm — 6€ Viipimao
4+ 9¢* Vi ymaa} (14-36)
Vo, Val = (n —a)Vaga + (n —a+ 1) (=6 €)Vipaya
+(n—a+2)9* Vo -

Um die obigen Algebren naher zu beschreiben, betrachte ich bestimmte Unter-
algebren der Witt-Algebra. Die Vektorfelder, die an den Punkten o und —a, mit
a # 0, 00 verschwinden, sind die Vektorfelder

d

F) (= a®) — (14-37)

mit einem Laurentpolynom f(¢) in ¢. Offensichtlich definieren sie eine Unteralgebra
von W mit der Vektorraumbasis

th (12 — aQ)% = lpy1 — @2l keZ. (14-38)

Innerhalb dieser Unteralgebra betrachten wir den Unterraum erzeugt durch die Vek-
torfelder

_ d
Mgk_l = —t Qk(tQ — O[Q)a = _<l—(2l~c—1) — a2l_(2k+1)>, (14—39)
d
Mgk = —t_Qk_B(tQ — a2)2 = (l_gk — 2&21_(2k+2) + a4l_(2k+4)) .

dt (14-40)
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Entweder durch direktes Ausrechnen der Lie-Klammer oder durch Berechnung in-
nerhalb der Witt-Algebra sieht man, dafl dieser Unterraum eine Unteralgebra W*
von WV ist.

Fiir o = v/3e stimmen die M,, mit den Pullbacks (14-35) iiberein. Die Abbildung
®:V, — M,, n € Zergibt die Identifikation der geometrisch induzierten entarteten
Algebra (14-36) mit der Algebra W. In [58] wurde eine Beziehung der “deformier-
ten” Algebra im 2-Punktfall mit der Witt-Algebra aufgrund formaler algebraischer
Untersuchungen gefunden. Tatséchlich wurde dort versucht (ohne Erfolg) diese mit
der gesamten Witt-Algebra zu identifizieren. Nach dem oben Gesagten sehen wir
den Grund, warum dies nicht funktionieren konnte.

Ich komme nun zu der Algebra Z® der Vektorfelder auf P', die holomorph
aulerhalb der Punkte o, —a und oo (o # 0, o0) sind. In den vorhergehenden Ab-
schnitten, bzw. genauer in [H|,[G], wurde eine Methode eingefiihrt um eine Basis fiir
diese Algebra zu erhalten. Die Eingangspunkte seien {a, —a} und der Ausgangs-
punkt sei {00}.% Die Algebra ist erzeugt (als Vektorraum) durch Elemente e,, ; und

€n,2 mit n € Z. Deren Divisoren sind

(en1) = (n+Dlal+ (0 +2)[=a] + (=2n = 1)[oc],
(en2) = (n+2)[a]+ (n+1)[=a] + (=2n = 1)[o0] .

Dies sind die Erzeugenden vom Grad n. In diesem Unterraum der Elemente vom
Grad n konnen wir auch symmetrische und antisymmetrische Erzeugende H,, und
G,, wahlen. H, ist die eindeutige Linearkombination (bis auf Multiplikation mit
einem Skalar) von e, ; und e, s mit ords(H,) = —2n, G, ist die eindeutige Li-
nearkombination (bis auf Multiplikation mit einem Skalar) von e, ; und e, > mit
ordg(G,, ) = 1. Deren Divisoren sind

(14-41)
(Gn)=(n+1)a]+ (n+1)[—a] + [0] + (—2n — 1)[q] .

Per Konstruktion sind dies immer noch homogene Elemente vom Grad n und alle
zusammen bilden sie ein Basis der Algebra Z«. Explizit konnen sie gegeben werden

6Unsere Situation ist eigentlich gerade durch die gespiegelte Aufspaltung gegeben. Es ist aller-
dings leichter, die Symmetrie in & und —a in der gewahlten Aufspaltung zu erkennen. Vergleicht
man die beiden Graduierungen und nimmt man in einer davon den negativen Grad, so ist die
Identitat ein beinahe-graduierter Isomorphismus, im Sinne der untenstehenden Definition.
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als
n+1 n+1 d n+1 n+1 d
H,(t):=(t—a)"" (t+ «) L Gn(t):=t(t—a)"" (t+ «) e (14-42)
Fine direkte Rechnung zeigt
(H,, Hy) =2(m —n)Gpgm,
(Gry Gn] = 2(m — n)(Grgmsr + 2Grpm), (14-43)
(G, Hy = (20m —n) — D)Hppmg1 +2(m —n) a®Hpy, -
Fiir o = v/3e im 1. Fall der Knotenentartung sind diese Elemente gerade
ON(Vap—1) = —H g, N (Var) = —Gp1
Durch
b : ‘/Qk—l = —H_k, ng = _G—k—l (14—44)

erhalten wir die geometrisch induzierte Identifikation der entarteten Algebra im Fall
(14-34) mit der vollen Algebra Z%, wie man durch direktes Rechnen verifiziert.

Wir sollten allerdings nicht vergessen, dafl nicht nur die Algebren, sondern auch
deren Graduierung von Bedeutung ist. Die einzige graduierte Algebra hier (im
tiblichen Sinne) ist die Witt-Algebra. Alle anderen Algebren sind nur beinahe-
graduiert. Damit macht es keinen Sinn zu untersuchen, ob die obigen Abbildungen
die Graduierung erhalten. Stattdessen fiihre ich den folgenden Begriff ein:

Definition 14.7. Sein T und S beinahe-graduierte (Lie-)Algebren. Ein
(Lie-)Homomorphismus & : S — T heifit ein Homomorphismus von beinahe-
graduierten Algebren, falls es positive natiirliche Zahlen a,k,l gibt, so daf fiir
jedes homogene Element s € S gilt

a-deg(s) —k < deg(®(s)) < a-deg(s)+1. (14-45)

Hierbei bezeichne deg(®(s)) den Wertebereich der jeweiligen Grade der nichtver-
schwindenden Komponenten von ®(s).

Benutzt man fiir die Vektorfeldalgebren auf P! den negativen Grad, so gilt
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Proposition 14.8. Alle die obigen Isomorphismen ® sind Homomorphismen von

beinahe-graduierten Lie-Algebren.

Das Studium der Entartungen kann auch auf die zentralerweiterten Vektorfeld-
algebren ausgedehnt werden. Der definierende Kozykel, der durch Integration
iiber eine Niveaulinie C; gewonnen wird, degeneriert zum Standardkozykel fiir die
Virasoro-Algebra. Selbstverstandlich funktioniert auch die Ubertragung auf die Dif-
ferentialoperatoralgebren bzw. die entsprechenden Moduln.
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