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1. Einleitung 1Ein alter Teichein Frosch h�upft hineinder Klang des WassersBashô�
1. EinleitungDie Mathematik und die Physik standen schon immer in fruchtbarer und engerWechselwirkung. Zum einen war es, da� die Physik, um experimentell �uberpr�ufbareGr�o�en aus der Theorie heraus zu bestimmen, die Mathematik ben�otigte, zum an-deren war es aber auch so, da� die Physik die Mathematik ben�otigte, um dieseTheorien �uberhaupt formulieren zu k�onnen. Dabei konnte die Physik meist auf be-reits vorhandene mathematische Theorien zur�uckgreifen. Manchmal ging es aberauch den umgekehrten Weg: Von der Physik wurden wesentliche Impulse zur Wei-terentwicklung oder sogar zur Erscha�ung mathematischer Theorien gegeben.Die Bereiche der Mathematik, die eine besondere Rolle in diesem Wechselverh�alt-nis spielten, waren nicht immer dieselben. War es zu Beginn der Entwicklung derklassischen Mechanik durch Newton die, auch von ihm vorangetriebene, Entwick-lung der In�nitesimalrechnung, welche dann von Cauchy, seinen Zeitgenossen undNachfolgern auf eine solide Grundlage gestellt wurde, so war es in der ersten H�alftedes Jahrhunderts im Zusammenhang mit der \klassischen" Quantenmechanik dieTheorie der Hilbert-R�aume. Dies setzte sich fort mit der Rolle, welche die Theo-rie der Lie-Gruppen in der Elementarteilchenphysik spielte und immer noch spielt.Heute haben sich zus�atzlich faszinierende Beziehungen der theoretischen Physikzur algebraischen Geometrie, zur Theorie unendlichdimensionaler Lie-Algebren, zurniedrig-dimensionalen Topologie und noch zu vielen anderen Gebieten der Mathe-matik aufgetan. Gerade in diesen Bereichen ist es so, da� die Mathematik selbst sehrviel von diesem Kontakt pro�tiert. Begonnen hatte diese Phase mit der mathema-* Ein Haiku des japanischen Dichters Bashô (1644{94) �ubersetzt von Franziska Ehmcke.



2 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer Methodentischen Umsetzung der physikalischen Yang-Mills-Eichtheorie in vier Dimensionen(eine Quantenfeldtheorie), welche zum Studium des Modulraums gewisser algebrai-scher B�undel �uber algebraischen Fl�achen (also reell-vierdimensionalen Mannigfaltig-keiten) f�uhrte. Mit Hilfe der Donaldson-Invarianten konnten diese Modulr�aume zurBestimmung von Di�eomorphieinvarianten algebraischer Fl�achen benutzt werden.Letztendlich brachte dies eine Reihe wichtiger mathematischer Resultate, etwa, da�es topologische Viermannigfaltigkeiten gibt mit unendlich vielen nicht isomorphendi�erenzierbaren Strukturen. Bemerkenswert ist, da� dieser Bereich k�urzlich noch-mals durch die Seiberg-Witten-Invarianten revolutioniert wurde. Hierbei stammtvon Witten [211] die Idee, da� eine physikalisch erwartete Symmetrie zweier Theo-rien auch eine Entsprechung auf der mathematischen Seite haben sollte. Dabeiist die mathematische Seite der einen Theorie die Donaldson-Theorie (eine Theo-rie der Instantonen) und die mathematische Seite der symmetrischen Theorie dieneugescha�ene Theorie der Seiberg-Witten-Invarianten (eine Theorie der \Monopol-Gleichung").Auch aus dem Gebiet der konformen und topologischen Quantenfeldtheorie her-aus stammen von Witten wesentliche Impulse zur Entwicklung der Mathematik,speziell auch im Bereich der algebraischen Geometrie. Es sei hier nur an die Witten-schen Vermutungen zur Schnittheorie auf dem Modulraum der punktierten algebrai-schen Kurven erinnert. Diese Vermutungen wurden dann von Kontsevich mathema-tisch bewiesen. Weitere wichtige Beziehungen zwischen der modernen theoretischenPhysik und der algebraischen Geometrie bestehen. Da ist zum einen die Beziehungder konformen Bl�ocke in der konformen Quantenfeldtheorie zur Darstellungstheo-rie a�ner Kac-Moody-Algebren und weiter zum Modulraum der Vektorb�undel aufalgebraischen Kurven. Die von den Physikern vermutete "Verlinde-Formel" regteviele hervorragende Mathematiker an, an deren Beweis zu arbeiten. Hier seiennur erw�ahnt Faltings, Beauville, Lazlo, Narasimhan, Ramanan, Tsuchya, Ueno undYamada, ... Auf diesem Gebiet wurde auf mathematischer Seite ein relativ zufrie-denstellender Zustand erreicht. Dies will sagen, die Formel ist bewiesen f�ur diewichtigsten Gruppen.Von einen solchen Zustand ist man auf dem n�achsten Gebiet noch sehr ent-fernt. Auf der physikalischen Seite handelt es sich um die Spiegelsymmetrie(\mirror symmetry"). Wiederum wegen der erwarteten Gleichwertigkeit zweierphysikalischer Theorien (konkreter zweier \Kompakti�zierungen" der Stringtheorie)



1. Einleitung 3erh�alt man die Symmetrie zweier algebraisch-geometrischer Objekte auf Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten der (komplexen) Dimension drei. Verbl�u�end ist, da� von denPhysikern ennumerative Gr�o�en angegeben wurden, etwa die Zahl rationaler Kurvenvom festen Grad auf der Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit, von denen die Mathemati-ker bis dahin keine zugrundeliegende Struktur erahnten, bzw. noch nicht einmaldiese Zahlenwerte kannten. Trotz vielf�altiger Anstrengungen ist man bei weitemnoch nicht zu einer zufriedenstellenden mathematischen Erkl�arung des Sachverhaltsgelangt.In der vorliegenden Schrift sollen die bescheidenen mathematischen Ergebnisse,die der Autor auf diesem Gebiet der algebraisch-geometrischen Methoden erarbei-tet hat, die von Relevanz in der theoretischen Physik sein k�onnten, dargestelltund weiterentwickelt werden. Einige dieser Ergebnisse wurden in Zusammenar-beit mit anderen Mathematikern und Physikern entwickelt. Was sind die Berei-che, die hier zur Sprache kommen? Dies ist zum einen der Bereich der Berezin-Toeplitz-Quantisierung kompakter K�ahler-Mannigfaltigkeiten, zum anderen der Be-reich des globalen Zugangs zur konformen Feldtheorie auf kompakten RiemannschenFl�achen h�oheren Geschlechts unter Benutzung der Objekte vom Krichever-Novikov-Typ. Bei den Krichever-Novikov-Algebren (und deren Verallgemeinerungen) handeltes sich um geometrisch induzierte unendlichdimensionale Lie-Algebren, welche dieVirasoro-Algebra bzw. die a�nen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren) verallgemei-nern. Dementsprechend ist die Schrift auch zweigeteilt. Der erste Teil (Abschnitt 2bis 8) besch�aftigt sich mit der Berezin-Toeplitz-Quantisierung, der zweite Teil (Ab-schnitt 9 bis 14) mit der Krichever-Novikov-Theorie. Auch wenn man nun zuerst ver-muten k�onnte, da� diese beiden Bereiche nichts miteinander zu tun haben, ist demnicht so. So weist man etwa bei der Quantisierung der Chern-Simons-Theorie jederRiemannschen Fl�ache in funktorieller Weise einen endlichdimensionalen Vektorraumzu. Eine M�oglichkeit einen solchen zu �nden besteht darin, den kompakti�ziertenModulraum der stabilen Vektorb�undel festen Rangs und festen Grads zu einer festenStrukturgruppe �uber der Riemannschen Fl�ache zu betrachten. Dieser Modulraumist eine Variet�at mit sehr milden Singularit�aten. Er besitzt ein eindeutig bestimmtesamples Geradenb�undel minimalen Grads. F�uhrt man die Quantisierung dieses Mo-dulraums durch, so erh�alt man zu jedem Level k (entspricht der k-ten Tensorpotenzdes amplen B�undels) als endlichdimensionalen Vektorraum den Raum der holomor-phen Schnitte in diese Tensorpotenz. F�ur diese Vektorr�aume hat sich der Namen\Verlinde-R�aume" eingeb�urgert. Die ber�uhmte Verlinde-Formel macht Aussagen



4 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer Methoden�uber die Dimension dieser R�aume in Abh�angigkeit vom Rang, der Strukturgruppeder B�undel und dem Geschlecht der Riemannschen Fl�ache. Leider ist es bis jetztnoch nicht gelungen, darauf aufbauend, eine vollst�andige Theorie zu entwickeln. Esist zu erwarten, da� auf diesem Feld noch faszinierende Entwicklungen bevorstehen.Als eine weitere Verbindung sei erw�ahnt, da� die auftretenden Lie-Algebren selbstoft dynamische Systeme bilden, bzw. zu deren Beschreibung eingesetzt werden.Nun zu einer kurzen Beschreibung dessen, was in den einzelnen Abschnitten ge-macht wird. Im ersten Teil der Arbeit wird die Berezin-Toeplitz-Quantisierungkompakter K�ahler-Mannigfaltigkeiten behandelt. Ich habe allerdings versucht, eineho�entlich auch f�ur den Nichtexperten lesbare Einf�uhrung in eine der wichtigenProblemstellungen der Quantenmechanik zu geben, n�amlich in das Problem: Wieerh�alt man aus kommutativen Objekten nichtkommutative. Um dies zu pr�azisieren:Gegeben sei eine Phasenmannigfaltigkeit. Die kommutativen Objekte sind die Ele-mente der kommutativen Algebra der Funktionen auf der Phasenmannigfaltigkeit.Dies sind die klassischen Observablen. Man versuche nun, diesen Funktionen, bzw.sogar der ganzen Algebra, nichtkommutative Objekte (Operatoren, Algebren, ...)zuzuordnen. Was man unter dem Begri� \nat�urlich" zu verstehen hat, ist nicht klarfestgelegt. Eine geometrische Methode w�urde ich jedoch als nat�urlicher betrachtenals ein rein formales �Aquivalenzprinzip. Hier�uber m�ogen die Ansichten auseinandergehen.In Abschnitt 2 werden die relevanten Begri�e aus der klassischen Mechanik be-reitgestellt. Zentral ist der Begri� der symplektischen Mannigfaltigkeit (die \Pha-senmannigfaltigkeit") mit ihrer symplektischen Form und der dadurch de�niertenPoisson-Algebrastruktur auf den (beliebig oft) di�erenzierbaren Funktionen derMannigfaltigkeit. Einige der Aspekte des �Ubergangs zur Quantenmechanik wer-den dargestellt. Insbesondere wird de�niert, was man unter einer vollst�andigenQuantisierung versteht. U.a. soll hierbei die Poisson-Klammer zweier Funktionenin den Kommutator der zugeordneten Operatoren �ubergehen. Die gesamte Quan-tenmechanik h�angt von einem Parameter ~, der Planckschen Konstante, ab. Dieklassische Mechanik soll sich als ~ ! 0 -Grenzwert aus der Quantenmechanik er-geben. Das Groenewold-van Hove-Theorem besagt allerdings, da� eine vollst�andigeQuantisierung nicht m�oglich ist.



1. Einleitung 5In Abschnitt 3 wird die Deformationsquantisierung, bzw. die Quantisierung durchSternprodukte behandelt. Hierbei betrachtet man nichtkommutative Deformationender Funktionenalgebra durch formale Potenzreihen in der Variablen ~ mit Koe�zi-enten aus den di�erenzierbaren Funktionen. In den Termen nullter Ordnung soll sichdie Funktionenalgebra wieder�nden, in den Termen linearer Ordnung die Poisson-Algebra. Dies bedeutet, die Poisson-Klammer zweier Funktionen geht, bis auf Termeh�oherer Ordnung in ~, in den Sternkommutator �uber. In diesem Abschnitt wirddie De�nition der Sternprodukte gegeben. Es werden Beispiele (Moyal-Produkt,Wick-Produkt) behandelt und die Verbindung zur Kohomolgie, bzw. Homologieder zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten aufgezeigt. Nach einem Theorem vonde Wilde-Lecomte, Fedosov, Omori-Maeda-Yoshida, ... besitzt jede symplektischeMannigfaltigkeit ein Sternprodukt. Es wird sich sp�ater zeigen, wie man mit Hilfe derBerezin-Toeplitz-Quantisierung f�ur kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten ein Stern-produkt erh�alt.Vorerst werden aber die Grundde�nitionen der geometrischen Quantisierung inAbschnitt 4 dargestellt. Bei der geometrischen Quantisierung wird die Funktion frepr�asentiert durch einen Operator (eine modi�zierte kovariante Ableitung in Rich-tung des Hamiltonschen Vektorfelds zu f) auf den di�erenzierbaren Schnitten einesGeradenb�undels L, dem Quantenb�undel. Diese Operatoren hei�en Pr�aquantenope-ratoren. Im folgenden werden nur symplektische Mannigfaltigkeiten behandelt, diekomplexe K�ahler-Mannigfaltigkeiten sind und f�ur die die symplektischen Formendurch die K�ahler-Formen gegeben sind. Es zeigt sich, da� zur Durchf�uhrung diesesProgramms die Pr�aquantenbedingung erf�ullt sein mu�. Diese gibt einen Zusam-menhang zwischen der Kr�ummung des Quantenb�undels L und der K�ahler-Form.Ist die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit M kompakt, so folgt daraus, da� dasQuantenb�undel ampel ist. Dies bedeutet, die K�ahler-Mannigfaltigkeit kann via derSchnitte einer geeigneten Tensorpotenz von L in einen projektiven Raum komplex-isomorph eingebettet werden. M ist also eine projektive Mannigfaltigkeit. Wirsind somit im Bereich der algebraischen Geometrie angelangt. Im folgenden wer-den wir nur noch kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten betrachten. Diese tretenetwa auf, wenn Systeme mit \constraints" behandelt werden. Dar�uberhinaus istder reduzierte Phasenraum oft kompakt, wenn man Systeme mit der Aktion ei-ner Symmetriegruppe betrachtet. Eine weitere, sehr aktuelle Rolle spielen diesekompakten Mannigfaltigkeiten auch im Zusammenhang mit der Quantisierung vonChern-Simons-Theorien. Dies wurde bereits weiter oben angesprochen.



6 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer MethodenDie Pr�aquantenoperatoren operieren auf Feldern, welche von \zu vielen" Va-riablen abh�angen. Um die \richtigen" Quantenoperatoren zu erhalten, mu� manpolarisierte Schnitte betrachten. Im K�ahler-Fall gibt es eine nat�urliche Polarisie-rung, man betrachtet nur die holomorphen Schnitte. Den Quantenoperator erh�altman, indem man den Pr�aquantenoperator auf die holomorphen Schnitte anwendetund das Ergebnis auf den Unterraum der globalen holomorphen Schnitte zur�uckpro-jiziert. Haben die Pr�aquantenoperatoren noch Poisson-Klammern in Kommutatoren�uberf�uhrt, so gilt dies f�ur die Quantenoperatoren nicht mehr.Bisher wurden im wesentlichen bekannte Tatsachen zusammengetragen, bzw. ei-nige Resultate gezeigt, welche f�ur die sp�ateren Abschnitte von Bedeutung sind.In Abschnitt 5 wird die Berezin-Toeplitz-Quantisierung eingef�uhrt. Dieser Quan-tisierungsoperator ist einfacher als der Operator der geometrischen Quantisierung.Der holomorphe Schnitt wird direkt mit der zu quantisierenden Funktion f mul-tipliziert. Der dadurch erhaltene di�erenzierbare Schnitt wird auf den Unterraumder holomorphen Schnitte zur�uckprojiziert. Diesen Operator nennt man Toeplitz-Operator zur Funktion f . Die nun folgenden Ergebnisse im Zusammenhang mitder Berezin-Toeplitz-Quantisierung sind Ergebnisse, die der Autor zusammen mitMartin Bordemann und Eckhard Meinrenken erzielt hat, bzw. darauf aufbauendeWeiterentwicklungen. Von Tuynman stammt ein erstaunliches Resulat, welches f�urkompakte Mannigfaltigkeiten den Operator der geometrischen Quantisierung durchden Toeplitz-Operator ausdr�uckt. In Abschnitt 5 �ndet sich ein koordinatenun-abh�angiger Beweis (Prop. 5.4). Es gibt noch einen weiteren Zugang zur Quantisie-rung, der ebenfalls von Berezin stammt. Dies ist der Zugang �uber die koh�arentenBerezin-Zust�ande, bzw. seine kovarianten und kontravarianten Symbole. In Ab-schnitt 5(d) wird der Zusammenhang dieser Symbole mit den Toeplitz-Operatorenbehandelt. Als Ergebnis ergibt sich etwa, da� das kontravariante Symbol desToeplitz-Operators zur Funktion f die Funktion f selbst ist (Prop. 5.9) und da�die kovariante Symbolabbildung und die Toeplitzabbildung zueinander adjungiertsind (Prop. 5.10).Da die hier auftretenden R�aume der holomorphen Schnitte wegen der Kompakt-heit der zugrundegeliegenden Mannigfaltigkeit endlichdimensional sind, kann mannicht erwarten, die klassische Situation wiederzu�nden. Hierzu mu� man, ausge-hend von dem Quantenb�undel L, die Konstruktion f�ur alle Tensorpotenzen L
mdurchf�uhren. Die Erwartung ist, da� f�ur m ! 1, d.h. ~ := 1=m ! 0 die klassi-



1. Einleitung 7sche Situation zur�uckerhalten wird. In der Tat sind dies die zentralen Aussagen desAbschnitts 6. Theorem 6.1 und Theorem 6.2 besagenlimm!1 jjT (m)f jj = jjf jj1 ; (1-1)limm!1 jjm i [T (m)f ; T (m)g ]� T (m)ff;ggjj = 0 : (1-2)Es sei hierbei T (m)f der Toeplitz-Operator zur Funktion f in Bezug auf das B�undelL
m. Aufgrund der Tuynman-Beziehung gelten entsprechende Aussagen auch f�urdie geometrische Quantisierung. Zum Beweis der Theoreme wird die EinbettungvonM in den projektiven Raum PN benutzt. Genauer benutzen wir die Einbettungdes Totalraums des dualen B�undels zu L (L sei als sehr ampel angenommen) in denTotalraum des tautologischen B�undels von PN . Das Kreislinienb�undel berandet dasDiskb�undel. Die vorgebenen Daten de�nieren eine Toeplitz-Struktur im Sinne vonBoutet de Monvel und Guillemin. Die Operatoren T (m)f k�onnen als Moden eines\globalen Toeplitz-Operators" beschrieben werden. Der von Boutet de Monvel undGuillemin entwickelte Symbolkalk�ul liefert das Ergebnis (1-2). Die Aussage (1-1)wird mit anderen Methoden (Fourier-Integraloperatoren, Hermite-Distributionen)bewiesen. Der allgemeine Beweis hierf�ur wird in Abschnitt 6 skizziert. F�ur den Fall,da�M durch die Einbettung eine projektive K�ahler-Untermannigfaltigkeit wird, d.h.da� die K�ahler-Form mit der eingeschr�ankten Fubini-Study-Form �ubereinstimmt,wird in diesem Abschnitt (1-1) mit Hilfe von Calabis \diastatic function" gezeigt.In Abschnitt 7 wird durch Verfeinerung der Symbolrechnung aus Abschnitt 6ein (formales) Sternprodukt f�ur kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten mit Hilfe derBerezin-Toeplitz-Quantisierung konstruiert (Theorem 7.1).In Abschnitt 8 wird das vom Autor zusammen mit Martin Bordemann, JensHoppe und Peter Schaller [A] entwickelte Konzept der L�-Approximation darge-stellt. Der Ausgangspunkt hierf�ur war, da� die in der Theorie der Membranen wich-tigen unendlichdimensionalen Lie-Algebren durch eine Folge von endlichdimensiona-len Matrizenalgebren (etwa gl(n); n!1)) angen�ahert werden k�onnen. Typischer-weise hat man allerdings nur lineare Abbildungen und keine Lie-Homomorphismen.\Approximativ", d.h. f�ur n ! 1, \werden" es solche. Das Konzept der L�-Approximation macht dies pr�aziser. Der Begri� des (gl(n); n ! 1)-Quasilimeswird eingef�uhrt. In [A] wurde vermutet, da� durch die geometrische Quanti-sierung die Poisson-Algebra einer kompakten K�ahler-Mannigfaltigkeit immer ein



8 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer Methoden(gl(k(n)); n ! 1)-Quasilimes ist. Es ist k(n) eine �uber den Satz von Riemann-Roch angebbare Funktion, die von der Mannigfaltigkeit abh�angt. In diesem Ab-schnitt wird mit den Resultaten aus Abschnitt 6 gezeigt, da� sowohl die geometrischeQuantisierung als auch die Berezin-Toeplitz-Quantisierung einen solchen Quasilimesde�niert. In Abschnitt 8 werden aber auch noch einige weitere Beispiele solcher Ap-proximationen behandelt. Es handelt sich hierbei um die Quantentorusalgebra unddie Sph�arenalgebra. Desweiteren werden die divergenzfreien Vektorfelder auf derK�ahler-Mannigfaltigkeit in Bezug zur Poisson-Algebra gebracht. Zum Abschlu� seierw�ahnt, da� solche Approximationen auch in der Theorie der integrablen Systemeund der Hydrodynamik idealer Fl�ussigkeiten von Bedeutung sind.War der erste Teil etwas allgemeiner angelegt, so pr�asentiere ich im zweiten Teilspeziellere Resultate. Die Virasoro-Algebra und ihre Darstellungen sind in der kon-formen Feldtheorie von fundamentaler Bedeutung. Sie tritt dort in verschiedenenInterpretationen auf. Sie ist die universelle zentrale Erweiterung der Witt-Algebra,die aus den Vektorfeldern auf der S1 besteht, die eine endliche Fourier-Darstellunghaben. Diese Algebra kann nach der Komplexi�erung aufgefa�t werden als die Al-gebra der meromorphen Vektorfelder auf der Riemannschen Zahlenkugel (d.h. derRiemannschen Fl�ache vom Geschlecht Null), die holomorph au�erhalb der Punkte0 und 1 sind.1 Geht man �uber zu Riemannschen Fl�achen h�oheren Geschlechts, sohat man zwei M�oglichkeiten. Entweder man betrachtet an jedem Punkt eine lo-kale Theorie, die durch die Virasoro-Algebra beschrieben wird, oder man versucht,eine globale Beschreibung der Feldtheorie mit Hilfe der entsprechend verallgemei-nerten Algebren zu erhalten. Der zweite Zugang stammt von Krichever und Novikov[146],[147],[148]. Der erste Schritt hierbei ist sehr einfach. Man nehme die meromor-phen Vektorfelder auf der Riemannschen Fl�ache, die holomorph au�erhalb zweierfestgew�ahlter Punkte sind. Entscheidend ist die Einf�uhrung einer Graduierung imzweiten Schritt. Die von der Physik ben�otigten Darstellungen, die H�ochstgewichts-darstellungen, machen erst Sinn, wenn man f�ur die Algebren eine graduierte Strukurhat; f�ur die Witt- bzw. Virasoro-Algebra hat man eine solche (siehe Abschnitt 9 f�urdie Details). Krichever und Novikov machten die Beobachtung, da� man mit einemschw�acheren Konzept, der Beinahe-Graduierung, auskommt. Durch Angabe einerspeziellen Basis f�uhrten sie solch eine Beinahe-Graduierung ein. Vom Autor wurden1Es gibt noch weitere Interpretationen, siehe etwa [180].



1. Einleitung 9in seiner Dissertation im Jahre 1990 die entsprechenden Mehrpunktverallgemeine-rungen (insbesondere auch die zugeh�orige Beinahe-Graduierung) entwickelt.Im 2. Teil dieser Schrift sollen Weiterentwicklungen hiervon vorgestellt werden.Die Resultate der Dissertation werden, soweit sie zur Darstellung des Gesamtbildsnotwendig sind, kurz referiert.In Abschnitt 9 werden die grundlegenden geometrischen De�nitionen gegeben.Gegeben ist eine kompakte Riemannsche Fl�ache festen Geschlechts. Die Menge derm�oglichen Polstellen A wird in zwei nichtleere, disjunkte Teilmengen, die Menge derEintrittspunkte I und die Menge der Austrittspunkte O, zerlegt. Man betrachtetmeromorphe Vektorfelder oder, allgemeiner, meromorphe Schnitte in eine �-facheTensorpotenz des kanonischen B�undels (Formen vom Gewicht �), die holomorphau�erhalb A sind. Die Zerlegung A = O [ I wird benutzt, um eine Beinahe-Graduierung einzuf�uhren. Eine wesentlich verschiedene Zerlegung von A ergibtauch eine wesentlich verschiedene Graduierung auf dem Raum der Formen vomGewicht �. Es werden die relevanten Algebren, die Vektorfeldalgebra, die Algebrader Funktionen, die Algebra der Di�erentialoperatoren und deren Aktion auf denFormen eingef�uhrt.In Abschnitt 10 werden zentrale Erweiterungen dieser Algebren mit Hilfe geome-trischer Kozykel konstruiert, die durch Integration entsprechender Di�erentialfor-men gewonnen werden. Will man die Beinahe-Graduierung auf die zentralerweiter-ten Algebren fortsetzen, so mu� der Kozykel \lokal" sein. Ist der Integrationswegeine \Niveaulinie" (insbesondere trennt diese die Punkte aus I von denen aus O), soist der Kozykel lokal. Desweiteren werden in diesem Abschnitt die Verallgemeine-rungen der a�nen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren vom ungetwisteten a�nenTyp) auf h�oheres Geschlecht und mehrere Punkte gegeben.In Abschnitt 11 wird die Sugawara-Konstruktion f�ur diese a�nen Mehrpunkt-algebren behandelt. In der klassischen Situation erh�alt man, ausgehend von einerzul�assigen Darstellung der a�nen Algebra, durch die Sugawara-Konstruktion eineDarstellung der Virasoro-Algebra. In diesem Abschnitt wird diese Konstruktiongeometrisiert und dann verallgemeinert auf h�oheres Geschlecht und mehrere Punkte.Auch hier liefert die Sugawara-Konstruktion eine Darstellung der zentralerweitertenVektorfeldalgebra (Theorem 11.7 und 11.17).



10 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer MethodenIn Abschnitt 12 werden weitere Resultate einer gemeinsamen Arbeit des Au-tors zusammen mit Oleg K. Sheinman [K] dargestellt und weiterentwickelt. Zuerstwerden H�ochstgewichtsmodule f�ur die zentralerweiterten Funktionen-, Vektorfeld-,Di�erentialoperator-, bzw. a�nen Algebren in Verallgemeinerung der klassischenSituation de�niert. Es wird gezeigt, da� man, ausgehend von den H�ochstgewichts-darstellungen der a�nen Mehrpunktalgebra, durch die Sugawara-Konstruktion eineH�ochstgewichtsdarstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erh�alt. F�ur diezentrale Ladung ergibt sich die auch im klassischen bekannte Beziehungc bL = dim g � cc+ k :Hierbei ist g die endlichdimensionale einfache oder abelsche Lie-Algebra, von derausgehend man die a�ne Algebra konstruiert, k die duale Coxeter-Zahl von g,bzw. k = 0 im abelschen Fall, c die zentrale Ladung der Darstellung der a�nenAlgebra und c bL die zentrale Ladung der durch die Sugawara-Konstruktion gege-benen Darstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra. Um eine Beziehungzwischen den Gewichten der Darstellung zu erhalten, mu� man das von Sheinmaneingef�uhrte Totalgewicht betrachten. F�ur Darstellungen vom Sheinman-Typ erh�altman im 2-Punktfall eine Beziehung der Gewichte (Theorem 12.14). F�ur die H�ochst-gewichtsdarstellungen der mit einem Vektorfeld erweiterten a�nen Algebren werdenCasimir-Operatoren konstruiert. Es wird eine Formel f�ur den Eigenwert des Casimir-Operators gegeben, falls dieser �uberhaupt einen besitzt.Eine weitere Methode, Darstellungen der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra zuerhalten, ist die Methode der semi-in�niten Wedgeprodukte, die man ausgehendvon den Formen eines festen Gewichts � konstruiert. Diese wird in Abschnitt 13dargestellt. Die Wedgeproduktdarstellung zerf�allt in H�ochstgewichtsdarstellungenim Sinne des vorherigen Abschnitts. Die zentrale Ladung dieser Darstellung betr�agt�2(6�2 � 6�+ 1) :Es tritt also wieder der ber�uhmte Ausdruck aus Mumfords Formel auf. Als inter-essantes Nebenresultat (Theorem 13.4) erh�alt man eine konkrete Realisierung einerzentralen Erweiterung der Di�erentialoperatoralgebra (beliebiger Ordnung!). DieExistenz einer solchen Erweiterung ist zwar bekannt, der Beweis hierzu ist abernicht trival. Auf dem Raum der Wedgeprodukte werden b� c -Systeme konstruiert(diese bilden eine Cli�ord-Algebra). Es wird gezeigt, da� man die Darstellung einer



1. Einleitung 11zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erh�alt, wenn man den zugeordneten Energie-Impuls-Tensor in seine \Moden" zerlegt. Speziell f�ur b � c -Systeme vom Gewicht(2;�1) erh�alt man als zentrale Ladung dieser Darstellung �26. Dies ist ein weitererPunkt, an dem sich 26 als Dimension der Raumzeit der bosonischen Stringtheorieergibt.Im letzten Abschnitt 14 wird als Beispiel einer Degeneration der Fall des Torus(also Geschlecht Eins) mit 2 und 3 Punkten als m�ogliche Polstellen behandelt. F�urgewisse nat�urliche Punktewahlen wird die Degeneration des Torus (d.h. der ellip-tischen Kurve) in die beiden singul�aren kubischen Kurven, die Knotenkurve unddie Spitzenkurve, untersucht. Die Entartung der Vektorfeldalgebra zu den entspre-chenden Algebren auf der Desingularisierung beider Kurven, dem P1, wird studiert.Insbesondere wird auch gezeigt, wie aus einer 2-Punktsituation durch Entartungder Kurven eine 3-Punktsituation auf einer Kurve vom Geschlecht Null entsteht.Diese Entartungstechniken sind von Bedeutung in der konformen Feldtheorie. VieleAussagen bei h�oherem Geschlecht werden dort �uber \Faktorisierungspostulate" aufdie entsprechenden Resultate auf Riemannschen Fl�achen niedrigeren Geschlechtszur�uckgef�uhrt. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet, entsprechen dieseFaktorisierungspostulate einer Deformation in den Rand des Modulraums der Rie-mannschen Fl�achen festen Geschlechts (eventuell mit Zusatzstrukturen). Diese Bei-spiele zeigen, da� das Studium der Mehrpunktsituation auch dann notwendig ist,wenn man von einer 2-Punktsituation ausgeht.Da ich die durch die Zweiteilung der Arbeit etwas heterogene Leserschaft(bez�uglich deren Arbeitsfelder) im Auge habe, erscheint es mir notwendig, ge-wisse in ihrem Feld wohlbekannte Grundkonzepte zu erl�autern. Ich ho�e, damit aucheine f�ur den Nichtexperten lesbare Einf�uhrung in die Berezin-Toeplitz-Quantisierungund in die Verwendung der globalen Krichever-Novikov-Objekte (einschlie�lich ihrerMehrpunktverallgemeinerungen) in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie zugeben.



12 Zwei Anwendungen algebraisch-geometrischer MethodenEinige Bemerkungen zur Notation.Das Literaturverzeichnis ist zweigeteilt. Die Referenzen, die mit den Buchstabendes Alphabets bezeichnet werden, sind eigene Arbeiten, bzw. Arbeiten, die zusam-men mit anderen Autoren geschrieben wurden. Die mit Nummern bezeichneten sinddie weiteren Referenzen.Verwendet wird die �ubliche mathematische Symbolik, die weitestgehend Standardist. Wenn hier von Riemannschen Fl�achen gesprochen wird, so sind, falls nichts an-deres gesagt wird, immer kompakte gemeint. Insbesondere handelt es sich auchum nichtsingul�are Kurven �uber den komplexen Zahlen C . Je nach Bedarf werdeich zwischen den beiden Begri�en wechseln. Es sei immer der Grundk�orper C vor-ausgesetzt. In der Tat ist es m�oglich, viele Resultate im zweiten Teil �uber einembeliebigen, algebraisch abgeschlossenen K�orper (mit Charakteristik 0 oder geeignethoher Charakteristik) zu entwickeln. Dies soll aber hier, aus Gr�unden der Darstel-lung, nicht erfolgen. Unter \di�erenzierbar" sei immer beliebig oft di�erenzierbarverstanden.DanksagungDanken m�ochte ich allen, mit denen ich in den vergangenen Jahren mathema-tisch zusammengearbeitet habe, vor allem Martin Bordemann, Jens Hoppe, Eck-hard Meinrenken und Oleg K. Sheinman f�ur fruchtbare mathematische Kontakte.Danken m�ochte ich dem Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach und derVolkswagen-Stiftung f�ur die teilweise Unterst�utzung im Rahmen des \Research inPairs" Programms und nicht zuletzt auch meiner Frau Ilse und meinem Sohn Jo-hannes f�ur das Verst�andnis daf�ur, da� in der Endphase der Erstellung dieser Schriftgemeinsame Familienaktivit�aten etwas kurz kamen.



2. Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik 13
Teil I: Quantisierung

2. Von der klassischen Mechanik zur QuantenmechanikIn diesem Abschnitt soll lediglich gezeigt werden, da� es interessant ist, nichtkom-mutative Deformationen von Funktionenalgebren zu untersuchen. Ich m�ochte hiernicht den Versuch unternehmen die mathematischen Grundlagen der Quantisierungzu beschreiben.Der mathematische Rahmen der klassischen Mechanik ist der Phasenraum, bzw.allgemeiner die Phasenmannigfaltigkeit. Die Variablen im Phasenraum (bzw. dielokalen Variablen auf der Phasenmannigfaltigkeit) sind die Orts- und Impulsvaria-blen. Die physikalischen Observablen sind Funktionen (C1-Funktionen, analytischeFunktionen, etc.) auf der Phasenmannigfaltigkeit M . Um Dynamiken zu konstru-ieren, ist die Vorgabe einer symplektischen Form ! (d.h. einer nichtausgearteten,geschlossenen 2-Di�erentialform) notwendig. Das Paar (M;!) hei�t symplekti-sche Mannigfaltigkeit. Das Standardbeispiel des Phasenraums ist das Kotangential-b�undel T �Rn , das mit Rn�Rn identi�ziert werden kann. Hierbei ist das Paar(q; p) 2 Rn�Rn gegeben durch die freien Ortsvariablen q = (q1; q2; : : : ; qn) unddie zugeh�origen Impulsvariablen p = (p1; p2; : : : ; pn). Die symplektische Form istde�niert als1 ! := nXi=1 dqi ^ dpi : (2-1)Ist f 2 C1(M) eine Funktion so kann aufgrund der Nichtausgeartetheit der Form! das zugeh�orige Hamiltonsche Vektorfeld Xf durchiXf! = !(Xf ; :) = df(:) (2-2)eindeutig bestimmt werden. Sind f; g 2 C1(M), so wird durchff; gg := !(Xf ; Xg) (2-3)1In den Konventionen (Vorzeichengebung, etc.) orientiere ich mich weitestgehend an Ahbraham-Marsden [1]. Hier �nden sich auch die Beweise f�ur die folgenden Tatsachen.



14 Quantisierungeine weitere Funktion auf M bestimmt. Durch die Verkn�upfung (2-3) erh�alt diekommutative Funktionenalgebra C1(M) noch eine weitere algebraische Struktur,die Struktur einer Poisson-Algebra. Dies bedeutet(1) (C1(M); �) ist eine assoziative, kommutative Algebra,(2) (C1(M); f: ; :g) ist eine Lie-Algebra,(3) es gilt die Kompatibilit�atsbeziehung (die Leibniz-Regel):8f; g; h 2 C1(M) : ff � g; hg = f � fg; hg+ ff; hg � g : (2-4)Die zus�atzliche Lie-Struktur nennt man Poisson-Klammer. Diese Algebra sei mit(P(M); !), bzw. wenn klar ist welches ! zugrundegelegt ist, mit P(M), oder aucheinfach mit C1(M) bezeichnet. In der Tat ist es m�oglich2 eine sinnvolle Theo-rie zu betreiben, ohne da� eine nichtausgeartete symplektische Form existiert. Indiesem Fall stellt man die Poisson-Algebrenstruktur in den Vordergrund und re-det von Poisson-Mannigfaltigkeiten. Hier gehe ich aber in Richtung der K�ahler-Mannigfaltigkeiten. Diese besitzen immer eine symplektische Form.3F�ur den Fall Rn�Rn und ! aus (2-1) ist die Poisson-Klammer gegeben durchff; gg = nXi=1 � @f@qi @g@pi � @f@pi @g@qi� : (2-5)Es sei noch erw�ahnt, da� f�ur jede symplektische Mannigfaltigkeit lokale Koordinatengefunden werden k�onnen, in denen ! lokal die Form (2-1) und die Poisson-Klammerlokal die Form (2-5) besitzt. Diese Koordinaten hei�en kanonische Koordinaten.Eine Hamiltonsche Dynamik ist durch Vorgabe einer festen Funktion, derHamilton-Funktion H 2 P(M) gegeben. Diese Funktion ergibt ein festes Hamil-tonsches Vektorfeld XH und induziert somit einen zugeordneten HamiltonschenFlu� auf der Mannigfaltigkeit M . Sei m 2 M ein fester Punkt und I ein o�enesInterall in R mit 0 2 I. Die Integralkurve c : I ! M mit der Anfangsbedingungc(0) = m ist gegeben als L�osung der Di�erentialgleichungc0(t) = XH(c(t)); t 2 I; c(0) = m : (2-6)2Dies ist notwendig f�ur den Fall von Lie-Gruppen wenn man eine mit der Gruppenmultiplikationvertr�agliche Poisson-Klammer haben m�ochte.3Zur Quantisierung von allgemeinen Poisson-Algebren, siehe etwa den �Ubersichtsartikel [121]



2. Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik 15Dies sind die klassischen Bewegungsgleichungen. Ausgehend vom Punkt m (d.h. beigegebenen Anfangswerten f�ur Ort und Impuls) zur Zeit t = 0, nimmt das Systemden Zustand c(t) zum Zeitpunkt t ein. Auf der Ebene der Poisson-Algebra k�onnendie Bewegungsgleichungen beschrieben werden (f�ur alle f 2 P(M)) durchddtf(c(t)) = ff;Hg(c(t)) : (2-7)In kanonischen Koordinaten berechnet sich das Hamiltonsche Vektorfeld zuXH = �@H@p1 ; : : : ; @H@pn ;�@H@q1 ; : : : ;� @H@qn� (2-8)und die Integralkurve ist gegeben durchdqidt = @H@pi ; dpidt = �@H@qi ; i = 1; : : : ; n : (2-9)Die klassischen Observablen sind Funktionen auf der PhasenmannigfaltigkeitM .Sei etwa M = Rn�Rn der Phasenraum eines Teilchens im freien n-dimensionalenRaum, so ist die i-ten Ortskoordinate qi selbst eine physikalische Observableqi : ((�1; �2; : : : ; �n); (�1; �2; : : : ; �n)) 7! �i :Die Auswertung dieser Funktion am Punkt (a; b) entspricht einer klassischen Mes-sung der i-ten Ortskoordinate des Systems im Zustand (a; b). Dasselbe tri�t auf diei-te Impulskoordinate pi und auf andere Funktionen des Phasenraums zu. So ist diekinetische Energie des Teilchens durch das Auswerten der Funktion 12m < p; p >am Punkt (a; b) 2M gegeben.Der �Ubergang zur Quantenmechanik wird z.B. durch zwei experimentelle Er-gebnisse erzwungen. Zum einen beobachtet man, da� auf atomarem Level bei derMessung bestimmter Gr�o�en kein kontinuierlicher Wertebereich erhalten wird son-dern nur klar de�nierte diskrete Werte. Zum zweiten sieht man, da� Ort und Im-puls eines Teilchens nicht durch ein Experiment gleichzeitig beliebig genau gemessenwerden k�onnen. Dies ist die ber�uhmte Heisenbergsche Unsch�arferelation. Die Phy-siker ben�utzen den folgenden Formalismus um die Situation zu beschreiben. Mannimmt einen geeigneten (komplexen) Hilbert-Raum H und ersetzt die klassischen



16 QuantisierungObservablen f durch selbstadjungierte Operatoren f̂ , die quantenmechanischen Ob-servablen, welche auf H operieren. Der Hilbert-Raum soll der quantenmechanischeZustandsraum des betrachteten Systems sein. Bei der Messung der quantenmecha-nischen Observablen f̂ wird das System in einen Eigenzustand zu f̂ gesetzt, fallses sich noch nicht in einem solchen be�ndet. D.h. bei der Messung von f̂ wirdein Eigenvektor von f̂ angenommen und der zugeh�orige Eigenwert ergibt sich alsMesswert. Durch die Selbstadjungiertheit ist dieser reell. Welcher Eigenzustand an-genommen wird, ist nicht a priori festgelegt. Durch die Dynamik des Systems wirdeine Wahrscheinlichkeitsverteilung vorgegeben, welche das Annehmen der jeweili-gen Eigenzust�ande kontrolliert. Dies erkl�art, da� es Observable gibt (bei geeignetenVoraussetzungen), die nur einen diskreten Wertevorrat haben. In dieser Weise wer-den beim freien Teilchen die Ortsvariablen qi durch die Ortsoperatoren q̂i und dieImpulsvariablen pi durch die Impulsoperatoren p̂i ersetzt.Die Heisenbergsche Unsch�arferelation besagt, da� q̂i und p̂i (f�ur festes i) nichtgleichzeitig genau gemessen werden k�onnen. Dies bedeutet aber, da� diese Operato-ren nicht dieselben Vektoren ausH als Eigenvektoren haben k�onnen. So wird bei derMessung von q̂i bei Messung eines festen Werts, das System in einen Eigenzustandvon q̂i gebracht. Nehmen wir an, da� beide Operatoren dieselben Eigenvektorenhaben, so be�ndet sich das System bereits in einem Eigenzustand der p̂i-Messung.Kein Zustandswechsel ist notwendig. Somit erhalten wir zu einem festen q̂i-Wertimmer denselben p̂i-Wert. Dies ist aber im Widerspruch zur Unsch�arferelation,denn nur durch einen statistischen Zustandwechsel \verschmiert" der Me�wert derp̂i-Messung. Wir m�ussen die Annahme fallen lassen. Da jedoch kommutierendeOperatoren dieselben Eigenvektoren haben, kommutieren q̂i und p̂i nicht:q̂i � p̂i 6= p̂i � q̂i :War die Algebra der klassischen Observablen die Funktionenalgebra C1(M), somu� diese durch eine nichtkommutative Algebra ersetzt werden. Oder, in dualerSprechweise, die Phasenmannigfaltigkeit ist durch eine \nichtkommutative Man-nigfaltigkeit" zu ersetzen. Diese Ersetzung ist nicht vollkommen willk�urlich. Dieklassische Mechanik liefert eine hinreichend genaue Beschreibung der Welt im ma-kroskopischen Ma�stab. Erst wenn wir Systeme bei immer kleineren (z.B. atomaren)Ma�st�aben beschreiben, d�urfen wir die Quantene�ekte nicht mehr vernachl�assigen.In diesem Sinne soll die nichtkommutative Algebra der quantenmechanischen Ob-servablen eine \Deformation der klassischen Algebra" sein.



2. Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik 17Um diesen �Ubergang zu erreichen, gibt es mehrere verschiedene Konzepte. Dervon den Physikern am meisten verwendete Zugang (und auch erfolgreichste im Hin-blick auf konkrete Berechnungen) ist die kanonische Quantisierung. Hierzu sucheman geeignete kanonische Ortsvariablen qi und zugeh�orige Impulsvariablen pi. So-dann ersetze man qi und pi durch Operatoren q̂i und p̂i die auf einem (nicht n�aherspezi�zierten) Hilbert-Raum operieren. F�ur die Operatoren postuliert man1̂ = id; [q̂i; q̂j ] = [p̂i; p̂j ] = 0; [q̂i; p̂j ] = i~\fqi; pig = i~ �i;j ; i; j = 1; : : : ; n :(2-10)Die Gr�o�e ~ ist die Planksche Konstante. Sie \gibt" an, ab welchem Ma�stabQuantene�ekte eine Rolle spielen. Insbesondere soll sich das klassische Bild imLimes ~! 0 ergeben. Dieses Forderung hei�t Korrespondenzprinzip. Man beachte,da� fpi; pjg = fqi; qjg = 0 gilt. Die Vorgabe (2-10) erh�alt man somit durch dieformale Vorschrift \gehe �uber zu den Operatoren und ersetze die Poisson-KlammerfA;Bg der klassischen Observablen A und B durch den Kommutator 1i ~ [Â; B̂] derzugeordneten Quantenobservablen". Dies ist die Quantisierungsphilosophie, wie sievon Dirac [64] entwickelt wurde. Mit diesem Rezept erhalten wir f�ur die Dynamikaus (2-7) nun ddtÂ = 1i~ [Â; Ĥ] : (2-11)Nimmt man im Fall M = T �Rn als Hilbert-Raum H = L2(Rn ) und de�niertq̂i(f) = qi � f; p̂i(f) = � i~ @f@qi ; (2-12)so erh�alt man eine konkrete Darstellung der Relationen (2-10). Mehr �uber dieseMethode �ndet man in jedem Physiklehrbuch zur Quantenmechanik, siehe etwa[178].Trotz seiner gro�en Erfolge ist diese Methode mathematisch nicht vollst�andig be-friedigend: Sie �ahnelt mehr einem ad-hoc Rezept, gibt keinen Hinweis auf Nat�urlich-keit, Eindeutigkeit, etc. . Es gibt andere, konzeptionellere, Methoden (zumindestens�nde ich dies) von denen ich im folgenden einige behandeln werden. Leider ist indiesen Theorien das konkrete \Ausrechnen von Werten", das die Physiker nat�urlichbrauchen, meist deutlich komplizierter. Vorher soll noch de�niert werden, was manunter einer vollen Quantisierung f�ur M = T �Rn versteht.



18 QuantisierungDe�nition 2.1. Eine volle Quantisierung ist eine (meist als treu vorausgesetzte)Abbildung Q : P(M) ! Selbstadj. Endom.(H);welche die folgenden Bedingungen erf�ullt:(1) Q ist R-linear.(2) Q(ff; gg) = 1i ~ [Q(f); Q(g)].(3) Q(1) = id.(4) Q(pi) und Q(qi) operieren irreduzibel.Leider sagt das Groenewold-van Hove-Theorem, da� solch eine volle Quantisie-rung nicht existieren kann. Das Theorem von Stone-von Neumann sagt �ubrigens,da� solch eine Darstellung immer �aquivalent zu einer w�are, in der (2-12) gilt. F�urdie Beweise und mehr Hintergrundinformation sei auf [1, p.434�] verwiesen. Sieheauch [101] f�ur eine generelle Behandlung der Obstruktionen.Es gibt mehrere Methoden die theoretischen H�urden zu umgehen.(a) Man l�a�t die Irreduzibilit�at fallen.(b) Man quantisiert nur eine kleine Klasse von Funktionen.(c) Man schw�acht die Bedingung (2) ab, indem man lediglich[Q(f); Q(g)] = i ~Q(ff; gg) bis auf \quadratische Terme in ~" fordert.Die Strategie (c) besagt, da� man nur noch eine approximative Operatordarstellunganstrebt. Hier werden wir es vor allem mit ihr und ihren Varianten zu tun haben.L�ost man sich ganz von den Operatoren und stellt die nichtkommutative Algebrader quantenmechanischen Observablen in den Vordergrund, so gibt es das Konzeptder Deformationsquantisierung oder Sternproduktquantisierung. In dieser Theoriewird eine systematische Deformationstheorie der Poisson-Algebra der FunktionenaufM betrieben. Auch hier hat man eine Abh�angigkeit von einem (meist als formalangenommenen) Parameter ~. Die Terme 0. Ordnung in ~ geben die kommutativeFunktionenalgebra wieder, Terme 1. Ordnung in ~ die Poisson-Klammer. Mehrdar�uber in Abschnitt 3.Bei der geometrischen Quantisierung handelt es sich um eine Operatorquanti-sierung. Im Gegensatz zur kanonischen Quantisierung, bei der man einfach sagt,man ersetze die Funktion f durch den selbstadjungierten Operator f̂ auf einemHilbert-Raum, nimmt man hier ein spezielles komplexes Geradenb�undel �uber der



2. Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik 19Phasenmannigfaltigkeit M und ersetzt die Funktion f , die klassische Observable,in einer geometrischen Art und Weise durch eine modi�zierte kovariante Ablei-tung in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes Xf im Raum der Schnitte desGeradenb�undels. Hierbei ist der �Ubergang sehr stark geometrisch motiviert. DieGeometrie wird \erzeugt" durch die klassische Mechanik, welche zu quantisierenist. Im allgemeinen werden die dabei erhaltenen Darstellungen nicht irreduzibelsein. Durch Wahl einer Polarisierung erh�alt man zwar Irreduzibilit�at, jedoch nureine approximative Operatordarstellung. Details hierzu in Abschnitt 4.Falls man es mit komplexen Phasenmannigfaltigkeiten zu tun hat, kann manauch die, mit der geometrischen Quantisierung verwandte, Berezin-Toeplitz-Quantisierung und die Berezin-Quantisierung mit Hilfe koh�arenter Zust�ande be-trachten. Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung ist das zentrale Thema dieses Teilesder Arbeit. Sie wird im Abschnitt 5 eingef�uhrt. Im wesentlichen verwendet manstatt des Operators der geometrischen Quantisierung den Operator, den man erh�alt,indemman die Schnitte mit der Funktion f multipliziert und anschlie�end auf die ho-lomorphen Schnitte des (nun holomorph zu w�ahlenden) Geradenb�undels projiziert.Bei der Quantisierung durch koh�arente Zust�ande berechnet man mit deren Hilfe zuden Operatoren auf dem Schnittraum die kovarianten Symbole. Diese sind Funk-tionen auf der Phasenmannigfaltigkeit. Diese werden dadurch quantisiert. Mehrdar�uber in Abschnitt 5 (d). In beiden F�allen handelt es sich um eine approximativeOperatorquantisierung.Es gibt noch einen weiteren Zugang der Physiker zur Quantisierung, die Pfadin-tegralmethode von Feynman. Diese Methode pa�t konzeptionell nicht direkt in denhier behandelten Bereich. Grob gesprochen stellt man bei ihr die Erwartungswerteder Observablen in den Vordergrund. Um von einem �xierten Anfangszustand ineinen �xierten Endzustand zu kommen, beschreibt die klassische Dynamik, die durchdas Lagrange-Funktional4 gegeben wird, einen eindeutig bestimmten Weg, den Wegextremaler (minimaler) Energie. In der Quantisierung via Pfadintegral werden alleWege realisiert. Die Wahrscheinlichkeit f�ur einen bestimmten Weg h�angt ab vonder aufzuwendenden Energie. Damit wird der Raum aller Wege mit einem Wahr-scheinlichkeitsma� versehen. Physikalische Observable ordnen nun jedem Weg eine4Das Lagrange-Funktional wird durch die Legendre-Transformation aus der Hamilton-FunktionH erhalten.



20 Quantisierunggewisse Gr�o�e zu. Beobachtet wird der Erwartungswert �uber den ganzen Wegeraum.So konzeptionell interessant (zumindestens f�ur mich) dieser Zugang ist, so leidet ernotorisch daran, da� die oben eingef�uhrten Begri�e Wegeraum, Wahrscheinlichkeits-ma� auf dem Wegeraum, etc. in dieser Allgemeinheit nicht wohlde�niert sind. Ofthandelt es sich hierbei lediglich um (sehr n�utzliche) heuristische Konzepte. Es gibtviele Arbeiten, die sich mit der rigorosen Fundierung dieser Methode besch�aftigen.Leider besitzte ich dar�uber keinen �Uberblick. Hier m�ochte ich lediglich auf dieaktuellen Ergebnisse von Cartier und deWitt-Morette [49] verweisen.



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 21
3. Deformationsquantisierung und SternprodukteSei (M;!) eine symplektische Mannigfaltigkeit und C1(M) = C1(M; C ) diePoisson-Algebra der beliebig oft di�erenzierbaren C -wertigen Funktionen. MitA = C1(M)[[~]] sei der Vektorraum der formalen Potenzreihen in der Variablen ~bezeichnet.De�nition 3.1. A hei�t (formales) Sternprodukt oder Deformationsquantisierungf�ur (M;!) falls gilt:(1) A besitzt eine Multiplikation ?, welche eine assoziative Ringstruktur de�-niert.(2) A ist eine C [[~]]-Algebra, insbesondere ist C [[~]] zentral und es gilt~i ? ~j = ~i+j .(3) A=~A �= C1(M) (als Ring), d.h. f�ur f; g 2 C1(M) giltf ? g mod (~) = f � g : (3-1)(4) F�ur f; g 2 C1(M) gilt1~ (f ? g � g ? f) mod (~) = � i ff; gg : (3-2)Sternprodukte wurden von Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz und Sternheimer1978 eingef�uhrt [9]. F�ur gewisse K�ahler-Mannigfaltigkeiten (beschr�ankte symmetri-sche Gebiete in C n) wurden entsprechende Strukturen bereits im Jahre 1974 vonBerezin in [12] behandelt. Die Bedingungen (3) und (4) entsprechen dem Korres-pondenzprinzip.Schreibt man f ? g = 1Xk=0 ~kCk(f; g) ; mit Ck(f; g) 2 C1(M); (3-3)



22 Quantisierungso sind die Ck 2 HomC (C1(M) 
 C1(M); C1(M)) d.h. bilineare Abbildungen.Die Bedingung (3) aus Def. 3.1 besagtf ? g mod (~) = f � g = C0(f; g) = C0(g; f) (3-4)und die Bedingung (4)1~ (f ? g � g ? f) mod (~) = C1(f; g)� C1(g; f) = � i ff; gg : (3-5)Manchmal fordert man noch, da� die Abbildungen Ck(f; g) weitere Bedingungenerf�ullen. Wie etwa(5) Die 1-Funktion in C1(M) ist auch das Einselement in A. D.h.Ck(1; :) = Ck(:; 1) = 0 f�ur k � 1 : (3-6)(6) Die Ck(:; :) sind Bidi�erentialoperatoren (wobei manchmal noch gefordertwird, da� der Bigrad � (k; k) ist).(7) Es gilt die Parit�atsbedingungCk(f; g) = (�1)kCk(g; f) : (3-7)Im holomorphen Setting, das wir sp�ater betrachten, ist es sinnvoller statt(3-7) die Parit�atsbedingungCk(f; g) = Ck(�g; �f) (3-7')zu betrachten (siehe hierzu auch [29]). In diesem Fall gilt f ? g = �g ? �f .De�nition 3.2. Zwei Sternprodukte A1 und A2 f�ur (M;!) hei�en �aquivalent, fallses einen C [[~]]-Algebrenisomorphismus � zwischen beiden gibt, welcher die Identit�atauf A1=~A1 �= C1(M) �= A2=~A2 induziert.In Bezug auf die Zerlegung nach ~-Potenzen kann � aufgrund der Linearit�at auchbeschrieben werden durch�(f) = 1Xr=0 ~rDr(f); D0(f) = f; f�ur f 2 C1(M) ; (3-8)mit passenden Dr 2 HomC (C1(M); C1(M)), die gewisse Vertauschungsrelationenmit den bilinearen Abbildungen Ck erf�ullen.Der Faktor i in (3-2) ist nicht von Bedeutung. Er kann in die formale Variable~ \aufgenommen" werden. Deshalb �ndet man auch bei manchen Autoren dieFaktoren 1, �1 oder i .



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 23Beispiel 3.3. Weyl-Quantisierung und Moyal-Sternprodukt auf M = T �R = R2(nach [50]). Tats�achlich wurde die Deformationsquantisierung bereits viel fr�uherimplizit studiert. Von Weyl [209] stammt der folgende Vorschlag zur Quantisierung.Ausgehend von der Darstellung der Operatoren q̂ und p̂, wie sie in (2-12) gegebenist, wird f�ur eine geeignete Teilmenge der f 2 C1(M) der zugeordnete Operatorwie folgt konstruiert. Zuerst sei~f(�; �) := 1(2�)2 ZZ f(q; p) exp �� i (�q + �p)�dqdpdie Fourier-Transformierte zu f . Der zugeordnete Operator ist (zumindestens for-mal) de�niert als f̂ = ZZ ~f(�; �) exp � i (�q̂ + �p̂)�d�d� :De�niert man � : f ! �(f) := f̂ , so kann man zeigen, da� � wohlde�niert undinjektiv ist auf dem Raum der Funktionen, welche bei 1 h�ochstens polynomialesWachstum in allen Ableitungen haben. F�ur diese Funktionen ist der Operator f̂ein dicht de�nierter, unbeschr�ankter Operator. Von Moyal [159] wurde die Frageuntersucht, welche Struktur dadurch auf C1(M) induziert wird: �(?) = �(f) ��(g).Ausgehend von der Relation [q̂; p̂] = i~ iderh�alt man mit der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel f�ur A;B 2 h q̂; p̂; id i (alle3-er Produkte verschwinden)exp(A) exp(B) = exp(A+ B + 12[A;B]);nach Multiplikation der Operatoren, welche im Produkt �(f) � �(g) auftreten, eineAbh�angigkeit vom Parameter ~. Sehen wir diesen Parameter als formale Un-bestimmte an, so kann man f ? g de�nieren als die Potenzreihe in ~, die dieVorgabe �(f ? g) = �(f) � �(g) erf�ullt. Moyal berechnete konkret diese Potenz-reihe. Diese l�a�t sich mit folgender n�utzlicher Notation explizit niederschreiben.Sei P (f; g) := ff; gg, so k�onnen wir P als Bidi�erentialoperator vom Bigrad (1; 1)au�assen. Beliebige Potenzen von P sind in folgender Weise de�niert:P 0(f; g) = fg; Pn(f; g) = � @1@q @2@p � @1@p @2@q�n (f; g) : (3-9)



24 QuantisierungHierbei bedeutet @1 (bzw. @2), da� der Ableitungsoperator auf die 1. (bzw. die 2.)Funktion im Argument wirken soll. In expliziter Form ergibt sichPn(f; g) = nXk=0�nk�(�1)n�k @nf@qk@pn�k @ng@qn�k@pk : (3-10)Mit Hilfe diese Notation berechnet Moyalf ? g = exp� i~2 P� (f; g) = 1Xn=0 1n! � i~2 �n Pn(f; g) : (3-11)Man rechnet nun leicht nach, da� dadurch in der Tat ein Sternprodukt de�niertist (mit Vorfaktor + i ). Es erf�ullt die zus�atzlichen Bedingungen (5) bis (7), daPn(g; f) = (�1)nPn(f; g) gilt. Die Moyal-Klammer ist de�niert als der reskalierteKommutator ff; gg? = 1~ (f ? g � g ? f)und berechnet sich zuff; gg? = 2~ sinh� i ~2 P� (f; g) = 2 i~ sin�~2P� (f; g) : (3-12)�Beispiel 3.4. Das Wick-Produkt auf C n . Auf C n ist durch! = i Pni=1 dzi ^ dzi eine symplektische Form gegeben. Die dadurch de�niertePoisson-Klammer berechnet sich als (siehe auch (4-17))ff; gg = i nXi=1 � @f@zi � @g@zi � @f@zi � @f@zi� :Ein Sternprodukt ist gegeben durchf ? g = 1Xr=0 Xjij=r 1r! (�1)r~r @rf@zi1@zi2 : : : @zir � @rg@zi1@zi2 : : : @zir : (3-13)Mit Hilfe des Operators Q = Pni=1 @1@zi @2@zi und den entsprechenden De�nitionenf�ur Qr gilt f ? g = exp(�~Q)(f; g) :



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 25Dieses Sternprodukt erf�ullt die Parit�atsbedingung (3-7'). �Ein Sternprodukt f�ur (M;!) kann als nichtkommutative Deformation der Funk-tionenalgebra aufgefa�t werden. Es kann die Deformationstheorie, wie sie von Ger-stenhaber [92] entwickelt wurde, angewendet werden. Die verlangte Assoziativit�atvon ? erzwingt gewisse kohomologische Bedingungen f�ur die bilinearen AbbildungenCk. Wertet man diese bis zum Grad 1 in ~ aus, so erh�alt man 8a; b; c 2 C1(M)a �C1(b; c)� C1(a � b; c) + C1(a; b � c)� C1(a; b) � c = 0 :Dies besagt gerade, da� C1 ein Hochschild-2-Kozykel f�ur die Algebra C1(M) mitWerten im Bimodul C1(M) ist. Die Hochschild-Kohomologie ist wie folgt de�ni-niert. Sei A eine assoziative Algebra und M ein A-Bimodule, so werden auf denp-Koketten C : Ap !M die Randoperatoren�pC(f0; f1; : : : ; fp) := f0 � C(f1; f2; : : : ; fp)� C(f0 � f1; f2; : : : ; fp) + � � �+ (�1)pC(f0; : : : ; fp�1 � fp) + (�1)p+1C(f0; : : : ; fp�1) � fp (3-14)eingef�uhrt. Die Kohomologiegruppen dieses Komplexes sind die Hochschild-Kohomologiegruppen [54],[55]. Seien A1 und A2 zwei Sternprodukte mit den bi-linearen Abbildungen C(1)k (f; g), bzw. C(2)k (f; g) und sei � eine �Aquivalenz gegebendurch die linearen Abbildunge Di aus (3-8), so berechnet sich f�ur den linearen Anteilin ~ f �D1(g) +D1(f) � g �D1(f � g) = C(1)1 (f; g)� C(2)1 (f; g) = �1D1(f; g) :Dies bedeutet, die Hochschild-2-Kozykel C(1)1 und C(2)1 sind kohomolog. F�ur k > 1sind die Ck nicht notwendigerweise 2-Kozykel. Die Assoziativit�at und die �Aquivalenzist ein Problem das innerhalb der Hochschild-3-Kohomologie, bzw. der Hochschild-2-Kohomologie formuliert werden kann [55]. Wir schreiben die Di�erenzf ? (g ? h)� (f ? g) ? g = 1Xk=0~kEkmit Ek := Xj+l=kCj(Cl(f; g); h)� Xj+l=kCj(f; Cl(g; h)) :



26 QuantisierungDie Assoziativit�at ist �aquivalent zum Verschwinden aller Ek. Der 2-Korandoperatorauf Ck angewendet ergibt (mit C0(r; t) = rt)�2Ck(f; g; h) = C0(f; Ck(g; h))�Ck(C0(f; g); h)+Ck(f; C0(g; h))�C0(Ck(f; g); h) :Wir k�onnen also Ek ausdr�ucken alsEk = Fk � �2Ckmit Fk := Xj+l=kj;l>0 (Cj(Cl(f; g); h)� Cj(f; Cl(g; h))) :Aus Ek = 0 folgt, da� Fk ein Korand ist. Insbesondere mu� Fk ( welches nur von Cjmit j < k abh�angt) ein 3-Kozykel sein. Beachte, da� f�ur k = 1 F1 = 0 ist und somitdie Bedingung lautet, da� C1 ein 2-Kozykel ist, wie bereits oben gezeigt wurde.Betrachtet man lediglich den reskalierten Sternkommutator[f; g]? = 1~(f ? g � g ? f) = � i ff; gg+ 1Xk=1~k�Ck+1(f; g)� Ck+1(g; f)�; (3-15)so erh�alt man wiederum eine Lie-Algebra, welche als zugeordnete Kommutatoralge-bra zu einer assoziativen Algebra sogar eine Poisson-Algebra ist, d.h. es gilt[f ? g; h]? = f ? [g; h]? + [f; h]? ? g :Diese Algebra ist eine Deformation der Lie-Algebra (C1(M); f: ; :g). Setzt man�k(f; g) := Ck(f; g)� Ck(g; f), so erzwingt die Jacobi-Identit�at f�ur (A; [: ; :]?)f�2(f; g); hg+ f�2(g; h); fg+ f�2(h; f); gg+ �2(ff; gg; h) + �2(fg; hg; f) + �2(fh; fg; g) = 0 :Dies ist aber genau die Bedingung, da� �2 ein 2-Kozykel der Lie-AlgebrenkohomologieH2Lie�C1(M); C1(M)� ist. (Zur De�nition der Lie-Algebrenkohomologie siehe dieFormel (10-2) oder auch [114].) �Aquivalente Kozykel sind wiederum kohomolog.F�ur den Fall, da� unsere Sternprodukte die Bedingung (5) erf�ullen und die Ck



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 27Bidi�erentialoperatoren sind, handelt es sich um di�erenzierbare Kozykel. DieseKohomologiegruppen sind endlichdimensional und es giltdimH2Lie;diff�C1(M); C1(M)� = 1 + b2(M); wobei b2 = dimH2(M; C )die zweite Betti-Zahl ist (siehe Vey [205] und Gutt [110], [111]). Man beachteallerdings, da� es nicht klar ist, ob jede in�nitesimale Deformation (d.h. eine De-formation, die bis zum linearen Glied in ~ de�niert ist) tat�achlich zu jedem Levelvon ~ geliftet werden kann. Wie von Vey [205] gezeigt, liegt die Obstruktion zurLiftung im Raum H3(M; C ) [205]. D.h. bei symplektischen Mannigfaltigkeiten mitverschwindender 3. Betti-Zahl b3 kann jede in�nitesimale Deformation geliftet wer-den. Von Neroslavskii und Vlassov [161] und Lichnerowicz [152] wurde damit dieExistenz von Sternprodukten f�ur Mannigfaltigkeiten mit b3(M) = 0 gezeigt.Es gilt jedoch der SatzTheorem 3.5. [De Wilde-Lecomte, Fedosov, Omori-Maeda-Yoshioka, ...]Jede symplektische Mannigfaltigkeit besitzt mindestens ein Sternprodukt.Dieser Satz wurde mit Hilfe kohomologischer Methoden von de Wilde und Le-comte [60] bewiesen. Insbesondere erweist sich die Bedingung b3 = 0 als nichtnotwendig. Existenzbeweise mehr geometrischer Natur wurden etwa von Omori,Maeda und Yoshioka [164],[165] und von Karasev und Maslow [132] gef�uhrt. Einkonzeptioneller geometrischer Beweis wurde von Fedosov [75],[76] gegeben. MehrHintergrundinformationen und mehr Literaturhinweise k�onnen im �Ubersichtsartikelvon Flato und Sternheimer [84] und im Bourbaki expos�e 789 von Weinstein [207]gefunden werden. Letzterer befa�t sich auch im Detail mit der Beweismethode vonFedosov.Es sei hier noch erw�ahnt, da� neben dem formalen Sternprodukt auch Sternpro-dukte behandelt werden, f�ur die man, grob gesprochen, Konvergenz der Potenzreihef ? g fordert. Es handelt sich hierbei um die strikte Deformationsquantisierung, wiesie etwa von Rie�el [175] eingef�uhrt wurde.Um konkrete Werte auszurechnen kann man, falls man ein Sternprodukt hat,zuerst eine geeignete Operatordarstellung (d.h. eine \approximative Operatordar-stellung") suchen und dann die �ubliche Eigenwerttheorie betreiben. Siehe hierzu[77], [131]. Tats�achlich ist es aber auch m�oglich, wie in [9] gezeigt (siehe auch [85]),



28 Quantisierungdies direkt innerhalb der Sternalgebra auszuf�uhren. Zuerst wird die Dynamik mitHilfe der Hamilton-Funktion H beschrieben durch die Gleichungddtft = i [ft; H]? : (3-16)Diese erh�alt man durch das Ersetzen der Poisson-Klammer in (2-7) durch den (reska-lierten) Sternkommutator. F�ur eine Funktion f ist die Sternpotenz (?f)n de�niertals (?f)n := f ? f � ?f| {z }n-mal :Damit de�niert man die Sternexponentialfunktion alsexp?( i tH~ ) := 1Xn=0 1n! � i t~ �n (?H)n : (3-17)Die L�osung von (3-16) kann formal alsft = exp?( i tH~ ) ? f ? exp?(� i tH~ ) (3-18)gegeben werden (siehe [65]). Unter geeigneten Konvergenzvoraussetzungen kannman schreiben (x 2M fest)exp?( i tH~ )(x) = Z exp(� i t~)d�(x;�) :Hierbei entspricht das Ma� � der \Fourier-Transformierten" (im Distributionen-sinne) der Sternexponentialfunktion. Als Spektrum von H ist der Tr�ager des Ma�es� de�niert. In [85] und [9] wird gezeigt, da� man mit dieser De�nition sinnvollarbeiten kann.Der \Nachteil" des Beweises von Theorem 3.5 von DeWilde und Lecomte ist,da� das Argument ein reiner Existenzbeweis formaler kohomologischer Natur ist.Fedosovs Beweis ist zwar geometrischer aber sehr abstrakter Natur, so da� der�Ubergang klassische Mechanik zur Quantenmechanik in beiden F�allen f�ur konkreteSysteme sehr schwierig ist. Deshalb haben die Untersuchungen, welche sich mitkonkreten, geometrisch induzierten Konstruktionen von Sternprodukten befassen,durchaus ihre Bedeutung. Eine unvollst�andige Auswahl (f�ur die Quantisierung auf



3. Deformationsquantisierung und Sternprodukte 29komplexen Mannigfaltigkeiten) ist etwa durch die folgenden Arbeiten gegeben. EinWeg Sternprodukte zu erhalten, ben�utzt Berezins koh�arente Zust�ande und kova-riante Symbole. Auf die Untersuchungen von Berezin f�ur beschr�ankte Hermite-sche Gebiete aufbauend, wurde von Moreno und Ortega-Navarro [157],[156],[158]Sternprodukte auf S2, auf der o�enen Einheitskreisscheibe und einigen weiterennichtkompakten Hermiteschen R�aume konstruiert. Entsprechende Konstruktionenwurden auch von Cahen und Gutt [42] ausgef�uhrt. Dieser Zugang wurde sp�atersystematisch ausgebaut durch Cahen, Gutt und Rawnsley in einer Serie von Ar-tikeln [44],[45],[46],[47]. Ausgehend von dem Wick-Produkt auf C n+1 , bzw. einergeeigneten Modi�kation davon, wurde mit Hilfe einer Phasenraumreduktion durchBordemann, Brischle, Emmerich und Waldmann [25],[26] auf Pn ein Sternproduktkonstruiert. F�ur eine konkretere Beschreibung des Fedosov-Sternproduktes vomWick-Typ siehe Bordemann und Waldmann [29]. Siehe auch bei Bordemann, Mein-renken und R�omer [28] wie die Totalraumquantisierung des Quantenb�undels (zuseiner De�nition siehe den Abschnitt 4) zum Erhalt eines Sternprodukts ausgenutztwerden kann. Von P
aum [167],[168] wird ein Sternprodukt f�ur die Unteralgebra derpolynomialen Observablen auf dem Kotangentialb�undels konstruiert. Hierbei han-delt es sich sogar um eine strikte Deformationsquantisierung. D.h. die Potenzreihenf�ur f ?g konvergieren in einer geeigneten Weise. F�ur eine weitere Konstruktion sieheauch Karasev [130].Allen diesen Konstruktionen ist es gemeinsam, da� sie nur auf einer sehr ein-geschr�ankten Klasse von K�ahler-Mannigfaltigkeiten funktionieren. Im Abschnitt 7werde ich, als ein Resultat gemeinsamer Arbeiten mit E. Meinrenken und M. Bor-demann, zeigen, da� mit Hilfe der Berezin-Toeplitz-Quantisierung, die im Abschnitt5 und 6 dargestellt wird, auf beliebigen kompakten K�ahler-Mannigfaltigkeiten einSternprodukt erhalten werden kann. Von Coburn und Xia [53] wird f�ur den C nebenfalls die Berezin-Toeplitz-Quantisierung benutzt um ein Sternprodukt zu erhal-ten. In einem k�urzlich erschienenen Artikel von Guillemin [106] skizziert er wie mandurch den Symbolkalk�ul der, von ihm zusammen mit Boutet de Monvel eingef�uhrten,verallgemeinerten Toeplitz-Operatoren ein Sternprodukt erhalten kann.Ein anderer Zugang zur \nichtkommutativen Geometrie" geht �uber die Theorieder Quantengruppen (siehe etwa [50]). In der Tat besteht ein direkter Zusammen-hang. Hierzu m�ochte ich aber lediglich auf [84], [85] und [18] verweisen. Siehe auchR�adulescu f�ur den Fall der Einheitskreisscheibe [171].



30 Quantisierung
4. Geometrische QuantisierungDas Schema der geometrischen Quantisierung wurde unabh�angig voneinanderdurch Kostant [144] und Souriau [189] eingef�uhrt. Es gibt der Zuordnung einesnichtkommutativen Operators zu einer kommutativen Funktion eine geometrischeBedeutung. Hier m�ochte ich lediglich die Grundz�uge der Konstruktion darstellensoweit sie in den folgenden Abschnitten gebraucht wird. Eine geschlossene Darstel-lung �ndet man etwa in den B�uchern von Woodhouse [213] oder �Sniatycki [188],siehe auch [A].Sei (M;!) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wegen der Nichtausgeartetheitder symplektischen Form ! ist notwendigerweise M von (reeller) gerader Dimension2n und orientierbar. Die normalisierte symplektische Volumenform ist gegeben als
 := (�1)(n2) 1n! ! ^ : : : ^ !| {z }n mal : (4-1)F�ur uns wird im folgenden (M;!) eine K�ahler-Mannigfaltigkeit sein. D.h.M ist einekomplexe Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension n. Die K�ahler-Form ! isteine nichtausgeartete, positive, geschlossene (1; 1)-Di�erentialform. Dies bedeutet,da� ! in lokalen holomorphen Koordinaten zj ; j = 1; : : : ; n beschrieben werdenkann als ! = i nXi;j=1 gij(z)dzi ^ dzj; gij 2 C1(M; C ) : (4-2)Hierbei ist (gij) eine positivde�nite Hermitesche Matrix1 und es gilt d! = 0.2 Aufdem reellen 2n-dimensionalen Tangentialb�undel T �M ist eine komplexe StrukturI 2 End(T �M) gegeben. Sei a 2M �xiert und seien die zj wie oben lokale holomor-phe Koordinaten. Zerlegen wir zj = xj + i yj f�ur j = 1; : : : ; n, so sind die partiellen1Physiker verwenden meist die Notation (gi�j).2F�ur mehr Information siehe [141] und [208].



4. Geometrische Quantisierung 31Ableitungen @@xj ; @@yj f�ur j = 1; : : : ; n eine lokale Basis des Tangentialb�undels. InBezug auf diese Basis ist die komplexe Struktur I = (Ia)a2M gegeben durchIa� @@xj� = @@yj ; Ia� @@yj� = � @@xj ; j = 1; : : : ; n : (4-3)Es sei daran erinnert, da� I2 = �id gilt. Das komplexi�zierte Tangential-b�undel wird durch @@zj ; @@zj f�ur j = 1; : : : ; n aufgespannt. F�ur die komplexeFortsetzung von I �ndet man, unter Beachtung von @@zj = 12 � @@xj � i @@yj � und@@zj = 12 � @@xj + i @@yj �,Ia� @@zj� = i @@zj ; Ia � @@zj� = � i @@zj ; j = 1; : : : ; n : (4-4)Mit Hilfe der komplexen Struktur I erh�alt man die Beziehung zwischen K�ahler-Form3 ! und K�ahler-Metrik g f�ur Vektorfelder X und Y auf M!(X;Y ) = g(IX; Y ); g(X;Y ) = !(X; IY ) : (4-5)In obigen Koordinaten wird g gegeben alsg = nXi;j=1 gij(z)(dzi 
 dzj + dzj 
 dzi) : (4-6)Sowohl ! als auch g sind invariant unter der komplexen Struktur!(IX; IY ) = !(X;Y ); g(IX; IY ) = g(X;Y ) : (4-7)Insbesondere k�onnen wir (M;!), wenn wir die komplexe Struktur vergessen, alssymplektische Mannigfaltigkeit mit der symplektischen Form ! au�assen.Beispiele 4.1. Die folgenden Beispiele werden uns sp�ater noch interessieren.(1) Der 
ache komplexe Raum C n mit der Form! = i nXj=1 dzj ^ dzj : (4-8)3Aus der F�ulle verschiedener Normierungen verwende ich f�ur das �au�ere Produkt diejenige, f�urwelche das �au�ere Produkt zweier 1-Formen �; � de�niert ist als� ^ � (X;Y ) = �(X)�(Y )� �(Y )�(X).



32 Quantisierung(2) Die projektive Gerade P1 (die Riemannsche Zahlenkugel S2) mit quasi-globaler Koordinate z und K�ahler-Form! = i(1 + zz)2 dz ^ dz : (4-9)(3) Der komplex-projektive Raum Pn mit der Fubini-Study-Form!FS := i (1 + jwj2)Pni=1 dwi ^ dwi �Pni;j=1wiwjdwi ^ dwj(1 + jwj2)2 : (4-10)Die Koordinaten wj , j = 1; : : : ; n sind a�ne Koordinaten wj = zj=z0 aufder a�nen Karte U0 := f(z0 : z1 : � � � : zn) j z0 6= 0g.(4) Die o�ene Einheitskreisscheibe D := fz 2 C j jzj < 1g mit der Form! = 2 i(1� zz)2 dz ^ dz : (4-11)Zur sp�ateren Verwendung will ich die folgenden Formeln notieren:Proposition 4.2. Sei (M;!) eine K�ahler-Mannigfaltigkeit mit komplexerStruktur I. Die K�ahler-Form ! sei in Bezug auf lokale holomorphe Koordinatengegeben wie in (4-2) mit der Matrix G := (gij). Sei (gij) die inverse Matrix G�1.Desweiteren seien f; g 2 C1(M). Dann gilt:(1) Der Gradient von f in Bezug auf die Metrik g berechnet sich zugrad f = nXi=1 �Y i @@zi + Ŷ i @@zi� mit Y i = nXj=1 gji @f@zj ; Ŷ i = nXj=1 gij @f@zj : (4-12)(2) Das Hamiltonsche Vektorfeld zu f berechnet sich alsXf = �I(grad f) ; (4-13)bzw. in KomponentenXf = nXi=1 �Xif @@zi + X̂if @@zi� ; Xif = � i nXj=1 gji @f@zj ; X̂if = i nXj=1 gij @f@zj :(4-14)



4. Geometrische Quantisierung 33(3) Die Poisson-Klammer ist gegeben durchff; gg = i nXi;j=1 gij � @f@zi � @g@zj � @f@zj � @g@zi� : (4-15)(4) F�ur den Laplace-Operator auf den Funktionen gilt�f = div grad f = 2 nXi;j=1 gji @2f@zi@zj : (4-16)Beweis. Ad (1). Per De�nition gilt g(grad f; :) = df(:). Setzt man den Gradientenin Bezug auf die (komplexe) Standardbasis der Vektorfelder an, so ergibt sich@f@zi = df( @@zi ) = g(grad f; @@zi ) = nXj=1 gij Ŷ j :Dies ist ein lineares Gleichungssystem f�ur die Ŷ j mit Koe�zientenmatrix G. DieL�osung wird somit durch Invertieren erhalten. Die entsprechende �Uberlegung giltf�ur die Komponenten Y i.Ad (2). Aufgrund der De�nition des Hamiltonschen Vektorfeldes und der Relation(4-5) gilt df(:) = !(Xf ; :) = g(IXf ; :). Somit gilt grad f = IXf . Aus I2 = �1,folgt die Behauptung (4-13). Die genaue Form (4-14) ergibt sich durch Anwendungvon �I auf den Gradienten (4-12) unter Beachtung von (4-4).Ad (3). Per De�nition giltff; gg = !(Xf ; Xg) = df(Xg) =  nXi=1 @f@zi dzi + @f@zi dzi! (Xg) :Benutzt man nun (4-14), so ergibt sich das Resultat.Ad (4). Spezialisieren wir die allgemeine Form des Laplace-Operators (siehe etwa[1, p.152]) in unseren lokalen komplexen Koordinaten, so erhalten wir mit g = detG�f = 1gXi;j � @@zi �g � gji @f@zj �+ @@zi �g � gij @f@zj �� :Hierbei ist zu beachten, da� die Matrix der Metrikkoe�zienten die Struktur� 0 GtG 0 � hat. F�uhren wir die Di�erentiation aus, ergibt sich�f = 2Xi;j gji @2f@zizj +Xj �Xi @gji@zi +1g gji @g@zi � @f@zj +Xj �Xi @gij@zi +1g gij @g@zi � @f@zj :



34 QuantisierungEs ist zu zeigen, da� in der 2. und 3. Summe die inneren Summen verschwinden.Sei t irgendeine der Variablen zi, bzw. zi festgew�ahlt. Wir fassen G, G0 und g alsFunktion von t auf (0 bezeichne @@t). Dann giltTr(G0 �G�1) = (detG)0detG = g0g :Dies beweist man am einfachsten indem man die Matrix G diagonalisiert. Deswei-teren folgt aus G0 �G = 1 (G�1)0 = �G�1 �G0 �G�1 :SomitXi �@gji@zi + 1g gji @g@zi� =Xi �Xk;l �gjk @gkl@zi gli + gjiXr;s @grs@zi gsr�=Xi;k;l�gjk @gkl@zi gli +Xi;r;s gji @grs@zi gsr =Xi;k;l�gjk @gkl@zi gli +Xi;k;l gjk @gil@zk gli :Nun kommt die K�ahler-Bedingung zum Zuge. Aus d! = 0 folgt@gkl@zi = @gil@zk :Somit verschwindet die obige Summe. Die analoge �Uberlegung kann auf die zweiteSumme angewendet werden und liefert das Ergebnis. �Mit Prop. 4.2 kann man sofort angeben, wie die Poisson-Klammern im Fall derBeispiele 4.1 (1), (2) und (4) lauten.Dies ist im Fall C n ff; gg = i nXi=1 � @f@zi � @g@zi � @f@zi � @g@zi� ; (4-17)f�ur P1 ff; gg = i (1 + zz)2�@f@z � @g@z � @f@z � @g@z� (4-18)und f�ur die Einheitskreisscheibe Dff; gg = i2 (1� zz)2�@f@z � @g@z � @f@z � @g@z� : (4-19)Unmittelbar folgt auch



4. Geometrische Quantisierung 35Proposition 4.3. Seien ! und !0 zwei K�ahler-Formen auf M mit !0 = �! f�ur� 2 R>0 , dann gilt f�ur die induzierten Hamiltonschen Vektorfelder, die Poisson-Klammern und die Laplace-OperatorenX 0f = 1�Xf ; ff; gg0 = 1�ff; gg; �0 = 1�� : (4-20)Im folgenden ist es ganz n�utzlich statt reellwertiger Funktionen komplexwertigeC1-Funktionen C1(M; C ) zu betrachten. Ich werde im folgenden unter C1(M),bzw. P(M), falls nichts anderes gesagt wird, die Algebra der komplexwertigen Funk-tionen verstehen.Wir ben�otigen desweiteren die Daten (L; h;r) . Hierbei ist L ein holomorphesGeradenb�undel, h eine Hermitesche Metrik auf L (antilinear im 1. Argument undlinear im 2. Argument) und r ein Zusammenhang auf L, der sowohl mit der Metrikh als auch mit der komplexen Struktur vertr�aglich ist.4 Die Vertr�aglichkeitsbedin-gungen lauten:(1) F�ur Vektorfelder X und C1-Schnitte s1; s2 des B�undels gilth(rXs1; s2) + h(s1;rXs2) = d(h(s1; s2))(X) : (4-21)(2) F�ur holomorphe Schnitte s und Vektorfelder X vom Typ (0; 1)(d.h. X =Pni=1Xi @@�zi ) gilt rXs = 0 : (4-22)Der Zusammenhang r ist durch die Vorgabe von h und die Bedingungen (1) and(2) eindeutig �xiert. Seien holomorphe Koordinaten und ein holomorpher Rahmendes B�undels gew�ahlt. Dr�uckt man die Schnitte s lokal durch die Funktionen ŝ unddie Metrik h durch die Funktion ĥ mit h(s1; s2)(z) = h(z)ŝ1ŝ2 aus, so ist derZusammenhang explizit gegeben durchr = @ + (@ log ĥ) + @ : (4-23)4Ist M eine beliebige symplektische Mannigfaltigkeit, so ist L ein komplexes Geradenb�undel, heine Hermitesche Metrik auf L und r ein mit der Metrik vertr�aglicher Zusammenhang.



36 QuantisierungHierbei sind @ und @ die �ublichen holomorphen, bzw. antiholomorphen Ableitun-gen @f := nXi=1 @f@zi dzi; @f := nXi=1 @f@zi dzi :Die Kr�ummungsform F zum Zusammenhang r ist gegeben durchF (X;Y ) = rXrY �rYrX �r[X;Y ] : (4-24)In Bezug auf den holomorphen Rahmen berechnet sich die Kr�ummungsform alsF = @@ log ĥ = �@@ log ĥ : (4-25)De�nition 4.4. Eine symplektische Mannigfaltigkeit (M;!) hei�t quantisierbar,falls es ein holomorphes Geradenb�undel L mit Metrik h und (kompatiblen) Zusam-menhang r gibt derart, da� giltF (X;Y ) = � i!(X;Y ) : (4-26)Die Bedingung (4-26) hei�t Pr�aquantenbedingung und (L; h;r) Quantenb�undel.5Damit gilt ! = i @@ log ĥ : (4-27)Nach [51] ist ! eine K�ahler-Form genau dann, wenn es lokal reellwertige FunktionenK gibt mit ! = i @@K . Die Funktion K hei�t lokales K�ahler-Potential. Aus (4-27)folgt, da� in unserem Fall ein lokales K�ahler-Potential durchK(x) = � log ĥ(z) : (4-28)bzw. ĥ(z) = exp(�K(z)) (4-29)gegeben ist.Welche Bedeutung die Pr�aquantenbedingung hat, werden wir weiter unten se-hen. Zuerst m�ochte ich er�ortern, warum f�ur kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten5In dieser Schrift wird die geometrische Quantisierung ohne metaplektische Korrektur [213]betrachtet, da hier vor allem das asymptotische Verhalten interessiert.



4. Geometrische Quantisierung 37die Pr�aquantenbedingung eine einschneidende Bedingung ist. Sie impliziert �uber denZusammenhang der Chern-Form c(L) des Geradenb�undels mit seiner Kr�ummung dieRelation c(L) = i2�F = !2� : (4-30)Chern-Formen sind ganzzahlige Formen, d.h. bei Integration �uber Fl�achen ergebensich ganzzahlige Werte [208]. Dies bedeutet aber, da� die K�ahler-Form 2�-mal eineganzzahlige Form sein mu�, d.h. nur \diskrete Zust�ande" sind erlaubt. Dies isteine Quantisierungsbedingung par exellence. Benutzt man umgekehrt, da� ! einepositive 2-Form ist, so erh�alt man, da� L ein positives Geradenb�undel ist. Nachdem Kodairaschen Einbettungssatz kann M deshalb via holomorpher Schnitte ei-ner geeigneten Tensorpotenz L
k als nichtsingul�are Variet�at in einen projektivenRaum eingebettet werden. Solche Mannigfaltigkeiten hei�en projektive algebrai-sche Mannigfaltigkeiten. Wir sind somit im Bereich der algebraischen Geometrieangelangt.Feststellung 4.5. Sei (M;!) eine quantisierbare kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeit,dann ist M eine projektive algebraische Mannigfaltigkeit. Umgekehrt ist jedeUntermannigfaltigkeit von Pn eine quantisierbare Mannigfaltigkeit.Um die zweite H�alfte zu sehen ist zu beachten, da� der Pn mit der Fubini-Study-Form (4-10) eine K�ahler-Mannigfaltigkeit ist. Das Hyperebenenb�undel Hmit der Standardmetrik, die vom tautologischen B�undel herkommt, ist ein zu-geh�origes Quantenb�undel. Durch Einschr�ankung sowohl der Fubini-Study-Form,als auch des Hyperebenenb�undels auf die Untermannigfaltigkeit M erh�alt man dieBehauptung. N�aheres hierzu werde ich im Abschnitt 5 ausf�uhren.Um die Operatoren einzuf�uhren, betrachten wir den (unendlichdimensionalen)Raum �1(M;L) der beliebig oft di�erenzierbaren globalen Schnitte des B�undelsL. Es sei (P(M); !) die Poisson-Algebra vonM . Zu f 2 P(M) sei das HamiltonscheVektorfeld Xf durch (2-2) zugeordnet.Satz/De�nition 4.6. Die AbbildungP : (P(M); f: ; :g)! (End(�1(M;L)); [: ; :]); f 7! Pf := �rXf + i f � id (4-31)ist ein Lie-Homomorphismus. Der Operator Pf hei�t Pr�aquantenoperator zur Funk-tion f , die Abbildung P Pr�aquantenabbildung.



38 QuantisierungEs ist zu beachten, da� hier nicht die gesamte Struktur von P(M) als Poisson-Algebra betrachtet wird, sondern lediglich die Lie-Algebra gegeben durch diePoisson-Klammer. Auf End(�1(M;L)) wird der �ublichen Kommutator[A;B] = A �B �B �A ben�utzt.Beweis. Dies ist nat�urlich ein klassisches Resultat (siehe etwa [1, p.441]). Da jedochgenau an dieser Stelle die Quantisierungsbedingung (4-26) auftritt, m�ochte ich eshier zeigen. Die Linearit�at ist klar. Es gen�ugt zu zeigen: Pff;gg = [Pf ; Pg]. F�ur dierechte Seite ergibt sich[Pf ; Pg] = [rXf ;rXg ]� i [rXf ; g]� i [f;rXg ] :Wegen der Derivationseigenschaft von rXf ergibt sich[rXf ; g] = rXf � (g�)� g � rXf = rXf (g) = Xf (g) = dg(Xf) = !(Xg; Xf) :Insgesamt also [Pf ; Pg] = [rXf ;rXg ] + 2 i!(Xf ; Xg):Nun zur linken Seite. Aus der De�nition ff; kg = !(Xf ; Xk) = �dk(Xf ) =�Xf (k) folgt durch Einsetzen in die Jacobi-Identit�at ff; fg; hgg+ f:::g+ ::: = 0die Beziehung [Xf ; Xg] = �Xff;gg : (4-32)Somit Pff;gg = �rXff;gg + i ff; gg = r[Xf ;Xg] + i!(Xf ; Xg) :Damit liegt Gleichheit genau dann vor wenn[rXf ;rXg ]�r[Xf ;Xg] = � i!(Xf ; Xg)gilt. Dies ist jedoch genau die Quantisierungsbedingung (4-26). �Oft �ndet man in der Literatur Pf de�niert als�Pf = � irXf � f � id :Es gilt Pf = � i �Pf . Daraus berechnet sich [ �Pf ; �Pg] = i �Pff;gg, in Analogie mit (2)in der De�nition der vollen Quantisierung (Def. 2.1). Dar�uberhinaus ist mit dieser



4. Geometrische Quantisierung 39De�nition f�ur reellwertiges f , der Operator �Pf ein Hermitescher Operator (siehe[1, p.441]). Allerdings ist die Abbildung �P kein Lie-Homorphismus. Hier m�ochte ichdie Lie-Homomorphismeneigenschaft in den Vordergrund stellen. Somit habe ich,wie es auch in [144] und [A] getan wurde, die Form (4-31) gew�ahlt. Dies impliziert,da� f�ur reellwertiges f der Operator Pf anti-Hermitesch ist.Durch die Pr�aquantenabbildung erhalten wir eine Zuordnungsvorschrift \Funk-tion 7! Operator". Diese Zuordnung �ubertr�agt die klassische Poisson-Klammer inden Kommutator. Der Operator wirkt auf dem Raum der globalen Schnitte desB�undels L. Will man einen Hilbert-Raum, so geht man aus von der Metrik desB�undels, integriert dies �uberM in Bezug auf ein sinnvolles Ma� aufM und betrach-tet die L2-Vervollst�andigung.6 Dieser Raum sei mit L2(M;L) bezeichnet. Leiderist dieser Hilbert-Raum noch zu gro�. Die Darstellung ist (zumindestens f�ur T �Rn)nicht irreduzibel. Anschaulich gesprochen operieren die Operatoren auf Feldern, diedurch Ort und Impuls in einer unabh�angigen Weise gegeben sind. Physikalisch sindaber Ort und Impuls nicht unabh�angig voneinander. Wir haben also zuviele Frei-heitsgrade. Die Felder sollten lediglich von n unabh�angigen Variablen abh�angen. ImRahmen der geometrischen Quantisierung hat man deshalb eine \Polarisierung" zuw�ahlen, d.h. ein Lagrangesches Unterb�undel des Tangentialb�undels TM auszuzeich-nen. Ein Lagrangesches Unterb�undel ist ein maximales Unterb�undel (hat also Rangn) auf dem die symplektische Form verschwindet. Man beschr�ankt sich nun auf dieSchnitte, welche kovariant konstant sind in Richtung des Unterb�undels (siehe [213]f�ur die allgemeine Theorie). Die Auswahl einer Polarisierung ist ziemlich willk�urlich.Im K�ahler-Fall gibt es allerdings eine Standardwahl der Polarisierung, die K�ahler-Polarisierung.7. F�ur komplexe Mannigfaltigkeiten hat man die nat�urliche Zerlegungdes Tangentialb�undels in holomorphe und antiholomorphe Anteile. Diese Zerlegungist invariant unter holomorphen Koordinatentransformationen. W�ahlt man nunals Lagrangesches Unterb�undel das Unterb�undel, das von den (0; 1)-Derivationen(den antiholomorphen Richtungen) aufgespannt wird, so bedeutet dies, da� wiruns auf die holomorphen Schnitte des B�undels L beschr�anken. Sei �hol(M;L)der Raum der globalen holomorphen Schnitte des B�undels L. Wir fassen ihn alsUnterraum von �1(M;L), dem Raum der di�erenzierbaren Schnitten, auf. Sei6F�ur den Fall der kompakten Mannigfaltigkeiten ist dies nichts anderes als das Integral derMetrik �uber das symplektische Volumen, siehe (5-2). Nur dieser Fall wird uns im folgendeninteressieren.7Selbstverst�andlich gibt es auch im K�ahler-Fall andere Polarisierungen.



40 Quantisierung�bhol(M;L) = �hol(M;L) \ L2(M;L), der Unterraum der holomorphen Schnitte,die beschr�ankt (in Bezug auf das gew�ahlte Ma�) sind. Dann wurde in [195] (sieheauch [162], [113]) gezeigt, da� �bhol(M;L) ein abgeschlossener Unterraum ist. Diesbedeutet, es existiert der Projektor� : L2(M;L)! �bhol(M;L) :In der uns interessierenden kompakten Situation ist �bhol(M;L) = �hol(M;L). DieEinschr�ankung von Pf auf �bhol(M;L) sei mit Pf �� : �bhol(M;L)! L2(M;L) oderauch einfacher mit Pf bezeichnet. Beachte Pf � � nimmt Werte in L2(M;L) an.Um wiederum Schnitte aus �bhol(M;L) zu erhalten, mu� zur�uckprojiziert werden.De�nition 4.7. Die lineare AbbildungQ : P(M)! End(�bhol(M;L)); f 7! Qf = � � Pf �� (4-33)hei�t Quantisierungsabbildung, der Operator Qf Quantenoperator zur Funktion f .Leider geht die Lie-Homomorphie verloren. Im allgemeinen istQff;gg = �Pff;gg� = �PfPg���PgPf� 6= �Pf�Pg�� �Pg�Pf� = [Qf ; Qg] :Ist M kompakt, so sind alle �hol(M;L) endlichdimensionale Vektorr�aume. F�urgewisse L ist es sogar m�oglich, da� es der Nullraum ist. In diesem Fall geht alleklassische Information verloren. Wie oben ausgef�uhrt, ist das Quantenb�undel einpositives8 B�undel, d.h. steigende Potenzen von L besitzen immer mehr holomorpheSchnitte. Die Ho�nung ist, da� letztendlich auch alle klassischen Informationenwieder gefunden werden k�onnen, wenn wir alle Tensorpotenzen von L auf einmalbetrachten. Dies ist in der Tat richtig und diese Fragestellung ist ein zentralerAspekt dieses Teils der Arbeit. Ausgehend von dem holomorphen Quantenb�undel(L; h;r) betrachten wir positive ganzzahlige (Tensor)PotenzenLm := L
m = L
 � � � 
 L| {z }m mal : (4-34)8In der Sprache der algebraischen Geometrie hei�en diese auch ample B�undel.



4. Geometrische Quantisierung 41Eine Hermitesche Metrik und ein kompatibler Zusammenhang ist gegeben durchh(m) := h
 � � � 
 h| {z }m mal ; r(m) = r
1
� � �
1+1
r
� � �
1+ � � �+1
� � �
1
r :(4-35)Wenn wir diese Objekte in Bezug auf einen holomorphen Rahmen f�ur das B�undelsL schreiben, so wird h(m) durch (ĥ)m und r(m) durch @ +m@ log ĥ + @ beschrie-ben. F�ur die Kr�ummungsform F (m) des B�undels Lm erh�alt man aufgrund derQuantisierungsbedingungF (m) = mF = � im! = � i!(m); !(m) := m! : (4-36)Dies bedeutet (Lm; h(m);r(m)) ist ein Quantenb�undel f�ur die K�ahler-Mannigfaltigkeit(M;!(m)). Insbesondere bleibt die zugrundeliegende komplexe Mannigfaltigkeit un-ver�andert. Es wird lediglich die K�ahler-Form mit einem ganzzahligen positivenFaktor multipliziert. Wir k�onnen somit die oben entwickelte Prozedur zur geo-metrischen Quantisierung f�ur jedes m wiederholen. Auf diese Weise erhalten wirPr�aquantenoperatoren, P (m)f = �r(m)X(m)f + i f � id; (4-37)Projektoren �(m) : L2(M;Lm)! �bhol(M;Lm) (4-38)und Quantenoperatoren Q(m)f = �(m) � P (m)f ��(m) : (4-39)Die Abbildung f 7! P (m)f ist ein Lie-Homomorphismus von der Lie-Algebra, gegebendurch die Poisson-Klammer f: ; :g(m) auf (M;m!), in die entsprechende Endomor-phismenalgebra. Hier wollen wir allerdings eine Darstellung der urspr�unglichenPoisson-Algebra zu (M;!) haben. Aufgrund Prop. 4.3 giltff; gg(m) = 1mff; gg:Somit ergibt sich [P (m)f ; P (m)g ] = P (m)ff;gg(m) = 1mP (m)ff;gg : (4-40)



42 QuantisierungUm eine Darstellung zu erhalten, m�ussen wir also reskalieren:bP (m)f := mP (m)f = m��r(m)X(m)f + i f � 1� = �r(m)Xf + imf � 1 ; (4-41)bQ(m)f = �(m) � bP (m)f ��(m) : (4-42)Reskaliert man nicht und setzt ~ := 1m , so erh�alt man �ubrigens die ~-Abh�angigkeitaus der De�nition der vollen Quantisierung (Def. 2.1). Hier kann ~ nur die diskretenWerte f1; 12 ; 13 ; : : : g annehmen. Der Limes m ! 1 entspricht ~ ! 0, d.h. \demklassischen Limes".Ich m�ochte die Konstruktion dieses Abschnitts zusammenfassen. Wir gingenaus von einer quantisierbaren K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!). Die K�ahler-Form gibtdem Raum der C1-Funktionen die Struktur einer Poisson-Algebra P(M). W�ahltman ein Quantenb�undel (L; h;r) zu (M;!), so ergibt die geometrische Quantisie-rung zwei Familien von linearen AbbildungenbP (m) : P(M)! End(L2(M;Lm)); bQ(m) : P(M)! End(�bhol(M;Lm)) ; (4-43)die durch m 2 N indiziert werden. Die Pr�aquantenabbildungen bP (m) sind Lie-Homomorphismen. Die Bilder sind lineare Operatoren auf den globalen L2-Schnittender B�undel Lm. Die Quantenabbildungen bQ(m) erh�alt man, indem man die Ope-ratoren auf den Unterraum der holomorphen Schnitten projiziert. Ist M kompakt,erzwingt die Quantisierungsbedingung, da� M projektiv algebraisch ist. Zum an-dern sind die Vektorr�aume der holomorphen Schnitte endlichdimensional. Insbe-sondere erh�alt man in diesem Fall (nach Wahl von Basen) durch bQ(m) eine Familievon linearen Abbildungen, welche von der Poisson-Algebra P(M) in endlichdimen-sionale Matrizenalgebren gehen. Allerdings sind die bQ(m) im allgemeinen keine Lie-Homomorphismen mehr. Die Fragen, welche im folgenden untersucht werden sollen,lauten: Wird wenigstens \approximativ" bQ(m) f�ur m!1 (d.h. f�ur ~! 0) ein Lie-Homomorphismus? \Steckt" die gesamte Information von P(M) \ann�ahernd" inder Familie dieser bQ(m)? In welchem Sinne, kann man dieses \ann�ahernd" verste-hen? Selbstverst�andlich m�ussen zuerst Normen eingef�uhrt werden, um die \Appro-ximation" n�aher fassen zu k�onnen. Dies wird im n�achsten Abschnitt geschehen.Zus�atzlich ist noch der Zusammenhang von bQ(m)ff;gg mit [ bQ(m)f ; bQ(m)g ] zu unter-suchen, damit gezeigt werden kann, da� es sich tats�achlich um eine approximative



4. Geometrische Quantisierung 43Quantisierung handelt. Auch dies wird in den n�achsten Abschnitten gezeigt werden.Zuerst werde ich allerdings in Abschnitt 5 den Zusammenhang zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung herstellen. Diese ist einfacher zu handhaben. Es wird sich ergeben,da� beide dasselbe approximative Verhalten haben.



44 Quantisierung
5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung(a) Die De�nition der Berezin-Toeplitz-QuantisierungWas in diesem und im folgenden Paragraphen ausgef�uhrt wird, ist eine Dar-stellung bzw. Weiterentwicklung einer gemeinsamen Arbeit des Autors zusammenmit Eckhard Meinrenken und Martin Bordemann [B]. Die Notation und Situa-tion sei wie im vorhergehenden Paragraphen. D.h. (M;!) ist eine quantisierbareK�ahler-Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension n und (L; h;r) ein zugeh�origesQuantenb�undel. Ich werde ab jetzt, falls nichts anderes gesagt wird, zus�atzlichvoraussetzen, da� M kompakt ist. Der Leser mag einwenden, da� dadurch dieM�oglichkeiten f�ur die Phasenmannigfaltigkeiten stark eingeschr�ankt werden. So istetwa das freie Teilchen im Raum ausgeschlossen. Trotzdem ist selbst vom Stand-punkt der Physik die Situation \kompakte Phasenmannigfaltigkeit" sehr interessant.Sie tritt z.B. auf wenn Systeme mit \constraints" behandelt werden. Dar�uberhin-aus ist es eine typische Situation, wenn man Systeme mit der Aktion einer Sym-metriegruppe betrachtet (Beispiele �ndet man etwa in [179, p.172]). Oft ist derreduzierte Phasenraum kompakt. Eine weitere, sehr aktuelle Rolle spielen diesekompakten Mannigfaltigkeiten auch im Zusammenhang mit der Quantisierung vonChern-Simons-Theorien, bzw. topologischer Feldtheorien. Hier treten (kompakti�-zierte) Modulr�aume gewisser stabiler Rang-k B�undel �uber Riemannschen Fl�achenauf. Diese Modulr�aume haben nur sehr milde Singularit�aten. Sie besitzen einekanonische K�ahler-Form und ein kanonisches amples1 B�undel L, welches das Quan-tenb�undel ist. F�ur die Schnittr�aume H0(M;Lm) hat sich der Namen Verlinde-R�aumeeingeb�urgert. Die ber�uhmte Verlinde-Formel macht Aussagen �uber die Dimensiondieser R�aume in Abh�angigkeit vom Rang k, der Strukturgruppe der B�undel unddem Geschlecht der Riemannschen Fl�ache. Siehe [180] f�ur eine Einf�uhrung in die1Die amplen B�undel der algebraischen Geometrie entsprechen den positiven B�undeln derDi�erentialgeometrie.



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 45Verlinde-Formel und Verweise auf weitere Literatur und [41] f�ur den Zusammenhangmit der geometrischen Quantisierung.Unabh�angig von diesen Anwendungen in der theoretischen Physik ist die Fra-gestellung der Approximation nat�urlich auch aus rein mathematischen Gr�undeninteressant.Wie bereits in Abschnitt 4 ausgef�uhrt, ist M wegen der Quantisierbarkeitsbedin-gung und der Kompaktheit eine projektive algebraische Mannigfaltigkeit und L einamples Geradenb�undel. Dies bedeutet es gibt eine Tensorpotenz Lk, so da� M mitHilfe der globalen holomorphen Schnitte von Lk in PN eingebettet werden kann.F�ur die Dimension N gilt N = dimH0(M;Lk) � 1. Die Einbettung kann nachWahl einer Basis s0; s1; : : : ; sN 2 H0(M;Lk) konkret gegeben werden durchM ! PN ; x 7! (s0(x) : s1(x) : � � � : sN (x)) : (5-1)Die Abbildung ist in folgender Weise zu verstehen: F�ur jedes x 2 M w�ahle maneine Umgebung, welche das B�undel L trivalisiert. Sodann repr�asentiere man dieSchnitte si lokal durch holomorphe Funktionen ŝi und werte diese bei x aus. Damiterh�alt man ein Element aus C N+1 . Die Wahl einer anderen Trivialisierung �andertdiesen Vektor gerade durch Multiplikation mit einer Zahl � 2 C mit � 6= 0. Somitist der Punkt im projektiven Raum in der Tat wohlde�niert, falls nicht alle Schnittesimultan verschwinden. Die Bedingung \sehr ampel" schlie�t dies aus. Ich f�uhredie folgenden Bezeichnungen ein. Das symplektische Volumen 
 ist gegeben durch(4-1). F�ur di�erenzierbare Schnitte ';  2 �1(M;Lm) ist ein Skalarprodukt undeine Norm gegeben durch h';  i := ZM h(m)(';  ) 
 ; (5-2)jj'jj :=ph'; 'i : (5-3)Die Hermitesche Metrik sei antilinear im 1.Argument und linear im 2.Argument. IstA 2 End(�hol(M;Lm)), so ist seine Operatornorm de�niert alsjjAjj := supjj'jj6=0 jjA'jjjj'jj : (5-4)Wird das Skalarprodukt (5-2) reskaliert, so �andert sich die Operatornorm nicht.



46 QuantisierungWegen der Kompaktheit vonM ist das Skalarprodukt wohlde�niert. Wir bezeich-nen die L2-Vervollst�andigung des Schnittraums der (beliebig oft) di�erenzierbarenSchnitte mit L2(M;Lm). Der endlichdimensionale Raum der globalen holomorphenSchnitte ist ein abgeschlossener Unterraum und wir bezeichnen mit�(m) : L2(M;Lm)! �hol(M;Lm) (5-5)den Projektor. Mit Hilfe einer Orthonormalbasis des Raums der holomorphenSchnitte kann der Projektor als Integral explizit angegeben werden (siehe Gleichung(5-12)). In lokalen Koordinaten kann der Integrand im Skalarprodukt (5-2) auchbeschrieben werden durch exp(�mK(z))'̂(z) ̂(z) 
(z)mit dem lokalen K�ahler-Potential K(z) (4-28) und den lokalen Repr�asentanten '̂(bzw.  ̂) der Schnitte.De�nition 5.1. F�ur f 2 C1(M) sei der Multiplikationsoperator durchM (m)f : L2(M;Lm)! L2(M;Lm); ' 7! f � ' (5-6)und der Toeplitz-Operator durchT (m)f : �hol(M;Lm)! �hol(M;Lm); T (m)f = �(m) �M (m)f ��(m) (5-7)de�niert.In Worten ausgedr�uckt: Der Toeplitz-Operator zu einer di�erenzierbaren Funk-tion f multipliziert den holomorphen Schnitt mit der Funktion f und projiziert denerhaltenen di�erenzierbaren Schnitt auf den Unterraum der holomorphen Schnittezur�uck.Proposition 5.2. (a) Die OperatorenM (m)f und T (m)f sind lineare Operatoren. Dieadjungierten Abbildungen M (m)f � und T (m)f � sind gegeben durchM (m)f � =M (m)�f ; T (m)f � = T (m)�f : (5-8)



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 47Insbesondere sind beide f�ur reellwertige Funktionen f selbstadjungiert.(b) F�ur holomorphe Schnitte s1 und s2 gilths1; T (m)f s2i = hs1; f � s2i : (5-9)Beweis. Klar, man beachte lediglichhs1; T (m)f s2i = hs1;�(m)M (m)f �(m)s2i = hs1;�(m)f � s2i= hs1; f � s2i = h �f � s1; s2i = hT (m)�f s1; s2i = hT (m)f �s1; s2i : �Die AbbildungM (m) : C1(M) ! End(L2(M;Lm)); f 7! M (m)fist trivialerweise ein Algebrenhomomorphismus. Insbesondere sind damit alle Funk-tionen durch eine kommutative Unteralgebra von End(L2(M;Lm)) dargestellt. Diestri�t f�ur die ToeplitzabbildungT (m) : C1(M) ! End(�hol(M;Lm)) f 7! T (m)f (5-10)nicht mehr zu. Im allgemeinen giltT (m)f T (m)g = �(m) (f �)�(m) (g�)�(m) 6= �(m) (fg�)�(m) = T (m)fg :Die Unteralgebra der globalen holomorphen Funktionen wird durch eine kommu-tative Unteralgebra dargestellt. Im kompakten Fall sind dies allerdings nur dieKonstanten.De�nition 5.3. Die Abbildung (5-10) hei�t Berezin-Toeplitz-Quantisierung (zurStufe m) der quantisierbaren K�ahler-Mannigfaltigkeit (M;!) mit dem Quan-tenb�undel (L; h;r).Um nachzupr�ufen, da� es sich wirklich um eine approximative Quantisierung imSinne unserer Ausf�uhrungen von Abschnitt 2 handelt, sind zwei Dinge nachzupr�ufen.Zum einen m�ussen nichtkommutative Operatoren im Bildbereich auftreten. Dies ist



48 Quantisierungder Fall. Zum anderen mu� der Kommutator der Operatoren mit der Poisson-Klammer der Funktionen in einer asymptotischen Beziehung stehen. Dies bedeutetwir m�ussen eine Beziehung zwischen T (m)ff;gg und [T (m)f ; T (m)g ] �nden. Diese Aufgabewird in Abschnitt 6 gel�ost.Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung wurde von Berezin [13] f�ur beschr�anktekomplex-symmetrische Gebiete betrachtet. In diesen F�allen ist die Mannigfaltig-keit ein o�enes Gebiet im C n . Statt Schnitte in B�undel werden Funktionen, welchein Bezug auf ein geeignetes, von ~ abh�angiges, Integrationsma� integrierbar sind, be-trachtet. 1=~ entspricht der Tensorpotenz unserer B�undel. Die Toeplitz-Operatorenf�ur beschr�ankte symmetrische Gebiete in C n wurde ausgiebig von Upmeier in einerSerien von Arbeiten [199],[200],[201],[202], ... untersucht. Hierbei stand die vonihnen erzeugte C�-Algebra im Vordergrund des Interesses. Siehe hierzu auch diek�urzlich erschienene Monographie dieses Autors [203]. F�ur den Fall des C n selbstsiehe auch Berger und Coburn [15]. In der Folgezeit wurden auch etwas allgemei-nere homogene R�aume untersucht. In [A] wurden von Bordemann, Hoppe, Schallerund Schlichenmaier die h�oherdimensionalen komplexen Tori studiert. Klimek undLesniewski studierten in [136],[ 137] die Berezin-Toeplitz-Quantisierung auf der Ein-heitskreisscheibe und �ubertrugen mit Hilfe automorpher Formen die Resultate aufRiemannsche Fl�achen vom Geschlecht g � 2. In [138],[ 139] wurden dann �Uberla-gerungssituationen studiert. Von Borthwick, Lesniewski und Upmeier [34] wurdedie Berezin-Toeplitz-Quantisierung von Cartan-Gebieten studiert. Diese Technikenk�onnen auf super-Hermitesche R�aume �ubertragen werden. Siehe hierzu die Arbeitenvon Borthwick, Klimek, Lesniewski und Rinaldi [30],[31],[32], [33].Alle diese Untersuchungen befassen sich mit symmetrischen Gebieten. Im Ge-gensatz hierzu be�nden sich unsere K�ahler-Mannigfaltigkeiten [B] gerade in einemanderen Bereich der Theorie, im Bereich der beliebigen kompakten Mannigfaltigkei-ten. Nat�urlich gibt es �Uberschneidungen.Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung ist verwandt mit der Quantisierung unter Be-nutzung von Berezins koh�arenten Zust�anden. Im Abschnitt 5 (d) werde ich einenkurzen �Uberblick hierzu geben. Die Berezin-Toeplitz-Quantisierung pa�t auch inden Rahmen der \Prime-Quantization", welche auf der Naimark-Erweiterung ei-nes geeigneten \positive operator-valued measure" beruht. Sie wurde von Ali undDoebner [3], [2] entwickelt.



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 49(b) Der Zusammenhang zwischen geometrischer Quantisierungund der Berezin-Toeplitz-QuantisierungDer Quantenoperator Q(m)f , (bzw. der reskalierte Quantenoperator bQ(m)f ) und derToeplitz-Operator T (m)f operieren beide auf dem Raum der globalen holomorphenSchnitte �hol(M;Lm). Hier m�ochte ich beide in Beziehung zueinander bringen. MitHilfe des Skalarprodukts (5-2) auf den Schnitten kann man den Projektor �(m)explizit beschreiben. Sei k(m) := dim�hol(M;Lm) und sei s1; s2; : : : ; sk(m) einefestgehaltene Orthonormalbasis von �hol(M;Lm). Es gilt dann�(m) = k(m)Xj=1 jsjihsjj : (5-11)Hier verwende ich die einpr�agsame \bra" und \ket" Notation der Physiker. DieGleichung (5-11)bedeutet f�ur einen beliebigen Schnitt '�(m)(')(z) = k(m)Xj=1 jsj(z)ihsj j'i = k(m)Xj=1 hsj j'isj(z) :Ersetzt man das Skalarprodukt durch seine De�nition �uber das Integral, so ergibtsich die Darstellung mit Hilfe eines Integralkerns�(m)(')(z) = ZM 0@k(m)Xj=1 sj(z)h(m)�sj(w); '(w)�1A
(w) : (5-12)F�ur einen holomorphen Schnitt s gilt T (m)f s = �(m)(f � s). Daraus ergibt sich dieIntegralkerndarstellung des Toeplitz-Operators(T (m)f s)(z) = ZM k(m)Xi=1 h(m)�si(w); f(w)s(w)� � si(z) 
(w) : (5-13)Es sei erw�ahnt, da� der Projektionsoperator speziell in den F�allen die von Berezinuntersucht wurden eine weitere geschlossene Darstellung hat. Dabei sei vorausge-setzt, da� die K�ahler-Mannigfaltigkeit bis auf Komponenten niedriger Dimension inC n eingebettet ist. Die Metrik sei reellanalytisch und das K�ahler-Potential(4-28) global de�niert. Insbesondere ist dieses auch reellanalytisch. Wir schreiben



50 QuantisierungK(z) = K(z; z) und setzen K holomorph in der ersten Variablen und antiholo-morph in der zweiten Variablen fort. Damit erhalten wir die Funktion K(z; �w). DerProjektionsoperator schreibt sich dann als�(m)(')(z) = ZM '(w) exp �m�K(z; �w)�K(w; �w)��d�m(w; �w) (5-14)mit einem entsprechend skalierten Ma� d�m auf M .Zu�uck zum allgemeinen Fall. In der \bra-ket"Notation schreibt sichQ(m)f = k(m)Xi;j=1 jsiihsijP (m)f jsjihsj j ; (5-15)T (m)f = k(m)Xi;j=1 jsiihsijf jsjihsjj : (5-16)Die Symbole hsijAjsji sind die zugeh�origen Matrixelemente des Operators A undsind de�niert als hsi; Asji.Proposition 5.4. [Tuynman]Q(m)f = i � T (m)f� 12m�f = i �T (m)f � 12mT (m)�f � : (5-17)Hierbei ist der Laplace-Operator zu berechnen in Bezug auf die K�ahler-Metrik, wel-che aufgrund ! gegeben ist.Beweis. Nach (4-20) gilt �(m) = 1m�. Dies bedeutet: Ist (5-17) f�ur m=1 undjede K�ahler-Mannigfaltigkeit bewiesen, so gilt die Behauptung f�ur alle m. F�urm = 1 wurde die Behauptung von Tuynman durch Rechnung in lokalen Koordinatengezeigt [196]. In [A] wurde vom Autor zusammen mit Bordemann, Hoppe undSchaller allerdings ein koordinatenunabh�angiger Beweis gegeben. Diesen m�ochte ichhier wiedergeben. Gleichheit ist erbracht, falls f�ur je zwei holomorphe Schnitte s1; s2f�ur die zugeh�origen Matrixelemente gilt (die Indizes (1) werden weggelassen)hs1jPf js2i = i hs1jf � 12�f js2i :



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 51Es sei erinnert, da� Pf = �rXf + i f ist. Somit gen�ugt es zu zeigenhs1jrXf js2i = i2 hs1j�f js2i :Sei I die komplexe Struktur auf M , dann gilt f�ur jedes Vektorfeld, da� die (1; 0)bzw. (0; 1) Komponente gegeben wird durch 12 (X� i IX) , bzw. 12(X+ i IX) . DieVertr�aglichkeitsbeziehung \Zusammenhang mit komplexer Struktur" (4-22) besagtr 12 (X+ i IX)s2 = 0; bzw. rIXs2 = irXs2 :Mit (4-13) erh�alt manh(s1;rXf s2) = �h(s1;rI grad fs2) = �h(s1; irgrad fs2) = � ih(s1;rgrad fs2) :(5-18)Die Vertr�aglichkeitsbedingung \Metrik und Zusammenhang" (4-21) besagtd(h(s1; s2))(Xf)� h(s1;rXf s2) = h(rXf s1; s2) = ih(rgrad fs1; s2) : (5-19)Ziehen wir (5-19) von (5-18) ab, so ergibt sich2h(s1;rXf s2) = d(h(s1; s2))(Xf )� i �h(s1;rgrad fs2) + h(rgrad fs1; s2)� :Mit Hilfe der Vertr�aglichkeitsbedingungen kann dies umgeschrieben werden inh(s1;rXf s2) = 12d(h(s1; s2))(Xf)� i2 d(h(s1; s2))(grad f) :Diese Relation wird �uber ganz M integriert und ergibths1;rXf s2i = �12 ZM h(s1; s2) divXf 
+ i2 ZM h(s1; s2) div grad f 
 :Hierbei benutzten wir die Relation RM df(X) 
 = � RM f divX 
 , [1, p.153]. Nunist div grad f = �f und Xf als Hamiltonsches Vektorfeld nach untenstehendemLemma 5.5 divergenzfrei (immer alles in Bezug auf die Metrik, welche von derK�ahler-Form herkommt). �Ubrig bleibt genau die zu beweisende Formel. �



52 QuantisierungLemma 5.5. Hamiltonsche Vektorfelder Xf sind divergenzfrei in Bezug auf diesymplektische Volumenform.Beweis. Sei 
 die Volumenform, dann ist divXf de�niert �uber die Lie-Ableitungvon 
 in Richtung des Vektorfeldes Xf durch LXf
 = (divXf ) �
. Da dw = 0, giltf�ur die Lie-Ableitung der Form !LXf! = (iXf � d+ d � iXf )! = d � iXf (!) = d(!(Xf ; :)) = d(df(:)) = 0 :Aufgrund der Derivationseigenschaft somit LXf
 = 0. �Die Relation (5-17) ist �au�erst n�utzlich. Zum einen erlaubt sie es, die Ableitungenvon den variablen Schnitten in die feste zu quantisierende Funktion zu schieben.Dar�uberhinaus wird f�ur gro�e m der Anteil 12mT�f immer kleiner. F�ur m ! 1haben also T (m)f und Q(m)f dasselbe approximative Verhalten. Siehe Abschnitt 6 f�urdie genauen Aussagen.Bemerkung. Ausgehend von (5-17) hat Tuynman [196] vorgeschlagen, statt desOperators der geometrischen Quantisierung, den Toeplitz-Operator2 zur Funktionexp(� 12m�f) als Quantisierungsoperator zu betrachten.(c) Beispiele1. Die projektive Gerade P1. Dies entspricht der Riemannschen ZahlenkugelS2, bzw. der Riemannschen Fl�ache vom Geschlecht g = 0. Sei (U0; U1) die a�neStandard�uberdeckungU0 := f(z0 : z1) j z0 6= 0g; U1 := f(z0 : z1) j z1 6= 0g :Die Koordinate f�ur U0 sei z = z1=z0, die Koordinate f�ur U1 sei ! = z0=z1, dieKartenwechselabbildung sei w(z) = 1=z. Alle Objekte k�onnen als lokale Funktionenin der Karte U0 beschrieben werden. Die K�ahler-Form ist gegeben durch!0(z) = i(1 + zz)2 dz ^ dz : (5-20)2in unserer Sprechweise



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 53Das zugeh�orige Quantenb�undel ist genau das Hyperebenenb�undel L mit der�Ubergangsfunktion 1=z. Die globalen Schnitte in die B�undel Lm werden repr�asen-tiert durch die Funktionen < 1; z; z2; : : : ; zm >C . Es gilt dim�hol(M;Lm) = m+1.Die Metrik h(m) wird gegeben durch die Funktionĥ(m)(z) = 1(1 + zz)m : (5-21)Man veri�ziert sofort ! = i @@ log ĥ. Sind s1; s2 holomorphe Schnitte, repr�asentiertdurch die Polynome ŝ1; ŝ2, so gilt f�ur das Skalarprodukths1; s2i = ZP1 h(m)(s1; s2) ! = ZC ŝ1ŝ2(1 + zz)m i dz ^ dz(1 + zz)2 : (5-22)F�ur die spezielle Basis der Potenzen ergibt sich durch �Ubergang zu Polarkoordinatenz = re i' hzk; zli = 2� Z 10 r2k2r dr(1 + r2)m+2 � �k;l :Setzt man I(k;m) := Z 10 r2k2r dr(1 + r2)m+2 = Z 10 uk du(1 + u)m+2 ;so erh�alt man durch partielle Integration die RekursionI(k;m) = km+ 1 � I(k � 1;m� 1); und I(0;m� k) = 1m� k + 1 :Damit insgesamt hzk; zli = 2��mk��1 1m+ 1 � �k;l :Also bilden die Schnitte repr�asentiert durchsm+ 12� �mk� � zk; k = 0; 1; : : : ;m (5-23)eine Orthonormalbasis von �hol(M;Lm). Setzt man mit dieser ONB den Projek-tor (5-12) an, so erh�alt man nach Aufsummation die geschlossene Darstellung desProjektors (�(m)')(z) = m+ 12� ZC (1 + z�)m'(�)(1 + ��)m i d� ^ d�(1 + ��)2 : (5-24)



54 QuantisierungHierbei ist ' ein beliebiger Schnitt. F�ur den Toeplitz-Operator ergibt sich nach(5-13) (T (m)f s)(z) = m+ 12� ZC (1 + z�)mf(�)s(�)(1 + ��)m i d� ^ d�(1 + ��)2 : (5-25)Hier ist s ein holomorpher Schnitt. Man vergleiche dies mit (5-14).Am�usanterweise tritt dieses Beispiel bei den Physikern (oder besser bei manchenvon ihnen) seit kurzen unter dem Namen \fuzzy sphere" in Erscheinung [153],[102].2. Der eindimensionale komplexe Torus (g = 1). Hier ist M �= C =�, miteinem normierten zweidimensionalen Gitter � =< 1; � >Z. Insbesondere istIm � > 0. Die komplexe Struktur von M ist durch � �xiert. Die K�ahler-Form istgegeben durch !(z) = i�Im � dz ^ dz : (5-26)Die Variable z ist die globale Koordinate auf der �Uberlagerung C . O�ensichtlich ist! invariant unter den Translationen mit den Gitterelementen und de�niert somiteine K�ahler-Form auf dem Quotienten M . Ein zugeh�origes Quantenb�undel ist dasThetab�undel. Die Metrik h ist gegeben durch die lokale Funktionĥ = exp��(z � z)22 Im � � :Der Raum der globalen Schnitte ist eindimensional und wird durch die RiemannscheThetafunktion #(z; �) =Xn2Zexp(� in2� + 2�nz)erzeugt. Betrachtet man die Tensorpotenzen von L, so erh�alt man mit dem Satz vonvon Riemann-Roch dim�hol(M;Lm) = m. Eine Basis der Schnitte wird duch dieThetafunktionen mit Charakteristiken gegeben. Zur De�nition siehe etwa [D] oder[99]. Das B�undel L3 ist sehr ampel [99]. Alle Objekte (Schnitte, Metriken, etc.)auf M werden gegeben als Funktionen auf der �Uberlagerung C , welche das rich-tige Transformationsverhalten unter dem Gitter � haben (d.h. durch automorpheObjekte).



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 553. H�oherdimensionale komplexe Tori. Da ein quantisierbarer komplexer Torusprojektiv ist, haben wir es immer mit abelschen Variet�aten zu tun. Insbesondere ha-ben wir die gesamte Schlagkraft der Thetafunktionen zur Verf�ugung. Damit kann dieBeschreibung vom letzten Beispiel auf diesen Fall �ubertragen werden. Dies m�ochteich hier nicht tun. Entsprechende Berechnungen wurden in [A] ausgef�uhrt. Dortbeweisen wir f�ur diesen Fall auch die Approximationsaussagen f�ur die Quantenope-ratoren, da wir 1990 noch nicht den Beweis hatten, welcher f�ur beliebige kompakteK�ahler-Mannigfaltigkeiten funktioniert.4. Riemannsche Fl�achen vom Geschlecht g � 2. F�ur solche RiemannscheFl�achen M ist D := fz 2 C j jzj < 1g die universelle �Uberlagerung. Genauer kanndiese �Uberlagerung wie folgt beschrieben werden. Es seiSU(1; 1) := f� a bb a� 2 GL(2; C ) j jaj2 � jbj2 = 1g: (5-27)Die Elemente R von SU(1; 1) operieren durch gebrochen lineare Transformationenz 7! Rz := az + b�az +�b (5-28)auf D. Zu M gibt es eine Fuchssche Gruppe G, d.h. eine diskrete Untergruppe vonSU(1; 1) welche noch einige zus�atzliche Bedingungen erf�ullt [74], so da� M analy-tisch isomorph zum Orbitraum M �= D=G ist. Umgekehrt de�niert jede FuchsscheGruppe (ohne parabolische und elliptische Elemente) eine solche kompakte Rie-mannsche Fl�ache. Analog zum Torusfall werden alle Objekte durch Funktionen aufD mit entsprechendem Transformationsverhalten unter der Gruppe G beschrieben.D selbst ist eine (nichtkompakte) K�ahler-Mannigfaltigkeit mit der K�ahler-Form!(z) = 2 i(1� zz)2 dz ^ dz : (5-29)Man berechnet leicht R0(z) = (�bz + �a)�2 und damit weiter !(Rz) = !(z). Damitist ! invariant unter SU(1; 1) und de�niert deshalb eine K�ahler-Form !M auf M .Eine (holomorphe) Funktion f auf D hei�t automorphe Form zur Gruppe G vomGewicht 2k, falls f�ur alle R = � a b�b �a� 2 D giltf(Rz) = (�bz + �a)2kf(z) = R0(z)�kf(z) : (5-30)



56 QuantisierungDaraus folgt f(z)(dz)k = f(Rz)(d(Rz))k :Damit k�onnen die holomorphen Di�erentialformen vom Gewicht k, d.h. die Schnittein die k-fache Tensorpotenz des kanonischen B�undels K, mit den automorphen For-men vom Gewicht 2k identi�ziert werden. Das kanonische B�undel K (d.h. dasB�undel, welches die Di�erentiale (vom Gewicht 1) als Schnittgarbe hat) ist einQuantenb�undel zu (M;!). Die komplexe Struktur von M wird durch die Fuchs-sche Gruppe G bestimmt. F�ur eine generische Riemannsche Fl�ache vom Geschlechtg > 2 ist K bereits ampel. In jedem Fall wird aber K3 sehr ampel sein [160]. DerSatz von Riemann-Roch gibt die folgenden Ausagen �uber die Dimensionendim�hol(M;Km) = � g; m = 1;(2m� 1)(g � 1); m � 2 :Um die Metrik auf Km anzugeben, w�ahlen wir zuerst einen FundamentalbereichF � D der Gruppenaktion von G. Die Metrik ist de�niert durchh(';  )(z) = (1� zz)md'(z)d (z) : (5-31)Hierbei sind ' und  beliebige Schnitte und b' bzw. b deren Repr�asentanten auf D.Es ergibt sich h(';  )(z) = h(';  )(Rz), d.h. die Metrik ist wohlde�niert auf M .Ein Skalarprodukt auf dem Raum der Schnitte erh�alt man durch Integration von(5-31) mit dem Volumenma� �uber den Fundamentalbereichh';  i := ZF (1� zz)m b'(z) b (z)2 i dz ^ dz(1� zz)2 : (5-32)Bis auf einen skalaren Faktor ist dies das Peterssonsche Skalarprodukt der automor-phen Formen. Eine �aquivalente Beschreibung kann auch durch die obere HalbebeneH := fz 2 C j Im z > 0g anstatt D und SL(2;R) anstatt SU(1; 1) erhalten werden.5. Der projektive Raum. Sei Pn der komplexe projektive Raum mit den ho-mogenen Koordinaten (z0 : z1 : � � � : zn). Pn entsteht durch Quotientenbildung ausdem C n+1 n f0g unter der �Aquivalenzrelationz = (z0; z1; : : : ; zn) � z0 = (z00; z01; : : : ; z0n) ! es gibt ein � 2 C � : z = � � z0 :



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 57Sei U0 := f(z0 : z1 : � � � : zn) j z0 6= 0g eine a�ne Standardkarte. Auf dieser Kartehaben wir die lokalen Koordinaten wj = zj=z0; j = 1; : : : ; n. Die Fubini-Study-Form !FS (4-10) de�niert eine K�ahler-Struktur auf Pn. Dies ist die Standardstruk-tur des projektiven Raums. Die Form ist bis auf den Faktor � i die Kr�ummungsformdes Hyperebenenb�undels H. D.h. H ist ein Quantenb�undel. Die globalen holomor-phen Schnitte von Hm k�onnen mit den homogenen Polynomen vom Grad m in denn + 1 Variablen z0; z1; : : : ; zn identi�ziert werden. Auf obiger a�ner Karte ent-sprechen sie beliebigen Polynomen in den n Variablen w1; w2; : : : ; wn vom Grad� m. Das B�undel H ist dual zum tautologischen B�undel U . Die Faser von U�uber dem Punkt z 2 Pn besteht aus den Elementen in der �Aquivalenzklasse vonz. Die Metrik in C n+1 de�niert eine Metrik in U und somit auch auf H. Die Me-trik auf den Potenzen von H wird in der a�nen Karte gegeben durch die Funktion(1 +Pni=1 wi �wi)�m.6. Projektive K�ahler-Untermannigfaltigkeiten. Sei i : M ,! PN eine Unter-mannigfaltigkeit von PN (d.h. eine glatte projektive Variet�at). Durch Einschr�ankungder Fubini-Study-Form !FS auf M erhalten wir i�(!FS), eine K�ahler-Form auf M .Ebenfalls durch Einschr�ankung erhalten wir aus dem Hyperebenenb�undel H ein Ge-radenb�undel i�(H) = L. Die Schnitte der Tensorpotenzen Lm = (i�H)m = i�(Hm)werden ebenfalls durch die homogene Polynome in PN gegeben. Sie werden ledig-lich auf M eingeschr�ankt. Nat�urlich werden diese Einschr�ankungen im allgemeinennicht mehr linear unabh�angig sein. Die Form !FS ist (bis auf einen Faktor) dieKr�ummungsform c1(H). Es gilt c1(i�H) = i�(c1(H)). Dies bedeutet i�H ist einQuantenb�undel f�ur die Mannigfaltigkeit (M; i�(!FS)). Hierbei ist die Metrik auf Hebenfalls einzuschr�anken. Dies zeigt insbesondere, da� jede projektive Mannigfal-tigkeit quantisierbar ist (siehe die Feststellung 4.5).An dieser Stelle ist es notwendig, auf das folgende hinzuweisen. Ist (M;!) einequantisierbare Mannigfaltigkeit und L ein zugeh�origes Quantenb�undel, welches wirbereits als sehr ampel annehmen wollen. Die Schnitte de�nieren eine Einbettung� :M ,! PN ; mit ��H = L :Dies bedeutet M kann als projektive Untermannigfaltigkeit von PN aufgefa�t wer-den. Sei i : �(M) ,! PN die Inklusion der Bildmenge, so ist (�(M); i�(!FS))ebenfalls eine K�ahler-Mannigfaltigkeit, welche quantisierbar ist mit dem Quan-tenb�undel i�H = L0. O�ensichtlich vermittelt � einen analytischen Isomorphismus



58 Quantisierung� : (M;L)! (�(M); L0). Allerdings mu� dies nicht ein Isomorphismus in der Kate-gorie der K�ahler-Mannigfaltigkeiten sein. D.h. ! kann verschieden von i�(!FS) sein.Da c1(L) = c1(L0) wissen wir lediglich, da� ihre Kohomologieklassen identisch sind.Im Fall der Gleichheit der Formen sind die beiden K�ahler-Strukturen identisch, undwir k�onnen M als projektive K�ahler-Untermannigfaltigkeit von Pn au�assen.Da nat�urlich ! mit der Metrik g zusammenh�angt, hat dieses Problem mit der iso-metrischen Einbettung von komplexen Mannigfaltigkeiten zu tun, wie sie etwa vonCalabi [48] studiert wurde. Dort zeigt er auch, da� nicht jede komplexe algebraischeMannigfaltigkeit isometrisch eingebettet werden kann.(d) Berezins koh�arente Zust�andeF. Berezin entwickelte in den Jahren 1974-75 mit Hilfe seiner \koh�arentenZust�ande"3 einen interessanten Zugang zur Quantisierung. Die Grundlagen hierzuwurden in [12] entwickelt. Haupts�achlich erfolgte die Durchf�uhrung auf beschr�ank-ten symmetrischen Gebieten in C n , siehe [13]. Die Grundidee, welche ich im folgen-den n�aher beschreiben werde, ist den klassischen Phasenraum mit einem Hilbert-Raum in Verbindung zu bringen. Dies geschieht mit Hilfe eines \�ubervollst�andigenSystems von Zust�anden" aus diesem Hilbert-Raum. Dieses System von Zust�andensind die koh�arenten Zust�ande. Sie werden durch die Punkte des Phasenraums pa-rametrisiert. Nimmt man nun \Erwartungswerte" eines beschr�ankten Operators inBezug auf die koh�arenten Zust�ande, so erh�alt man eine komplexwertige Funktionauf dem Phasenraum. F�ur den Teilraum, der in dieser Art und Weise auftreten-den Funktionen (den kovarianten Symbolen), erh�alt man eine Quantisierungsabbil-dung. Desweiteren kann man durch das Produkt der Operatoren auf den zuge-ordneten Symbolen eine nichtkommutative, assoziative Algebrenstruktur erhalten(siehe (5-44)). In gewisser Weise ist dies ein dualer Proze� zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung. Dies wird durch (5-50) pr�azise gemacht. In [13] f�uhrt Berezin diesesProgramm f�ur beschr�ankte symmetrische Gebiete U in C n aus. Der Hilbert-Raumist hier der Raum der holomorphen Funktionen auf U (in Bezug auf ein geeigne-tes Ma�). Durch eine von ~ abh�angige Modi�kation des Ma�es erh�alt man eine~-Abh�angigkeit der gesamten Situation. F�ur diese Beispiele kann er zeigen, da� das3\Koh�arente Zust�ande" in verschiedenen Fassungen haben in der Mathematik und in der Physikeine reichhaltige Geschichte. Es sei hierzu auf den �Ubersichtsartikel [2] verwiesen.



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 59eingef�uhrte Produkt tats�achlich den Regeln (3-1) und (3-2) gen�ugt. Auch einige all-gemeinere K�ahler-Mannigfaltigkeiten werden von ihm betrachet. Kann man durchEntfernung eines Divisors D (am Beispiel P1 etwa D = f1g) die obige Situationerreichen, so kann man versuchen wie oben vorzugehen. Das Verhalten der Funktio-nen entlang des Divisors wird �uber das Ma� kontrolliert. So erh�alt man am BeispielP1, da� ~ nur die diskreten Werte �m , m 2 N , mit � 6= 0 einer feste Konstanten,annehmen kann.Eine konzeptionellere Betrachtungsweise der allgemeinen Situation wurde vonRawnsley [174] (siehe auch [44]) entwickelt. Diese m�ochte ich hier darstellen. Hier-bei konzentriere ich mich gleich auf kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten. Sei also(M;!) eine quantisierbare kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeit und (L; h;r) ein zu-geh�origes Quantenb�undel. Das B�undel L sei bereits als sehr ampel angenommen.4Sei � : L ! M die Projektion und L0 der Totalraum des B�undels ohne den Null-schnitt. Sei q 2 L0 festgehalten und s ein beliebiger holomorpher Schnitt desB�undels L. Durch die Auswertung des Schnittss 7! s(�(q)) = q̂(s) � q (5-33)ist eine Linearform q̂ : �hol(M;L) ! Cde�niert. Mit Hilfe des Skalarprodukts auf den globalen holomorphen Schnittengibt es nach dem Satz von Riesz5 genau einen holomorphen Schnitt eq mitheq; si = q̂(s); 8s 2 �hol(M;L) : (5-34)Ist sj; j = 1; : : : ; k := dim�hol(M;L) eine Orthonormalbasis des Schnittraums, sokann eq explizit geschrieben werden alseq = kXj=1 q̂(sj)sj : (5-35)Insbesondere ist also die AbbildungL0 ! �hol(M;L); q 7! eq (5-36)4Siehe die Bemerkung zu Beginn von Abschnitt 6.5Wie in [12], bzw. [174] gezeigt, funktioniert dies auch im Fall nichtkompakter K�ahlermannig-faltigkeiten.



60 Quantisierungeine C1-Abbildung. In der Tat ist sie sogar antiholomorph. Sei x = �(q) undq0 2 ��1(x) mit q0 6= 0, dann gilt q0 = cq mit einem c 2 C � . Aufgrund (5-33) folgtdann bq0 = c�1bq und weiter mit (5-34)ecq = �c�1 � eq : (5-37)W�are eq = 0, so w�urde dies bedeuten q̂ = 0, bzw. wegen (5-33), da� alle holomor-phen Schnitte bei �(q) verschwinden. Da L als sehr ampel vorausgesetzt war, istdies nicht m�oglich. Geht man �uber zum projektivierten Vektorraum P(�hol(M;L))bei dem skalare Vielfache der Schnitte identi�ziert werden, so sieht man, da� dieZuordnung x 7! [e��1(x)] wohlde�niert ist.De�nition 5.6. F�ur q 2 L0 hei�en die Schnitte eq 2 �hol(M;L) koh�arente Vekto-ren. F�ur x 2M hei�en die [e��1(x)] 2 P(�hol(M;L)) koh�arente Zust�ande.In Bezug auf die ONB der Schnitte ist obige Zuordnung gegeben alsx 7! eq 7! (q̂(s1) : q̂(s2) : ::: : q̂(sk)) = (s1(x) : s2(x) : ::: : sk(x)) ;da sj(x) = sj(�(q)) = q̂(sj) � q ist. Insbesondere ist dies gerade das antiholomorpheder \�ublichen" holomorphen Einbettung von M in Pk�1 mit Hilfe der Basis derglobalen holomorphen Schnitte des sehr amplen B�undels L. AlsoProposition 5.7. Die AbbildungM ! P(�hol(M;L)); x 7! [e��1(x)] (5-38)ist eine antiholomorphe Einbettung.Fa�t man M als Phasenraum eines mechanischen Systems auf, so wird dieserdadurch eingebettet in einen projektivierten Hilbert-Raum. Die Dynamik kannebenfalls in der Sprache dieser Einbettung beschrieben werden. Siehe hierzu etwa[162], [163], [10].Wir ben�otigen noch den folgenden OperatorP�(q) = jeq >< eqj< eq; eq > : (5-39)



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 61Aufgrund (5-37) h�angen die Operatoren nur von den Punkten auf M ab. O�en-sichtlich gilt P�(q) � P�(q) = P�(q) und damit handelt es sich um einen Projektor.Die Operatoren werden wiederum durch die Punkte auf der Mannigfaltigkeit para-metrisiert. Sie hei�en koh�arente Projektoren.Von Rawnsley wurde die Funktion�(�(q)) := jqj2heq; eqi; mit jqj2 := h(�(q))(q; q) (5-40)eingef�uhrt. Seien s1 und s2 zwei Schnitte. F�ur einen festen Punkt x = �(q) gilts1(x) = q̂(s1)q und s2(x) = q̂(s2)q und damith(s1; s2)(x) = q̂(s1) � q̂(s2) � jqj2 = hs1; eqiheq; s2ijqj2 = hs1; Pxs2i � �(x) : (5-41)Also durch Integration hs1; s2i = ZM hs1; P s2i�(x)
(x) : (5-42)Diese Eigenschaft hei�t �Ubervollst�andigkeit.De�nition 5.8. Sei B ein linearer Operator in �hol(M;L). Das kovariante(Berezin-)Symbol �(B) ist de�niert als die AbbildungM ! C ; x 7! �(B)(x) := Tr(B � Px) = heq; Beqiheq; eqi : (5-42)O�ensichtlich ist �(B) 2 C1(M). Mit (5-34) gilt heq; eqi = q̂(eq), bzw. heq; Beqi =q̂(Beq). Damit ist �(B) sogar reell-analytisch. Aus der De�nition folgt sofort�(B�) = �(B) : (5-43)Die Abbildung End(�hol(M;L))! C1(M); B ! �(B)ist injektiv (siehe [44], bzw. Prop. 8.7 und die Bemerkung nach Prop. 8.8) undhat als Bild einen linearen Unterraum A von C1(M). Auf diesem Unterraum derkovarianten Symbole kann ein assoziatives, nichtkommutatives Produkt durch�(A) � �(B) = �(A �B) (5-44)



62 Quantisierungeingef�uhrt werden. Um das Produkt explizit beschreiben zu k�onnen, f�uhren wir daskovariante 2-Punktsymbol�(B)(�(q); �(q0)) = heq0 ; Beqiheq0 ; eqi (5-45)ein. Es ist wohlde�niert auf einer dichten o�enen Teilmenge vonM �M , welche dieDiagonale enth�alt. Es ist die analytische Fortsetzung des reell-analytischen kovari-anten Symbols. Es ist antiholomorph in der ersten und holomorph in der zweitenVariablen. Desweiteren sei die (reell-analytische) Zweipunktfunktion durch (�(q); �(q0)) = heq0 ; eqiheq; eq0iheq; eqiheq0 ; eq0i (5-46)de�niert. Es sei x = �(q) und y = �(q0). Dann gilt�(A �B)(x) = heq; A �B eqiheq; eqi = hA�eq; B eqiheq; eqi= ZM h(A�eq; Beq)(y) 
(y)heq; eqi = ZM hA�eq; eq0iheq0 ; Beqi jq0j2
(y)heq; eqi= ZM �(A)(y; x)�(B)(x; y) �  (x; y) � �(y)
(y) :Hierbei wurde (5-41),(5-45) und (5-46) benutzt.Um von diesem globalen Bild in das Bild zu kommen, das Berezin benutzt, w�ahltman einen Schnitt s0 2 �hol(M;L), s0 6� 0. Sei U =M n (s0), die o�ene Teilmenge,auf der der Schnitt nicht verschwindet. Auf U kann jeder Schnitt s beschrieben wer-den als s(x) = ŝ(x)s0(x) mit einer holomorphen Funktion ŝ auf U . Die Zuordnungs! ŝ de�niert eine Isometrie von �hol(M;Lm) auf den L2-Raum der holomorphenFunktionen auf U in Bezug auf das Ma� � = h(s0; s0)
.Zur�uck zur globalen Beschreibung. Wir f�uhren das modi�zierte Ma�
�(x) = �(x) �
(x)ein. Das kontravariante (Berezin-)Symbol ��(B) eines Operators B ist de�niert durchdie Darstellung des Operators als Integral (falls diese Darstellung existiert)B = ZM ��(B)(x)Px
�(x) : (5-47)



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 63Proposition 5.9. Das kontravariante Symbol ��(Tf ) des Toeplitz-Operator Tf zurFunktion f ist die Funktion selbst ��(Tf ) = f : (5-48)Beweis. Sei B = RM f(x)Px
�(x) der Operator mit kontravariantem Symbol f .F�ur zwei holomorphe Schnitte s1 und s2 gilths1; Bs2i = ZM f(x)hs1; Pxs2i
�(x) :Nach (5-41) und (5-9)hs1; Bs2i = ZM f(x)h(s1(x); s2(x))
(x) = ZM h(s1(x); f(x)s2(x))(x)
(x)= hs1; fs2i = hs1; Tfs2i :Also B = Tf . �Aufgrund ihrer De�nition h�angen die kovarianten und kontravarianten Symboleeines Operators B �uber die Zweipunktfunktion (5-46) in folgender Weise zusammen�(B)(x) = Z ��(B)(y) (x; y)
�(y) : (5-49)F�uhrt man auf End(�hol(M;L)) die Hilbert-Schmidt-Norm hB;Ci := Tr(B� � C)und auf dem Raum der Funktionen die L2-Norm in Bezug auf das Ma� 
� ein, sogiltProposition 5.10. Die Toeplitzabbildung f ! Tf und die kovariante Symbolab-bildung B ! �(B) sind zueinander adjungiert:hB; Tfi = h�(B); fi� : (5-50)Beweis. Sei B 2 End(�hol(M;L)) so berechnet sichhB; Tfi = Tr(B� � Tf ) = Tr(B� ZM f(x)Px
�(x)) = ZM f(x) Tr(B� � Px)
�(x)= ZM f(x)�(B�)
�(x) = ZM �(B)(x)f(x)
�(x) = h�(B); f(x)i� : �



64 QuantisierungIm nichtkompakten klassischen Fall siehe Unterberger und Upmeier f�ur das ent-sprechendes Resultat [198]. In [11] �ndet sich �uber das Symbolkalk�ul mehr Infor-mation .Weiter unten werde ich ein Kriterium daf�ur angeben, wenn die �-Funktion vonRawnsley konstant ist. In diesem Fall ist die Modi�kation des Ma�es irrelevant. Esgilt allgemein (siehe [44, p.55])TrA = ZM �(A)�(x) 
(x) : (5-51)Spezialisieren wir dies f�ur die Identit�at (hat Symbol 1), so erhalten wirdim�hol(M;L) = ZM �(x) 
(x) :Insbesondere gibt die Hirzebruch-Riemann-Roch-Formel Aussagen �uber den Wertdes Integrals (beachte L ist als sehr ampel vorausgesetzt). Ist � konstant, so ergibtsich � = dim�hol(M;L)volM : (5-52)Allgemein erhalten wir mit der Darstellung (5-35)�(x) = jqj2heq; eqi = jqj2 kXj=1 jq̂(sj)j2 = kXj=1 jq̂(sj)j2h(x)(q; q) = kXj=1 h(sj ; sj)(x) :(5-53)Um einen zus�atzlichen Parameter ~ zu erhalten, f�uhrt man nun alles f�ur dieTensorpotenzen Lm aus und setzt ~ = 1m . Dies ergibt koh�arente Vektoren e(m)q ,Zust�ande [e(m)q ], Projektoren P (m)x , �(m), etc.. Die koh�arenten Symbole de�nie-ren wiederum einen Unterraum A~ von C1(M). Auf diesem Unterraum ist einentsprechendes Produkt �~ de�niert. Man m�ochte jetzt wiederum ein Korrespon-denzprinzip (3-1) und (3-2) wie bei den Sternprodukten erreichen. F�ur den Fall,da� eine quasiglobale Koordinatenumgebung existiert, wurde unter entsprechendenVoraussetzungen dies von Berezin in [13, Thm. 2.38 und Thm. 2.39] ausgef�uhrt.Um durch diesen Proze� Sternprodukte im kompakten Fall einf�uhren zu k�onnen,erweist sich die Konstanz von � als wichtige Voraussetzung. In diesem Fall zeigenCahen, Gutt und Rawnsley [44],[45] da� f�ur m � m0 der Raum A1=m als Teilraum



5. Berezin-Toeplitz-Quantisierung 65von A1=m0aufgefa�t werden kann. Desweiteren ist A := Sm2NA1=m eine dichteUnteralgebra (unter punktweiser Multiplikation) von C1(M).F�ur den projektiven Raum (Abschnitt 5 (c), Bsp. 5) erhalten wir in Verallgemei-nerungen der Rechnungen, die f�ur die projektive Gerade ausgef�uhrt wurden, da��(x) konstant ist. Zur Illustration ergibt sich etwa im Fall des P1 (siehe (5-23)) mitder Darstellung (5-53)�(m)(x) = mXl=0 1(1 + zz)m m+ 12� �ml �zl � zl = m+ 12� :Ist M eine projektive K�ahler-Untermannigfaltigkeit mit der induzierten K�ahler-Struktur, Metrik, etc., die vom Pn herkommt, dann ist �(m) ebenfalls eine Konstante.Umgekehrt wurde in [44] gezeigt, da� falls �(m) eine Konstante ist, die Einbettungvia der globalen Schnitte die K�ahler-Struktur respektiert, also eine isometrische Ein-bettung ist. Deshalb ist es nicht weiter verwunderlich, da� ein Zusammenhang mitCalabis \diastatic function" besteht [45]. Es sei noch erw�ahnt, da� in [45] f�ur kom-pakte, homogene K�ahler-Mannigfaltigkeiten, in [46] f�ur die Einheitskreisscheibe undin [47] f�ur beschr�ankte symmetrische Bereiche mit dieser Methode Sternproduktekonstruiert werden. Siehe auch Karabegov [127],[129] in diesem Zusammenhang.Beispiel 5.11. Zur Illustration seien die koh�arenten Zust�ande f�ur P1 berechnet.Wir arbeiten in der Trivialisierung durch die a�ne Standardkarte und betrachtendas B�undel Hm. Es sei  der Schnitt, der durch die Funktion 1 repr�asentiert wird.Desweiteren sei q 2 Hm0 �uber w immer so gew�ahlt, da� q =  (w). In Bezug auf  l�a�t sich die orthonormale Schnittbasis bescheiben durchsk(z) =sm+ 12� �mk� zk  : (5-54)Setzen wir in (5-54) z = w, so erhalten wir q̂(sk) =qm+12� �mk �wk . Alsoe (w) = m+ 12� mXk=0�mk� �wkzk  (z) = m+ 12� (1 + �wz)m  (z) : (5-55)F�ur das Quadrat der Norm ergibt sich unter Benutzung von (5-23)he (w); e (w)i = �m+ 12� �2 ZM (1 + w�z)m(1 + �wz)m(1 + �zz)m 
(z)= �m+ 12� �2 mXk=0�mk�2 �wk �wk ZM �zkzk(1 + �zz)m 
(z) = m+ 12� (1 + �ww)m :



66 Quantisierung
6. Die Approximationss�atze zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung(a) Die ResultateIn diesem Kapitel wollen wir Approximationss�atze f�ur die Berezin-Toeplitz-Quantenoperatoren T (m)f herleiten. Dies sollen Approximationss�atze sein in demSinne, da� f�ur den \klassischen Limes" m!1 (bzw. ~m := 1m ! 0) die klassischeInformation �uber die Poisson-Algebra zur�uckerhalten wird. Der erste Satz besagt,da� asymptotisch die T (m)f sich normm�a�ig wie f verhalten. Der zweite Satz bringtden Kommutator zweier Toeplitz-Operatoren T (m)f und T (m)g in Bezug zur Poisson-Klammer ff; gg. Im Abschnitt 7 werde ich diese S�atze weiter ausbauen und dieExistenz eines induzierten Sternprodukts herleiten. Im Abschnitt 8 werde ich sie inZusammenhang bringen mit einem generellen Approximationsschema, welches vonBordemann, Hoppe, Schaller und dem Autor in [A] vorgeschlagen wurde.Es sei an die Generalvoraussetzung erinnert, da� (M;!) eine kompakteK�ahler-Mannigfaltigkeit mit amplen Quantenb�undel (Q; h;r) ist. Zus�atzlichm�ochte ich voraussetzen, da� L bereits sehr ampel ist. D.h. L soll bereits dieEinbettung vonM in einen projektiven Raum �uber seine globalen Schnitte erm�ogli-chen. Dies ist keine entscheidende Einschr�ankung. Ist L ampel, so gibt es einm0, so da� Lm0 sehr ampel ist. Durch Reskalierung der K�ahler-Form ist (M;m0 !)eine quantisierbare K�ahler-Mannigfaltigkeit und (Lm0 ; h(m0);r(m0)) ein zugeh�origesQuantenb�undel.1 Damit sind wir in der angenommenen Situation. F�ur die globa-len Schnitte s1; s2 2 �hol(M;Lm) haben wir das von h(m) induzierte Skalarprodukth::; ::i (5-2), bzw. die zugeordnete Norm jj:::jj. F�ur die Funktionen f 2 C1(M)haben wir die sup-Norm jjf jj1. F�ur die Operatoren A 2 End(�1(M;Lm)), bzw.A 2 End(�hol(M;Lm)) haben wir die zugeordnete Operatornorm (5-4). Die folgen-den zwei Theoreme sind Ergebnisse einer gemeinsamen Arbeit mit Eckhard Mein-1Die zugrundegelegte komplexe Mannigfaltigkeit �andert sich nicht.



6. Die Approximationss�atze zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung 67renken und Martin Bordemann [B].Theorem 6.1. SeiM eine kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeit und f 2 C1(M) einebeliebige Funktion. Dann existiert f�ur die Familie der Toeplitz-Operatoren T (m)f zuf ein C > 0 derart, da�jjf jj1 � Cm � jjT (m)f jj � jjf jj1 f�ur m!1 : (6-1)Insbesondere gilt limm!1 jjT (m)f jj = jjf jj1 : (6-2)Theorem 6.2. Sei M eine kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeit und f; g 2 C1(M)beliebige Funktionen. Dann erf�ullt die Familie der Kommutatoren der Toeplitz-Operatoren T (m)f und T (m)g die Asymptotikjjm i [T (m)f ; T (m)g ]� T (m)ff;ggjj = O( 1m ) f�ur m!1 : (6-3)Einen Weg diese Approximationss�atze zu zeigen ist es, eine Orthonormalbasis derglobalen holomorphen Schnitten von Lm explizit anzugeben, den Projektionsopera-tor hinzuschreiben und dann die Norm des Toeplitz-Operators explizit auszurechnen.In [A] wurde dies von Bordemann, Hoppe, Schaller und dem Autor im Fall der kom-plex n-dimensionalen Tori unter Benutzung von Thetafunktionen getan. Der Fallder Riemannschen Zahlenkugel wurde vom Autor ausgef�uhrt (nicht publiziert). DenFall kompakter Riemannscher Fl�achen vom Geschlecht g � 2 behandelten Klimekund Lesniewski [137] mit Hilfe automorpher Formen. In all diesen F�allen war esm�oglich die Objekte mit Hilfe von Funktionen auf �Uberlagerungen zu beschreibenund die expliziten Rechnungen dort auszuf�uhren. Es ist nicht verwunderlich, da�diese Technik auch f�ur nichtkompakte symmetrische Gebiete funktioniert. Entspre-chende Approximationss�atze wurden f�ur den Fall der Einheitskreisscheibe D vonKlimek und Lesniewski [136] gezeigt. Dieselben Autoren studierten in [138] durch�Uberlagerungstechniken auch weitere o�ene Riemannsche F�achen mit abelscher Fun-damentalgruppe. F�ur irreduzible, beschr�ankte symmetrische Gebiete wurden dieApproximationss�atze durch Borthwick, Lesniewski und Upmeier in [34] gezeigt. Ent-sprechende Resultate f�ur Hermitesch-symmetrische Supermannigfaltigkeiten wurdenvon Borthwick, Klimek, Lesniewski und Rinaldi [30],[ 32] gezeigt.



68 QuantisierungF�ur beliebige kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten gibt es keine Chance, in dieserArt zum Ziel zu kommen. Unser Zugang ist hier ein vollkommen anderer. Wirgruppieren die T (m)f zu einem globalen Objekt zusammen und wenden die Theorieder Toeplitz-Operatoren, wie sie von Boutet de Monvel und Guillemin [35], [105]entwickelt wurde, an, um die beiden Theoreme zu beweisen. Dies wird in denn�achsten beiden Unterabschnitten geschehen.Proposition 6.3. Es gilt limm!1 jj [T (m)f ; T (m)g ] jj = 0 : (6-4)Beweis. Aus Thm. 6.2 folgt mit der linken Seite der Dreiecksungleichung���mjj [T (m)f ; T (m)g ] jj � jjT (m)ff;ggjj��� � jjm i [T (m)f ; T (m)g ]� T (m)ff;ggjj = O( 1m ) :F�ur m ! 1 gilt nach Thm. 6.1 jjT (m)ff;ggjj ! jjff; ggjj1, bleibt also endlich. Damitmu� jj [T (m)f ; T (m)g ] jj eine Nullfolge sein. �Mit jj::jjm bezeichnen wir die reskalierte Operatornorm 1m jj::jj.Theorem 6.4. F�ur die reskalierten Operatoren der geometrischen QuantisierungbQ(m)f haben wir das folgende Approximationsverhalten:limm!1 jj bQ(m)f jjm = jjf jj1 ; (6-5)limm!1 jj [ bQ(m)f ; bQ(m)g ]� bQ(m)ff;ggjjm = 0 : (6-6)Beweis. Aufgrund Prop. 5.4 haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen denbeiden Quantenoperatoren bQ(m)f = imT (m)f � i2T (m)�f : (6-7)F�ur die Normen gilt damit die Absch�atzung����jjT (m)f jj � 12m jjT (m)�f jj���� � jj bQ(m)f jjm � jjT (m)f jj+ 12m jjT (m)�f jj :



6. Die Approximationss�atze zur Berezin-Toeplitz-Quantisierung 69Aufgrund Thm. 6.1 bleibt f�ur m ! 1 auf beiden Seiten lediglich jjf jj1. Also dieBehauptung (6-5).Es gilt[ bQ(m)f ; bQ(m)g ] = �m2[T (m)f ; T (m)g ]+m2 [T (m)f ; T (m)�g ]+m2 [T (m)�f ; T (m)g ]� 14 [T (m)�f ; T (m)�g ] :Damit berechnet sichjj [ bQ(m)f ; bQ(m)g ]� bQ(m)ff;ggjjm � jj �m[T (m)f ; T (m)g ]� iT (m)ff;ggjj+ jjA(m)jjmit A(m) := 12 [T (m)f ; T (m)�g ] + 12 [T (m)�f ; T (m)g ]� 14m [T (m)�f ; T (m)�g ] + i2mT (m)�ff;gg :Mit Thm. 6.2 (f�ur den ersten Normanteil) und mit Prop. 6.3, bzw. Thm. 6.1 (f�urden zweiten Normanteil) folgt die Behauptung (6-6). �Dieses Theorem besagt, da� bQ(m) \approximativ" ein Lie-Homomorphismus vonP(M) nach End(�hol(M;Lm)) ist. Diesen Punkt werde ich in Abschnitt 8 vertiefen.�Uber die Toeplitz-Operatoren kann noch mehr gesagt werden.Proposition 6.5. Seien f1; f2; : : : ; fr 2 C1(M), dann gilt:(a) jjT (m)f1:::fr � T (m)f1 � � �T (m)fr jj = O(m�1) (f�ur m!1) : (6-8)(b) Sind die fi reellwertig, so gilt1dim�hol(M;Lm)Tr (T (m)f1 � � �T (m)fr ) = 1vol(M) Z f1 � � � fr 
+ O(m�1) : (6-9)Hierzu werde ich in Abschnitt (b) ebenfalls den Beweis geben. Ohne Beweism�ochte ich aus [B] zitierenProposition 6.6. Sei zu f 2 C1(M), der Zeitentwicklungsoperator gegeben alsU (m)(t) = exp(� i mtT (m)f ) . Bezeichne F t den Hamiltonschen Flu� zu f , danngilt jjU (m)(t)T (m)g U (m)(�t)� T (m)(F t)�gjj = O(m�1) (f�ur m!1) : (6-10)



70 Quantisierung(b) Beweis von Theorem 6.2Vom Quantenb�undel (L; h) gehen wir �uber zum dualen B�undel(U; k) := (L�; h�1). In Bezug auf die Metrik k haben wir im Totalraum U dasKreisb�undel Q := f� 2 U j k(�; �) = 1 g ;welches das Diskb�undel D := f� 2 U j k(�; �) < 1 gberandet. Wir bezeichnen die jeweiligen Projektionen U ! M , Q ! M , D ! Mmit � falls klar ist, welche gemeint ist. Ansonsten ben�utzen wir �U etc. . F�ur M =PN ist U das tautologische B�undel, d.h. das B�undel dessen Faser �uber dem Punktz 2 PN durch die Gerade gegeben ist, welche durch den Punkt z repr�asentiert wird.Insbesondere kann der Totalraum U ohne Nullschnitt mit C N+1 n f0g identi�ziertwerden. F�ur den Totalraum eines B�undels E ohne den Nullschnitt werde ich dieNotation E n 0 benutzen.Ist M eine quantisierbare K�ahler-Mannigfaltigkeit mit sehr amplen B�undel Lund dazu dualen B�undel U , so kannM durch die Schnitte von L eingebettet werdennach PN mit einem geeigneten N , i :M ,! PN . Via dieser Einbettung kann der To-talraum U aufgefa�t werden als abgeschlossene komplexe Untermannigfaltigkeit desTotalraums des tautologischen B�undels UPN des PN . Somit kann U n0 als Unterman-nigfaltigkeit von C N+1 n f0g aufgefa�t werden. Bildet man den Nullschnitt (�= M)auf 0 2 C N+1 ab, so erh�alt man eine Untervariet�at, den a�nen Kegel zur Variet�ati(M). Die Singularit�at bei f0g ist normal. Dies bedeutet, da� die Funktionentheorieauf der Einbettung U ,! UPN bereits durch U n 0 ,! UPN n 0 ,! C N+1 beschreibbarist. Wie in Abschnitt 5 (c), Beispiel 6, ausgef�uhrt, bedeutet die Einbettung je-doch nicht, da� die Metrik auf U mit der eingeschr�ankten Standardmetrik von UPN�ubereinstimmt. Im allgemeinen werden sogar die Kr�ummungsformen verschiedensein.Die Funktion ~k(�) := k(�; �) ist eine reellwertige Funktion auf dem TotalraumU . Auf einer lokalen Trivialisierung des B�undels U kann ~k ausgedr�uckt werden als~k(�)j = k̂(z) � �ss;



6. Approximationss�atze 71mit den (lokalen) Koordinaten z auf M , der (holomorphen) Koordinate s in Fa-serrichtung und der reellwertige Funktion k̂ auf M , welche die Metrik k in demgew�ahlten Koordinatensystem (z; s) beschreibt. Das Diskb�undel ist ein strikt-pseudokonvexes Gebiet (zur De�nition siehe etwa [108, p.262], [98, p.42]). Es giltn�amlich ~k(�) < 1 ! � 2 D n 0; ~k(�) = 1 ! � 2 Q :Desweiteren ist@zi~k = @zi k̂ � �ss; @�zi~k = @�zi k̂ � �ss; @s~k = k̂�sds; @�s~k = k̂sd�s :Da k̂(z) 6= 0 und �ss 6= 0, kann d~k auf Q eingeschr�ankt nicht verschwinden.In Bezug auf die komplexe Struktur von U setzen wir~� = 12 i (@ log ~k � @ log ~k) : (6-11)Da ~k reell ist, ist dies eine reelle Form. In den Koordinaten (z; s) berechnet sich~� zu ~� = 12 i (@z � @�z) log k̂(z) + 12 i 1�ss (�sds� sd�s) :Geht man in Faserrichtung �uber zu reellen Koordinaten s = re i', so ergibt sich~� = 12 i (@z � @�z) log k̂(z) + d' : (6-12)Die Form ~� eingeschr�ankt auf Q sei mit � bezeichnet. Insbesondere ist � nicht aus-geartet. Sei d = @z+@�z+@' der totale Ableitungsoperator auf der MannigfaltigkeitQ. Wir berechnend� = 12 i (@z + @�z)(@z � @�z) log k̂(z) + @'(d') = � i @�z@z log k̂(z) : (6-13)Aufgrund der Quantisierungsbedingung hatten wir in (4-27)! = i @@ log ĥ = � i @@ log k̂ :Somit erhalten wir nach Zur�uckziehen via � auf Q die Beziehungd� = ��! : (6-14)



72 QuantisierungAuf Q ist eine Volumenform gegeben durch2� = 12� (d�)n ^ � = 12���(!)n ^ � = 12���
 ^ � : (6-15)Aus (6-12) folgt lokal �j = ��(
j)^ d', damit ist � nirgends ausgeartet auf Q. DieForm � ist somit eine Kontaktform f�ur Q. Wir betrachten den L2-vervollst�andigtenRaum L2(Q; �) der Funktionen auf dem Kreisb�undel in Bezug auf diese Volumen-form. Der verallgemeinerte Hardy-Raum H ist der Abschlu� des Raums der Funk-tionen aus L2(Q; �), welche zu holomorphen Funktionen auf dem ganzen Diskb�undelfortsetzbar sind. Der verallgemeinerte Szeg�o-Projektor ist die Projektion� : L2(Q; �)!H : (6-16)Sei w = (w0; w1; : : : ; wN ) 2 C N+1 und c 2 C � , so operiert C � durch Multiplikationauf c : w = (cw0; cw1; : : : ; cwN ) auf C N+1 . Schr�anken wir die Aktion auf Q undauf c 2 S1 ein, wird Q ein S1-B�undel. In den lokalen holomorphen Koordinaten(z; s) f�ur U n0 wird die Aktion durch c:(z; s) = (z; cs) gegeben. Die Tensorpotenzenvon U k�onnen als assozierte Geradenb�undel aufgefa�t werden. Die Schnitte � desB�undels Lm = U�m werden identi�ziert mit den Funktionen ~� auf Q, welche die�Aquivarianzbedingung ~�(c�) = cm ~�(�)erf�ullen. Der Unterraum H bleibt erhalten bei der S1-Aktion. Wir benutzen wie-derum die lokalen holomorphen Koordinaten (z; s) und schreiben s = r(z)e i'. DiePunkte von Q sind gegeben durch k(�; �) = 1. Dies bedeutet k̂(z)�ss = 1, bzw.k̂(z) � r2(z) = 1 : (6-17)Sei ~� eine Funktion auf Q. In diesen Koordinaten kann sie als Fourierreihe~�(�)j = Xm2Z~am(z; r(z))e im' (6-18)geschrieben werden. Sei c = e i 2 S1. Die Relation ~�(c�) = �(c)~�(�) bedeutet~�(c�)j = Xm2Z~am(z; r(z))e im('+ ) = Xm2Z�(c)~am(z; r(z))e im' :2(d�)n := d� ^ d� ^ : : : ^ d� (n-mal)



6. Approximationss�atze 73D.h. ~am(z; r(z))e im = �(c)~am(z; r(z)). Aus ~am 6= 0 folgt �(c) = cm. Diesbedeutet zum einen, da� nur solche �(c) = cm auftreten k�onnen. Andererseits gibt�(c) = cm aber auch vor, da� ~� notwendigerweise von der Form ~� = ~�m(�)j =~am(z; r)e im' ist. Dr�ucken wir ~�m mit Hilfe von s aus, erhalten wir die Darstellung~�m(�)j = âm(z) � sm :Damit ist ~�m genau dann fortsetzbar auf das Diskb�undel D, falls m � 0 ist. DieFunktion ~�m ist holomorph genau dann, wenn die âm(z) holomorph in z ist. DerUnterraum der holomorph fortsetzbaren Funktionen l�a�t sich deshalb schreiben alsdie vervollst�andigte direkte Summe H = P1m=0H(m). Dabei operiert c 2 S1 aufH(m) durch Multiplikation mit cm. Durch�m : ~�m 7! âm(z) = �̂mwird ein Schnitt �m des B�undels Lm durch seine lokalen Repr�asentanten gegeben.Eingeschr�ankt auf die holomorphen Funktionen erhalten wir somit eine Isomorphie�m : H(m) ! �hol(M;Lm) : (6-19)Im Fall PN ist diese Beziehung nichts anderes, als die Identi�kation der globalenSchnitte in das m-fache des Hyperebenenb�undels mit den homogenen Polynom-funktionen vom Grad m auf C N+1 .Beide R�aume besitzen ein Skalarprodukt.Proposition 6.7. (a) Die kanonische Abbildung �m : H(m) ! �hol(M;Lm) isteine Isometrie.(b) Die Raume H(m) und H(n) f�ur n 6= m sind orthogonal in L2(Q; �).Beweis. Sei ~�1; ~�2 2 H(m). Wir haben zu zeigenZQ ~�1(�)~�2(�)�(�) = h�1; �2i :Schreiben wir wiederum alles in einer lokalen Karte (z; s) so gilt f�ur den Integranden12� �̂1(z)�sm�̂2(z)sm(��
 ^ �) = 12� �̂1(z)�̂2(z)r2m(��
 ^ �) : (6-20)



74 QuantisierungDie explizite Form von � in den lokalen Koordinaten zeigt aber ��
^� = ��
^d'.F�uhren wir die '-Integration aus, so verschwindet 1=2�. Aufgrund (6-17) folgtr2(z) = (k̂(z))�1 = ĥ(z). Also ergibt sich der Integrand der M -Integration zu�̂1(z)�̂2(z)r2m
 = (ĥ(z))m�̂1(z)�̂2(z)
 = h(m)(�1; �2)(z)
 :Integration �uber M liefert nun das Ergebnis.(b) Sei ~�1 2 H(m) und ~�2 2 H(n) mit n 6= m. Im Integranden (6-20) erhalten wirals zus�atzlichen Term den Ausdruck e i'(n�m). Bei der Integration �uber ' ergibtsich Null, d.h. die Orthogonalit�at. �Von Boutet de Monvel und Guillemin wurde in [35], [105] das Konzept einerToeplitz-Struktur (�;�) entwickelt. Unsere Situation ist ein Beispiel hierf�ur (siehe[35]). Ich m�ochte hier nicht die allgemeine Theorie darlegen, sondern nur darstellen,was gebraucht wird. Bei uns ist � der von � erzeugte positive Kegel in T �Q� = f t�(�) j � 2 Q; t > 0 g � T �Q n 0 (6-21)und � ist der obige Projektor (6-16). Auf dem Kotangentialb�undel T �Q haben wirdie kanonische symplektische Struktur !0. Diese wird in folgender invarianten Weisede�niert:3 Sei N eine beliebige Mannigfaltigkeit, T �N das Kotangentialb�undel und� : T �N ! N die Projektion. Desweiteren sei �� : T �N ! T �(T �N) die induzierteAbbildung. Die Zuordnung x 7! ��(x) de�niert eine 1-Form � auf T �N . Sindqi ; i = 1; : : : ; n Koordinaten auf N , so k�onnen die Schnitte ins Kotangentialb�undelgegeben werden als Di�erentiale�(q) = p1(q)dq1 + p2dq2 + � � �+ pndqn :Die Elemente in T �N k�onnen deshalb lokal beschrieben werden mit Hilfe der Koor-dinatentupel ((q1; q2; : : : ; qn); (p1; p2; : : : ; pn)) :Diese Koordinaten hei�en \kanonische Koordinaten". In Bezug auf diese kanonischeKoordinaten ist die Form � gegeben als�j = nXi=1 pidqi :3Ich benutzte die Konventionen von Abraham-Marsden [1].



6. Approximationss�atze 75Die kanonische 2-Form !0 ist de�niert durch!0 := �d� ; (6-22)mit d dem Di�erentialoperator der totalen Ableitung auf T �N . In kanonischenKoordinaten berechnet sichw0j = �Xi dpi ^ dqi =Xi dqi ^ dpi :Diese Form de�niert die symplektische Struktur auf T �N . Es sei daran erinnert(siehe Abschnitt 2), da� damit eine Poisson-Struktur auf T �N induziert wird. Inlokalen Koordinaten lautet sieff; ggj = nXi=1 � @f@qi @g@pi � @f@pi @g@qi� :Zur�uck zu unserer Situation. Da Q strikt-pseudokonvex ist, ist, wie in [105,p.249]ausgef�uhrt, der Kegel � eine symplektische Untermannigfaltigkeit von T �Q. D.h. dieEinschr�ankung von !0 auf � ist nicht ausgeartet und de�niert eine symplektischeStruktur.Proposition 6.8. Sei �� : �! Q!M die zusammengesetzte Projektion, so giltf�ur alle f; g 2 C1(M) f���f; ���gg� = �1t ����ff; gg� : (6-23)Beweis. Sei � die obige 1-Form auf Q. Wir k�onnen sie als Abbildung � : Q! T �Qau�assen. Es gilt ��(�) = � [1, p.179]. Somitd(���) = ��(d�) = ���(!0) :Insgesamt also ��(!0) = �d�. Sei t eine feste positive, reelle Zahl, so erhalten wiraufgrund (6-14) f�ur � 2 Q!0(t�(�)) = (t�)�(!0)(�) = �d(t�)(�) = �t��Q!(�) :Sei Qt die Untermannigfaltigkeit ft�(�) j � 2 Qg von � (t fest), so gilt somit!�jQt = �t��Qt! : (6-24)F�ur die Funktionen auf �, welche Pullbacks von Funktionen auf M sind, ergibt sichdamit (6-23). Beachte, da� aus !0 = r � ! f�ur die induzierten Poisson-Klammernfolgt f::; ::g0 = 1rf::; ::g. �



76 QuantisierungDe�nition 6.9. (Boutet de Monvel, Guillemin [35]). Ein (verallgemeinerter)Toeplitz-Operator der Ordnung k zur Toeplitz-Struktur (�;�) ist ein OperatorA : H ! H der Form A = � �R ��mit einem Pseudodi�erentialoperator R der Ordnung k auf Q und dem verallgemei-nerten Szeg�o-Projektor � : L2(Q; �)! H.Boutet de Monvel und Guillemin zeigen in [35] eine Reihe von Eigenschaften.F�ur uns sind die folgenden von besonderer Wichtigkeit. Die Toeplitz-Operatorenbilden einen Ring. Das Hauptsymbol �(A) eines Toeplitz-Operators A = �R� istde�niert als die Einschr�ankung des Hauptsymbols des PseudodifferentialoperatorsR auf �. Hierbei ist zu beachten, da� R nicht durch A �xiert ist. Trotzdem konntensie zeigen, da� das Hauptsymbol in der Tat wohlde�niert ist und denselben Regelnwie die Hauptsymbole von Pseudodi�erentialoperatoren gen�ugt. Diese sind (wennman die Symbolkonvention von Duistermaat verwendet [68])�(A1A2) = �(A1)�(A2); �([A1; A2]) = i f�(A1); �(A2)g�: (6-25)In dieser Konvention ist das vollst�andige Symbol �comp(R) eines Pseudodifferential-operators R im Fall M = Rn de�niert durch die Darstellung als Fourier-IntegralRu(x) = 1(2�)n ZZ e i<x�y;�>�comp(R)(x; �)u(y)dyd� : (6-26)Das Hauptsymbol ist der f�uhrende Term. F�ur partielle Di�erentialoperatorenP (x) = Xj�j�m a�(x)� @@x��(� ist ein Multiindex) ergibt sich das Symbol zu�comp(P )(x; �) = Xj�j�ma�(x)( i �)�und das Hauptsymbol zu�(P )(x; �) = Xj�j=ma�(x)( i �)� :



6. Approximationss�atze 77Desweiteren gilt (wie bei den Pseudodi�erentialoperatoren): Ist A ein Toeplitz-Operator von der Ordnung k mit verschwindendem Hauptsymbol, dann ist er einToeplitz-Operator von der Ordnung k � 1.Hier haben wir es lediglich mit zwei Operatoren zu tun:(1) Der Erzeuger der S1-Aktion istD' = 1i @@' : (6-27)Das Symbol berechnet sich zu t und es handelt sich um einen Operator von ersterOrdnung. Da die Elemente von H(m) lokal als �(�) = ~am(z)e im' gegeben werdenk�onnen gilt D'� = m ��. Insbesondere l�a�t D' die R�aume H(m) und somit auch Hinvariant. D.h. es gilt: � �D' �� = D' �� . Somit ist (6-27) ein Toeplitz-Operatorder Ordnung 1. Eingeschr�ankt auf H(m) operiert er als Multiplikation mit m.(2) F�ur die Funktion f 2 C1(M) sei Mf der Multiplikationsoperator auf L2(Q; �),d.h. es ist de�niert Mf (g)(�) := f(�(�)) � g(�) :Wir betrachten den Toeplitz-OperatorTf := � �Mf �� : H ! H : (6-28)Per Konstruktion ist Mf konstant entlang der Fasern in Q. Dies bedeutet Tf ver-tauscht mit der S1-Aktion. Somit kann Tf zerlegt werden in Tf = 1Lm=0T (m)f ,wobei T (m)f die Einschr�ankung von Tf auf H(m) ist. Nach der Identi�kation vonH(m) mit dem Raum der holomorphen Schnitte �hol(M;Lm) und unter Benutzungder o�ensichtlichen Zerlegung � = 1Lm=0�(m) sehen wir, da� die neu de�niertenT (m)f in der Tat mit den T (m)f , welche in (5-7) de�niert wurden, �ubereinstimmen.Per Konstruktion ist ein zugeordneter Pseudodi�erentialoperator zu Tf der Multi-plikationsoperator Mf . Dies ist ein Operator von der Ordnung Null. Sein Symbolist die Funktion f auf M via � auf Q und weiter auf T �Q zur�uckgezogen. F�ur dasSymbol erhalten wir �(Tf ) = ���(f) : (6-29)



78 QuantisierungBeweis von Theorem 6.1. Wir betrachten den OperatorA := D2' [Tf ; Tg] + iD' Tff;gg :Formal ist A ein Operator der Ordnung 1. Es gilt nach (6-23)�([Tf ; Tg]) = i f���f; ���gg� = � it ���ff; gg :Andererseits ist �(Tff;gg) = ���ff; gg und �(D') = t. Somit verschwindet dasHauptsymbol von der Ordnung 1 f�ur A. Dies bedeutet A ist ein Operator vonder Ordnung Null. Die Mannigfaltigkeit M und damit auch Q waren als kompaktvorausgesetzt. Pseudodi�erentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten sindbeschr�ankt, somit ist A beschr�ankt. Er kommutiert o�ensichtlich mit der S1-Aktion,d.h. wir k�onnen A zerlegen als A = 1Xm=0A(m) :Hierbei ist A(m) die Einschr�ankung von A auf H(m)A(m) = AjH(m) = m2[T (m)f ; T (m)g ] + imT (m)ff;gg:Nun gilt allerdings jjA(m)jj � jjAjj . Dies bedeutetjjm[T (m)f ; T (m)g ] + iT (m)ff;ggjj � jjAjjm ;also nach Multiplikation mit i die Aussage (6-3). Hierbei ist zu beachten, da�aufgrund Prop. 6.7 die Norm von A(m) tats�achlich mit der Operatornorm zu�hol(M;Lm) �ubereinstimmt.



6. Approximationss�atze 79Beweis von Prop. 6.5. Teil (a): Die Notation sei wie oben und seien f1; f2 2 C1(M).Wir betrachten den OperatorA := D'(Tf1f2 � Tf1Tf2) :Formal handelt es sich hierbei um einen Toeplitz-Operator der Ordnung 1. SeinHauptsymbol berechnet sich zu�(A) = t � (���(f1f2)� ���(f1)���(f2)) :Da ���(f1f2) = ���(f1)���(f2)ist, folgt da� das Hauptsymbol dieser Ordnung verschwindet. Also handelt es sichum einen Operator der Ordnung Null, der somit beschr�ankt ist. Analog zum obigenBeweis vertauscht dieser mit der S1-Aktion und wir k�onnen ihn in seine Kompo-nenten A(m) zerlegen. Wir erhaltenA(m) = m � (T (m)f1f2 � T (m)f1 T (m)f2 ) :Aus jjA(m)jj � jjAjj folgt die Aussage (6-8) f�ur zwei Funktionen. Induktiv folgt siedann f�ur Produkte endlich vieler Funktionen.Teil (b): Wir beginnen mit einer reellwertigen Funktion f . Der Operator Tf istselbstadjungiert. Sei d(m) = dimH(m) und seien �(m)1 ; �(m)2 ; : : : ; �(m)d(m) die Ei-genwerte der Einschr�ankung von Tf auf H(m). Insbesondere sind dies auch dieEigenwerte von T (m)f auf �hol(M;Lm). Wie in [35] ausgef�uhrt (n = dimC M) sei�m = 1mn d(m)Xi=1 �(�� �(m)i )das diskrete Spektralma�. Gem�a� Theorem 13.13 aus [35] konvergiert es schwachzu einem Grenzma� �(g) = 
M ZM g(f(z)) 
(z)mit einer universellen Konstante 
M , welche nur von der Mannigfaltigkeit Mabh�angt. Setzen wir g � 1, so erhalten wir1mn d(m)Xi=1 �(m)i = 1mn TrT (m)f = 
M ZM f 
+ O( 1m ) :



80 Quantisierung(DieO( 1m ) Asymptotik folgt aus dem Beweis des ben�utzten Theorems.) Ausgewertetf�ur f � 1, d.h. T (m)f = id, ergibt sich
M = dim�hol(M;Lm)mn � vol(M) :Beachte: Das Hirzebruch-Riemann-Roch-Theorem besagtdim�hol(M;Lm) = A �mn + O(mn�1) ;D.h. dim�hol(M;Lm)mn = O(1) . Somit giltTrT (m)fdim�hol(M;Lm) = 1volM ZM f(z) 
(z) +O( 1m ) :Dies liefert die Aussage f�ur eine Funktion. Seien nun zwei reellwertige Funktionenf1 und f2 gegeben. Aufgrund Teil (a) giltT (m)f1f2 � T (m)f1 T (m)f2 = C(m) mit jjC(m)jj = O( 1m ) :Damit ist aber 1dim�hol(M;Lm) TrC(m) = O( 1m). Also1dim�hol(M;Lm) Tr �T (m)f1 T (m)f2 � = 1dim�hol(M;Lm) Tr(T (m)f1f2) +O( 1m )= 1volM Z f1f2
+O( 1m ) :F�ur beliebig viele Funktion folgt (b) durch trivale Induktion. �(c) Beweis von Theorem 6.1Zuerst soll die rechte Seite der Ungleichung (6-1) gezeigt werden. Da die �(m)Projektoren sind, giltjjT (m)f jj = jj�(m)M (m)f �(m)jj � jjM (m)f jj :Mf ist der Multiplikationsoperator. Sei ' 6= 0, dann giltjjM (m)f 'jj2jj'jj2 = RM h(m)(f'; f') 
RM h(m)('; ') 
 = RM ffh(m)('; ') 
RM h(m)('; ') 
 � jjf jj21 :



6. Die Approximationss�atze 81Daraus folgt jjT (m)f jj � jjM (m)f jj = sup'6=0 jjM (m)f 'jjjj'jj � jjf jj1:F�ur die linke Seite �ndet sich in [B] ein allgemeiner Beweis, der Fourier-Integraloperatoren, Hermite-Distributionen und koh�arente Zust�ande ben�utzt. EineDarlegung der Methoden w�urde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Weiter un-ten werde ich eine allgemeine Beweisskizze geben. F�ur den Fall, da� (M;!M ) eineprojektive K�ahler-Untermannigfaltigkeit ist, haben wir allerdings einen einfacherenBeweis, der im Rahmen der vorgestellten Theorie bleibt. Es sei daran erinnert, da�f�ur projektive K�ahler-Untermannigfaltigkeiten i : M ,! PN die, via der Einbet-tung zur�uckgezogene, Fubini-Study-Form !FS auf PN mit der K�ahler-Form !M�ubereinstimmt. Der Pullback des tautologischen B�undels auf PN ist das Duale desQuantenb�undels auf M . Dieses B�undel nennen wir (wie oben) U . Auf dem tautolo-gischen B�undel haben wir die Hermitesche Standardmetrik k(z; w) := hz; wi = �zwin C N+1 . Diese de�niert auch eine Metrik auf U . Im allgemeinen wird diese Metriknicht identisch sein mit der Metrik k, welche durch das Quantenb�undel vorgegebenist. Durch die Bedingung i�!FS = !M f�ur den Fall der projektiven K�ahler-Untermannigfaltigkeiten, k�onnen wir die zur�uckgezogene Metrik benutzen, um aufdem Quantenb�undel eine �aquivalente Metrik zu de�nieren, welche auch weiterhindie Quantisierungsbedingung !M = � i @@ log k̂ (siehe (4-27)) erf�ullt. Im fol-genden sei k diese �aquivalente Metrik. Es sei noch einmal darauf hingewiesen,da� der Pullback hier nichts anderes ist, als das Einschr�anken der Objekte auf dieUntermannigfaltigkeit M . Bezeichne � : Q!M die B�undelprojektion.De�nition 6.10. ([48], [45]). Die Calabi diastatic function ist de�niert alsD :M �M ! R�0 [ f1g; D(��1(z); ��1(w)) = � log jk(�; �)j2 : (6-30)Hierbei sind � und � �uber den Punkten z und w auf M derart zu w�ahlen, da� giltk(�; �) = k(�; �) = 1.Man rechnet sofort nach, da� die De�nition von der Wahl der � und � nichtabh�angt. Desweiteren giltjk(�; �)j2 � k(�; �) � k(�; �) = 1 : (6-31)Somit ist D(x; y) � 0. Die Funktion D verschwindet genau auf der Diagonalen,denn nur f�ur � = �� mit � 2 C � folgt Gleichheit in (6-31).



82 QuantisierungProposition 6.11. Sei z 2M ein fester Punkt. Die reellwertige FunktionDz :M ! R�0 [ f1g; w 7! Dz(w) := D(z; w)ist � 0 und besitzt genau bei z eine Nullstelle. Es gilt dDz(z) = 0 unddet(Hess(Dz(w))jw=z 6= 0.Beweis. Alle Aussagen bis auf die letzte ergeben sich sofort. O.B.d.A. k�onnen wirannehmen, da� w und z in einer gemeinsamen trivialisierenden Umgebung liegen.Wir benutzen wiederum die Koordinaten�$ (z; s); s = rse i'; �$ (w; t); t = rte i ;und schreiben k(�; �) = k̂(z; w) � �s � t :Die Umgebung sei klein genug, da� k̂(z; w) 6= 0. DamitD(z; w) = � log jk(�; �)j2 = � log(k̂(z; w) � k̂(z; w) � �ss � �tt) :Mit r2s k̂(z; z) = 1, r2t k̂(w;w) = 1 und k̂(z; w) = k̂(w; z) kann man D(z; w) inden lokalen Koordinaten schreiben alsD(z; w) = � log k̂(z; w)k̂(w; z)k̂(z; z)k̂(w;w) = log k̂(z; z) + log k̂(w;w)� log(k̂(z; w)k̂(w; z)) :F�ur die Ableitung ergibt sich (beachte k̂ ist antiholomorph in seinem ersten Argu-ment) @wiDz(w) = @wi k̂(w;w)k̂(w;w) � @wi k̂(z; w)k̂(z; w) :Damit berechnet sich @wj@wiDz(w)jw=z = 0und @ �wj@wiDz(w)jw=z = @�zj@zi log k̂(z; z) = i gijdzi ^ d�zj : (6-32)Somit ist die Hesse-Matrix bis auf eine Faktor i identisch mit der Matrix der Me-trikkoe�zienten. Deren Determinante verschwindet aber nicht. �



6. Die Approximationss�atze 83Sei als z ein Punkt x0 2 M gew�ahlt an dem jf(x0)j maximal wird. Sei �0 2��1(x0) mit k(�0; �0) = 1 gew�ahlt. Das Paar (x0; �0) sei festgehalten. Wir betrach-ten die holomorphen Funktionen ~�(m) auf U gegeben durch ~�(m)(�) = k(�0; �)m .Eingeschr�ankt auf das Kreisb�undel Q sehen wir, da� j ~�(m)(�)j � 1 ist. Es giltj ~�(m)(�)j = 1 genau dann, wenn � �uber x0 liegt. Mit wachsendem m zentrieren sichdie ~�(m) immer mehr um den Punkt x0. Es gilt~�(m)(c�) = cmk(�0; �)m = cm ~�(m)(�) ;d.h. ~�(m) 2 H(m) und de�niert somit einen Schnitt �(m) 2 �hol(M;Lm). Aufgefa�tals Funktionen von �0 sind die �(m) = �(m)�0 im wesentlichen gerade die koh�arentenZust�ande, wie sie in Abschnitt 5(d) diskutiert wurden (siehe etwa die Formel (5-55).Wir berechnen (siehe den Beweis von Prop 6.7)hm(�(m); �(m))(x) = ~�(m)(�) ~�(m)(�) = k(�0; �)mk(�0; �)m = exp(�mD(x0; x)) :Mit Hilfe der Cauchy-Schwartz-Ungleichung erhalten wirjjT (m)f jj = sup'6=0 jjT (m)f 'jjjj'jj � jjT (m)f �(m)jjjj�(m)jj � j < �(m); T (m)f �(m) > j< �(m); �(m) >= j RM f(x)hm(�(m); �(m))(x)
(x)jRM hm(�(m); �(m))(x)
(x) = j RM f(x)e�mD(x0;x)
(x)jRM e�mD(x0;x)
(x) : (6-33)Uns interessiert der m!1 Limes. Sei U eine Koordinatenumgebung des Punktsx0 und K eine kompakte Teilmenge welche x0 im Innern enth�alt. Wir spalten dieIntegrale jeweils in ein Integral �uber K und ein Integral �uber das Komplement auf.Da D(x0; x) > 0 verschwinden die Integrale �uber das Komplement exponentiell f�urm ! 1. Falls die Integrale �uber K nicht auch verschwinden, m�ussen wir f�ur dieAsymptotik lediglich diese betrachten. Hier sind wir in der lokalen Situation undk�onnen das Theorem der station�aren Phase anwenden. Wir verwenden die Fassungvon H�ormander [115, Vol.I, Thm.7.7.5]. Die Phasenfunktion lautet (x) = iD(x0; x). Sie erf�ullt aufgrund Prop. 6.11 die VoraussetzungenIm � 0; Im (x0) = 0; d (x0) = 0;det(Hess( ))(x0) 6= 0 und d (x) 6= 0 f�ur x 6= x0 :



84 QuantisierungUm die letzte Bedingung zu erreichen, verkleinere man eventuell K entsprechend.Somit folgt f�ur k = 1 in H�ormanders Notation (und mit 
(x) = '(x)dx)�� Z f(x)e�mD(x0;x)'(x)dx�A � f(x0)�� = O( 1m )mit einer Konstanten A 6= 0, die nicht von f abh�angt. Somit�� Z f(x)e�mD(x0;x)'(x)dx�� = jAj jf(x0)j+O( 1m ) :F�ur das Integral im Nenner erhalten wir das entsprechende mit f � 1. Somit giltj RM f(x)e�mD(x0;x)
(x)jRM e�mD(x0;x)
(x) = jf(x0)j+ O(m�1)1 + O(m�1) = jf(x0)j+ O(m�1) :Also jjT (m)f jj � jf(x0)j+ O(m�1) = jjf jj1 + O(m�1) : �
Skizze des allgemeinen Beweisganges. Auch hier ist die Methode die, eineSequenz von �(m) 2 H(m) zu konstruieren4, welche das asymptotische VerhaltenjjT (m)f �(m)jjjj�(m)jj = jjf jj1 +O(m�1) (6-34)hat. Die Grundidee hierbei ist es, die Gesamtheit der �(m) als Fourier-Moden(bez�uglich der S1-Aktion) einer einzigen Distribution � 2 D0(Q) aufzufassen. Seialso x0 2 M ein Punkt mit jf(x0)j = jjf jj1 und �0 2 ��1(x0) 2 Q sei festgew�ahlt.Sei � die Kontaktform (6-12). F�ur � 2 Q sei�� := f t�(�) 2 T �Q j t > 0 g (6-35)der Strahl durch �(�) in �. Wir suchen geeignete Distributionen, welche Sin-gularit�aten bei �0 in Richtung von � haben. Dies bedeutet, wir betrachtenDistributionen deren Wellenfront (zur De�nition siehe etwa [104]) in ��0 liegen.4Zur Vereinfachung der Notation werde ich nicht mehr zwischen den Funktionen ~�(m) und denassozierten Schnitten �(m) unterscheiden.



6. Die Approximationss�atze 85Eine wichtige Klasse von Distributionen mit dieser Eigenschaft sind die Hermite-Distributionen Ir(Q;�) , welche in [104, p.221] bzw. in [35] studiert werden.F�ur uns gen�ugt, da� man sie wie folgt beschreiben kann. Seien lokale Koordi-naten y = (y1; : : : ; yq); q = dimQ um � gew�ahlt derart, da� in den zuge-ordneten Kotangentenkoordinaten (y; �) , der Strahl �� durch die Gleichungeny1 = � � � = yq = 0; �2 = � � � �q = 0; �1 > 0 gegeben wird. Wir schreibeny0 = (y2; : : : ; yq); �0 = (�2; : : : ; �q) . Dann besteht der Raum Ir(Q;��) aus denDistributionen �, die mod C1(Q) als oszillatorische Integrale�(y) = (2�)�q Z e i y�a(�1; �0pj�1j )dq� (6-36)geschrieben werden k�onnen. Hierbei ist die Amplitude a(�1; �0) eine C1-Funktion,welche f�ur �1 < � f�ur ein geeignetes � > 0 verschwindet und eine asymptotischeEntwicklung a(�1; �0) � 1Xj=0 aj(�1; �0); (6-37)mit Funktionen aj, die positiv-homogen5 vom Grad r � j+q2 in �1 f�ur �1 � 0 sindund Schwartz-Funktionen in �0 sind, besitzt. Es kann gezeigt werden, da� dieseDe�nition nicht von der speziellen Wahl der Koordinaten abh�angt. Insbesonderek�onnen wir diese so w�ahlen, da� @@y1 = @@' gilt.Lemma 6.12. [B]. (a) F�ur alle � 2 Ir(Q;��) haben die Fourier-Moden �(m) end-liche Norm, besitzen eine asymptotische Entwicklungjj�(m)jj2 � 1Xj=0 bj m2r� q+j+12 (6-38)f�ur m!1 und verschwinden schneller als jede Potenz f�ur m! �1.(b) Der f�uhrende Term b0 h�angt nur von der �Aquivalenzklasse von � inIr(Q;��)=Ir� 12 (Q;��) (d.h. von seinen \Hauptsymbol") ab.Der Raum Ir(Q;��) ist invariant unter dem Szeg�o-Projektor � und unterPseudodi�erentialoperatoren nullter Ordnung. Dies bedeutet insbesondere, da�Ir(Q;��) invariant ist unter den Toeplitz-Operatoren Tf . Ist � 2 Ir(Q;�) und P5Eine Funktion f hei�t positiv-homogen vom Grad k falls f(�x) = �kf(x) f�ur � > 0.



86 Quantisierungein Pseudodi�erentialoperator der Ordnung kmit Symbol p, so besagt die Transport-gleichung (siehe [35, x10],[104]), da� P� 2 Ir+k(Q;�). Verschwindet das Symbol pauf �, so gilt P� 2 Ir+k�1=2(Q;�). Ist in diesem Fall das Hamiltonsche Vektorfelddes Symbols p tangential zu ganz �, so haben wir sogar P� 2 Ir+k�1(Q;�). Wen-den wir dieses auf P = (f�f(x0)) an, so erhalten wir, da die Funktion (f�f(x0))und ihre Ableitung bei x0 verschwindet,(f � f(x0))� 2 Ir�1(Q;�) f�ur � 2 Ir(Q;�) : (6-39)Sei T ��Q die Faser des Kotangentialb�undels �uber dem Punkt � 2 Q und � diesymplektische Untermannigfaltigkeit (6-21), dann gilt T ��Q \ � = ��. SeiJr(Q; T ��Q � f0g) der Raum der Fourier-Integraldistributionen mit Wellenfrontin T ��Q�f0g. Da das Symbol des Szeg�o-Projektor (zu der Toeplitz-Struktur) ledig-lich Tr�ager � hat, bildet der Szeg�o-Projektor Jr(Q; T ��Q� f0g) nach Ir(Q;��)ab (siehe [35], [100, Lemma 7.2]). Die Dirac-Distribution �� mit Tr�ager � liegt in�� 2 Jq=2(Q; T ��Q� f0g). Wenden wir den Projektor darauf an, so erhalten wire� := � �� 2 Iq=2(Q;��) : (6-40)Zerlegen wir e� in die Fourier-Moden e(m)� , so haben diese gem�a� Lemma 6.12 end-liche Norm. Insbesondere liegen sie in H(m). Wir erhaltenhe(m)� ;	(m)i = h�(m)��;	(m)i = h��;�(m)	(m)i = h��;	(m)i = 	(m)(�) : (6-41)Diese Gleichung ist aber auch die de�nierende Gleichung (5-34) f�ur die koh�arentenZust�ande.Beachte q = 2n+1 ist die reelle Dimension des Kreisb�undels. Insbesondere habenwir nach Lemma 6.12 die asymptotische Entwicklungjje(m)� jj2 = b0(e�)mn + b1mn�1=2 + : : : :Es kann gezeigt werden (siehe [B, Lemma 2]) da� b0(e�) = A 6= 0. Wir w�ahlen� = e�0 , bzw. �(m) = e(m)�0 . Die Distribution �T (m)f � f(x0)��(m) liegt inIq�1(Q;��0) und besitzt deshalb die Asymptotik Bmn�1 + O(mn�1�1=2). DieDistribution �(m) selbst besitzt die Asymptotik Amn + O(mn�1=2). Da A 6= 0 ist,gilt jjT (m)f �(m) � f(x0)�(m)jjjj�(m)jj = O(m�1) :



6. Die Approximationss�atze 87Also ����� jjT (m)f �(m)jjjj�(m)jj � jjf(x0)�(m)jjjj�(m)jj ����� = ����� jjT (m)f �(m)jjjj�(m)jj � jjf jj1����� = O( 1m ) :Dies impliziert die linke Seite der Ungleichung (6-1). �



88 Quantisierung
7. Ein Sternprodukt via Berezin-Toeplitz-QuantisierungSetzt man in der Formulierung des Theorems 6.2 in der Gleichung (6-3) ~ = 1m ,so erh�alt man lim~!0 jj i~ [T (1=~)f ; T (1=~)g ]� T (1=~)ff;gg jj = 0 : (7-1)Die �Ahnlichkeit dieses Ausdrucks mit der Poisson-Bedingung auf der 1. Stufe derformalen ~-Entwicklung des Sternprodukts f�allt auf. Nat�urlich ist hier unser ~ keinformaler Parameter, sondern nimmt die diskreten Werte f 1m j m 2 N g an. In derTat ist es aber m�oglich, durch Versch�arfung der Methoden des letzten Abschnittsein formales Sternprodukt zu de�nieren. Dies soll in diesem Abschnitt geschehen.Zur De�nition eines Sternproduktes sei auf Abschnitt 3 verwiesen. Um aufA = C1(M)[[~]] ein formales Sternprodukt einzuf�uhren, m�ussen wir eine Multipli-kation ? de�nieren. Genauer gilt f?g = 1Pi=0Ci(f; g)~i mit C -bilinearen AbbildungenCi : C1(M) � C1(M) ! C1(M) derart, da� ? assoziativ ist und da� die beidenBedingungen C0(f; g) = f � g; und C1(f; g)� C1(g; f) = � i ff; gg (7-2)erf�ullt sind.Theorem 7.1. Sei M eine kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeit, dann induziert dieBerezin-Toeplitz-Quantisierung ein eindeutiges (formales) Sternprodukt auf C1(M)f ? g := 1Xj=0 ~j Cj(f; g); Cj(f; g) 2 C1(M) (7-3)derart, da� f�ur f; g 2 C1(M) und f�ur alle N 2 N die Beziehung�������� X0�j<N � 1m�j T (m)Cj(f;g) � T (m)f T (m)g �������� = KN (f; g)� 1m�N (7-4)



7. Ein Sternprodukt via Berezin-Toeplitz-Quantisierung 89f�ur m!1, mit geeigneten Konstanten KN (f; g) gilt.Es wird hier nicht die Konvergenz dieser Sternprodukte untersucht. Insbesonderewird nicht behauptet, da� man eine \strikte Deformationsquantisierung" im Sinnevon Rie�el [175] erh�alt.Beweis. Die Notation sei wie im Beweis von Theorem 6.2 im letzten Abschnitt.Insbesondere verwende ich hier wieder den globalen Toeplitz-Operator Tf , den Ro-tationsoperator D', nebst deren Projektionen T (m)f , bzw. (m�) auf die Eigenr�aumeH(m) = �hol(M;Lm).(a) Die De�nition der Cj(f; g) 2 C1(M). Die Konstruktion erfolgt induktiv, derartda� AN = DN' TfTg � N�1Xj=0 DN�j' TCj(f;g) (7-5)ein Toeplitz-Operator von der Ordnung Null ist. Der Operator AN ist S1-invariant,d.h. es gilt D' �AN = AN �D'. Da er von nullter Ordnung ist, ist sein Hauptsymbol� eine Funktion auf Q. Wegen der Invarianz ist es sogar durch eine Funktion auf Mgegeben. Diese Funktion sei CN (f; g). Der Operator AN � TCN (f;g) ist dann vonOrdung �1 und AN+1 = D'(AN � TCN (f;g)) ist von Ordnung 0 und somit genauvon der Form wie in (7-5) angegeben. Die Induktion beginnt mitA0 = TfTg; und �(A0) = �(Tf )�(Tg) = f � g = C0(f; g) :Als ein Operator von der Ordnung Null auf einer kompakten Mannigfaltigkeit istAN beschr�ankt. Somit gilt dies auch f�ur seine Komponenten A(m)N . Wir erhaltenjjmNT (m)f T (m)g � N�1Xj=0 mN�jT (m)Cj(f;g)jj = jjA(m)N jj � jjAN jj : (7-6)Nach Division durch mN ergibt sich die asymptotische Aussage (7-4). Aus derKonstruktion ergibt sich sofort die Bilinearit�at.(b) Die Poisson-Struktur. Da� C0(f; g) = f � g gilt, ergab sich bereits oben. Umdie zweite Formel in (7-2) zu zeigen, schreiben wir (7-6) explizit f�ur N = 2 und dasPaar (f; g): jjm2T (m)f T (m)g �m2T (m)f �g �mT (m)C1(f;g)jj � K :



90 QuantisierungEinen entsprechenden Ausdruck erhalten wir auch f�ur das Paar (g; f). Subtra-hiert man die beiden Operatoren unter der Norm, so erh�alt man mit Hilfe derDreiecksungleichungjjm2(T (m)f T (m)g � T (m)g T (m)f )�m(T (m)C1(f;g) � T (m)C1(g;f))jj � 2K :Nach Division durch m und Multiplikation mit i erh�alt manjjm i (T (m)f T (m)g � T (m)g T (m)f )� T (m)i �C1(f;g)�C1(g;f)�jj = O( 1m ) :Vergleichen wir den ersten Summanden in dem Operator unter der Norm mit demToeplitz-Operator der Poisson-Klammer, so haben wir aufgrund von Theorem 6.2aber bereits eine O( 1m)-Asymptotik. Dies impliziertjjT (m)ff;gg� i �C1(f;g)�C1(g;f)�jj = O( 1m ) :Theorem 6.1 besagt aber, da� die linke Seite f�ur m!1 den Limesjjff; gg � i (C1�f; g)� C1(g; f)�jj1besitzt. Somit gilt ff; gg = i (C1(f; g)� C1(g; f)). Damit ist (7-2) gezeigt.(c) Die Eindeutigkeit. Sie l�a�t sich aufgrund der Asymptotik (7-4) durch vollst�andigeInduktion beweisen. Seien Cj(f; g), bzw. ~Cj(f; g) zwei solcher Systeme bilinearerAbbildungen, welche die Voraussetzungen erf�ullen. Gelte Cj = ~Cj f�urj � N � 2, so erh�alt man durch Subtraktion der entsprechenden Ausdr�ucke in (7-4)und unter Benutzung der Tatsache, da� T (m) linear in den Funktionen istjj 1mN�1T (m)(CN�1(f;g)� ~CN�1(f;g))jj � KmN :Nach Multiplikation mit mN�1 folgt somitlimm!1 jjT (m)(CN�1(f;g)� ~CN�1(f;g))jj = 0 :Mit Hilfe von Theorem 6.1 folgt wiederum CN�1(f; g) = ~CN�1(f; g). Die Induktionstartet mit N = 1. Nach Voraussetzung ist C0(f; g) = ~C0(f; g) = f � g.



7. Ein Sternprodukt via Berezin-Toeplitz-Quantisierung 91(d) Die Assoziativit�at. Der Beweis baut auf denselben Grundgedanken auf. Schreibtman die Assoziativit�at des formalen Sternprodukts f ?(g ?h) = (f ?g)?h in Bedin-gungen f�ur die Abbildungen Cj um, so erh�alt man f�ur k = 0; 1; : : : die BedingungenkXl=0 Cl(f; Ck�l(g; h)) = kXl=0 Cl(Ck�l(f; g); h) : (7-7)Aufgrund Theorem 6.1 wissen wirf = g  ! limm!1 jjT (m)f � T (m)g jj = 0 :Es gen�ugt also den Toeplitz-Operator T (m) auf die Relation (7-7) anzuwenden unddie Asymptotik von Tlinke Seite � Trechte Seite zu betrachten.Ich zeige die Assoziativit�at durch vollst�andige Induktion �uber k.k = 0 : C0(f; C0(g; h)) = C0(C0(f; g); h) ist richtig, da C0(f; g) = f � g.Sei also die Behauptung richtig bis zum Level k � 1. F�ur 0 � r � k wird dieAsymptotik (7-4) mit mr (N = r + 1) multipliziert und ergibtT (m)Cr(f;g) = mrT (m)f T (m)g � r�1Xs=0mr�sTCs(f;g) +O( 1m ) : (7-8)Hier soll das Symbol O( 1m) bedeuten, da� der Operator, welcher durch die Di�erenzder linken und der rechten Seite gegeben ist, ein Operator ist, dessen Norm sich wieO( 1m) f�ur m!1 verh�alt. Insbesondere erhalten wir also f�ur l = 0; 1; : : : ; kT (m)Cl(f;Ck�l(g;h)) = mlT (m)f T (m)Ck�l(g;h) � l�1Xs=0ml�sTCs(f;Ck�l(g;h)) +O( 1m ) : (7-9)Dies summieren wir �uber diese l und erhaltenT (m)linke Seite = kXl=0mlT (m)f T (m)Ck�l(g;h) � kXl=0 l�1Xs=0ml�sT (m)Cs(f;Ck�l(g;h)) +O( 1m ) :Schauen wir uns nur die zweite Summe an, so k�onnen wir diese umformen zu� kXr=1mr kXl=r T (m)Cl�r(f;Ck�l(g;h)) = � kXr=1mrT (m)Pk�rs=0 Cs(f;Ck�r�s(g;h)) :



92 QuantisierungDiese Summen sind aber genau die Summen von denen wir per Induktion bereitsdie G�ultigkeit von (7-7) wissen. F�uhren wir dieselbe Umformung auch f�ur die rechteSeite aus und subtrahieren wir T (m)rechte Seite von T (m)linke Seite, so bleibt als Di�erenzkXl=0mlT (m)f T (m)Ck�l(g;h) � kXl=0mlT (m)Ck�l(f;g)T (m)h +O( 1m ) :Spalten wir die erste Summe auf in l = 0 und l � 1 und verwenden wir f�ur den l = 0Term die Asymptotik (7-8), so erhalten wirm0 T (m)f mkT (m)g T (m)h � k�1Xs=0mk�sT (m)f T (m)Cs(g;h) + O( 1m )!+ kXl=1mlT (m)f T (m)Ck�l(g;h)= mkT (m)f (T (m)g T (m)h ) + O( 1m ) :Einen entsprechenden Ausdruck ergibt sich f�ur die zweite Summe. Als Di�erenzbleibt somit mk(T (m)f (T (m)g T (m)h )� (T (m)f T (m)g )T (m)h ) +O( 1m ) :Hierbei handelt es sich um Operatoren, welche nat�urlich assoziativ sind. Dies be-deutet, da� der Operator bei mk identisch verschwindet. Somit folgt mit Theorem6.1 die behauptete Assoziativit�at. �Durch die Methode der Berezin-Toeplitz-Quantisierung erh�alt man somit auf be-liebigen kompakten K�ahler-Mannigfaltigkeiten ein Sternprodukt, das geometrischinduziert ist. Dessen Existenz wird also nicht aufgrund kohomologischer Resultatebewiesen. Ein wichtige geometrische Methode Sternprodukte zu erhalten wurdeauch von Fedosov [75],[76] gegeben. Wie von Deligne [59] vorgeschlagen, ist esinteressant den Zusammenhang beider Sternprodukte zu untersuchen. Dies tri�tauch zu in Bezug auf die Sternprodukte, die man bislang konstruiert hatte. SieheAbschnitt 3 f�ur weitere Referenzen. Es sei erw�ahnt, da� von Coburn und Xia in[53] mit Hilfe der Berezin-Toeplitz-Operatoren f�ur den C n ein Sternprodukt kon-struiert wurde. In einem k�urzlich erschienenen Artikel skizziert Guillemin [106] wieman direkt aus dem Symbolkalk�ul f�ur die globalen Toeplitz-Operatoren heraus einSternprodukt erhalten kann. Vermutlich wird sich dadurch dasselbe ergeben, wiehier, wenn man die komplexen Strukturen entsprechend w�ahlt.



7. Ein Sternprodukt via Berezin-Toeplitz-Quantisierung 93Es erhebt sich die Frage inwieweit die Zusatzforderungen (5), (6) und (7) ausDef. 3.1 erf�ullt sind. F�ur f � 1 gilt Tf = id , bzw. T (m)f � id . Es ist C0(1; g) = g.Weiter ist mit (7-5) A1 = D'TfTg �D'Tfg = D'Tg �D'Tg :Somit verschwindet das Hauptsymbol von A1 und es gilt C1(1; g) = 0. Durch trivialeInduktion folgt Ck(1; g) = Ck(g; 1) = 0; f�ur k > 1 ; (7-10)also die Bedingung (3-6).Konkrete (nichttriviale) Berechnungen1 f�ur den P1-Fall von mir (nicht publiziert)zeigenlimm!1 jjm�T (m)(f)T (m)(g)� T (m)(fg)�+ T (m)�(1 + zz)2 @f@z @g@z�jj = 0 : (7-11)Daraus folgt C1(f; g) = �(1 + zz)2 @f@z @g@z : (7-12)F�ur den Fall der Riemannschen Fl�achen von Geschlecht g � 2 besch�aftigt sichder Artikel von Klimek und Lesniewski [137] im wesentlichen damit, die (7-11)entsprechende Beziehung zu zeigen. Sie erhalten2C1(f; g) = �12(1� zz)2 @f@z @g@z : (7-13)In den Beispielrechnungen gilt C1(g; f) = C1( �f; �g). Insbesondere folgt f�ur reellwer-tige Funktionen f und g: C1(g; f) = C1(f; g). Dies bedeutet, da� die Parit�atseigen-schaft (3-7') f�ur k = 1 erf�ullt ist. Vermutlich l�a�t sich die Parit�at allgemein durcheine etwas genauere Analyse des Konstruktionsprozesses zeigen. Gleichzeitig gebendiese Berechnungen zur folgenden Vermutung Anla�.Vermutung 7.2. F�ur das obige Sternprodukt sind die Ck(f; g) Bidi�erentialopera-toren vom Bigrad � (k; k).Hierzu ist die Lokalit�at der Ck zu zeigen. Mit Hilfe von Peetres Theorem [166], [43],[142] folgt dann, da� es sich um Di�erentialoperatoren handelt. F�ur den Bigrad1Bei diesen Berechnungen wird nicht entlang des Beweises des Theorems vorgegangen. Es wirdmit einer Basis der Schnitte gearbeitet. Siehe hierzu die Bemerkung nach Formel (6-3).2Die Potenz r in der Referenz [137] entspricht hier 2m.



94 Quantisierungm�ussen dann entsprechende Absch�atzungen gefunden werden. Hierzu sind die Un-tersuchungen noch nicht abgeschlossen. Aus der vermuteten Struktur w�urde auchfolgen, da� es sich um eine Deformationsquantisierung mit Separation der Variablenim Sinne von Karabegov [128] handelt.Beispiel 7.3. F�ur die projektive Gerade P1 ergibt sich (siehe (7-12))f ? g = f � g � (1 + zz)2 @f@z @g@z � ~+ O(~2) :



8. L�-Approximation 95
8. L�-Approximation(a) Die De�nitionDie Quantisierung, wie sie in den vorherigen Abschnitten dargestellt wurde, gibteine Zuordnung einer Familie von (endlichdimensionalen) Operatoralgebren zu derfesten Poisson-Algebra P(M). Diese Familie wird durch ~ = 1m parametrisiert. F�ur~ ! 0, bzw. m ! 1 k�onnen wir Informationen �uber die Algebra P(M) zur�uckge-winnen. Ein Schema um diese Approximation zu beschreiben, wurde vom Autorzusammen mit Bordemann, Hoppe und Schaller 1991 in [A] unter dem NamenL�-Approximation entwickelt. Ausgangspunkt war die Beobachtung, da� im Zu-sammenhang mit der Quantentheorie der Membranen die relevanten Lie-Algebrender divergenzfreien Vektorfelder der Sph�are S2 [116], bzw. des Torus [72],[117],[ 118]als \Grenzwert" von su(N); N !1 Lie-Algebren beschrieben werden k�onnen. Inmanchen Artikeln der Physiker wurde vorschnell daraus geschlossen, da� diese Al-gebren isomorph zu su(1) sein m�ussen. In der Arbeit [A] wird jedoch gezeigt,da� diese drei Algebren (genauer gewisse Unteralgebren, f�ur welche die Appro-ximation funktioniert) paarweise nicht isomorph sind. Wie dort gezeigt, sieheauch Abschnitt (c), kann die Algebra der divergenzfreien Vektorfelder in Bezugzur Poisson-Algebra gebracht werden. �Uber die Quantisierung erh�alt man somitdie Zuordnung endlichdimensionaler Algebren. Es war die Vermutung in [A], da�f�ur kompakte K�ahler-Mannigfaltigkeiten diese Zuordnung genau die Bedingung ei-ner L�-Approximation mit � = m, m 2 N erf�ullt. F�ur den Fall des komplexenn-dimensionalen Torus, waren wir in der Lage die Vermutung zu zeigen. Nach derDe�nition der L�-Approximation werde ich zeigen, wie die Vermutung allgemeinsich als eine Folgerung aus Theorem 6.1, 6.2 und 6.4 ergibt. Insbesondere wird sichergeben, da� die Poisson-Algebren kompakter K�ahler-Mannigfaltigkeiten (nur dieLie-Struktur betrachtet) immer u(N), N !1 Grenzwerte sind.



96 QuantisierungSei (L; [::; ::]) eine (reelle oder komplexe) Lie-Algebra und (L�; [::; ::]�) eine Fami-lie von (reellen, bzw. komplexen) Lie-Algebren indiziert mit � 2 I. Die IndexmengeI � R sei derart bescha�en, da� lim�!1 sinnvoll ist. Typischerweise ist bei unsI = N . Die Lie-Algebren L� seien mit Metriken d� versehen (bei uns handelt es sichimmer um Normen). Sei weiter eine Familie von linearen Abbildungen p� : L ! L�gegeben.De�nition 8.1. Die Familie (L�; [::; ::]�; d�; � 2 I) hei�t approximierende Folgef�ur (L; [::; ::]) induziert durch (p�; � 2 N) und L hei�t L�-Quasilimes falls gilt:(1) Die Abbildungen p� sind surjektiv.(2) Seien x; y 2 L. Aus d�(p�(x); p�(y))! 0 f�ur �!1 folgt x = y.(3) F�ur alle x; y 2 L giltd�(p�([x; y]); [p�(x); p�(y)]�)! 0; f�ur �!1 : (8-1)Bemerkung 8.2. Setzen wir y = 0 in Bedingung 8.1(2) und sei x 2 L, dannfolgt aus d�(p�(x); 0)) ! 0 f�ur � ! 1 bereits x = 0. D.h. die Elemente die\asymptotisch" verschwinden, verschwinden bereits in L.Bemerkung 8.3. Insbesondere gibt es f�ur jedes x 2 L; x 6= 0 mindestens ein � mitp�(x) 6= 0. Somit ist die lineare AbbildungL !Y�2I L�; x 7! (p�(x))�2Iinjektiv, da ker((p�)�2I) = \�2I ker p� :Damit kann L als Unterraum des direkten Produkts aufgefa�t werden.Bemerkung 8.4. Bedingung 8.1(3) besagt, da� approximativ die Familie von li-nearen Abbildungen ein Lie-Homomorphismus wird.Bemerkung 8.5. Ebenfalls aus 8.1(3) folgt da�, falls die L�; p� und d� gegebensind, es nur eine Lie-Struktur auf L gibt, so da� L ein L�-Quasilimes ist. Dies ist



8. L�-Approximation 97ein schwacher Eindeutigkeitsatz. Seien n�amlich [::; ::] und [::; ::]0 zwei Lie-Strukturenauf L und x; y 2 L gegeben, dann gilt aufgrund der Dreiecksungleichungd�(p�([x; y]); p�([x; y]0)) � d�(p�([x; y]); [p�(x); p�(y)]�)+d�([p�(x); p�(y)]�; p�([x; y]0)) :Ist nun L sowohl bez�uglich [::; ::] als auch bez�uglich [::; ::]0 ein L�-Quasilimes, sostehen auf der rechten Seite zwei Nullfolgen f�ur �!1. Somit steht links auch eineNullfolge. Aufgrund 8.1(2) folgt daraus aber [x; y] = [x; y]0.Bemerkung 8.6. Ob eine L�-Approximation vorliegt, kann durchaus von dengew�ahlten Metriken d�, d0� abh�angen. Gibt es allerdings uniforme Konstantena; b > 0, so da� f�ur alle � 2 I und alle x; y 2 L gilta � d�(x; y) � d0�(x; y) � b � d�(x; y) ;dann sind diese auch im Sinne der L�-Approximation �aquivalent.(b) L�-Approximation und QuantisierungSei gl(�hol(M;Lm)) die Lie-Algebra der Endomorphismen des Raums �hol(M;Lm)der globalen holomorphen Schnitte der Tensorpotenzen des Quantenb�undels L. DasLie-Produkt ist gegeben durch den Kommutator [A;B] = A �B�B �A. Da wir einSkalarprodukt auf �hol(M;Lm) haben, ist der zu A adjungierte Operator durch dieBedingung hA�s; ti = hs; Ati; f�ur alle s; t 2 �hol(M;Lm)wohlde�niert. Der Unterraum der antiselbstadjungierten Operatorenu(n) := f A 2 gl(�hol(M;Lm)) j A� = �A g (8-2)ist eine reelle Lie-Algebra. Wie �ublich bezeichnesu(n) := f A 2 u(n) j TrA = 0 g (8-3)die reelle Lie-Algebra der spurlosen Endomorphismen. W�ahlt man eine Ortho-normalbasis der Schnitte, so werden die jeweiligen Algebren identi�ziert mit allen



98 QuantisierungMatrizen, den schief-Hermiteschen Matrizen und den spurlosen schief-HermiteschenMatrizen.Auf gl(�hol(M;Lm)) w�ahlen wir die reskalierte OperatornormjjAjjm = 1m sup'6=0 jjA'jjjj'jj : (8-4)Es sei m 2 I = N und P(M) = P(M;R). Wir betrachten die Familie von Abbil-dungen(P(M); f ; g) ! ( u(�hol(M;Lm)) ; [ ; ] ; jj::jjm ); qm : f 7! bQ(m)f ;(8-5)(P(M); f ; g) ! ( u(�hol(M;Lm)) ; [ ; ] ; jj::jjm ); pm : f 7! im � T (m)f :(8-6)Es sei daran erinnert, da� bQ(m)f = m � Qf der reskalierte Quantenoperator ist.Gem�a� Prop. 5.2 ist f�ur reellwertige Funktionen f der Toeplitz-Operator T (m)f selbst-adjungiert. Somit ist imT (m)f antiselbstadjungiert. Aufgrund des ZusammenhangsbQ(m)f = imT (m)f� 12m�f ist bQ(m)f ebenfalls antiselbstadjungiert. Dies bedeutet, da�die Abbildungen pm, bzw. qm nach u(�hol(M;Lm)) gehen.F�ur komplexwertige Funktionen erhalten wir entsprechende AbbildungenP(M; C ) ! gl(�hol(M;Lm)); qm : f 7! bQ(m)f ; bzw. pm : f 7! imT (m)f :(8-7)Wir zerlegen die linke Seite in P(M) � iP(M) (als reelle Vektorr�aume) und dierechte Seite als u(�hol(M;Lm)) � iu(�hol(M;Lm)). Es gilt T (m)i f = iT (m)f undbQ(m)i f = i bQ(m)f . Dies bedeutet, da� die Abbildung pm (bzw. qm) zerlegbar sind inpm(Re f + i Im f) = pm(Re f)� i pm(Im f) :Somit gilt: Ist pm f�ur die reellwertigen Funktionen surjektiv auf u(�hol(M;Lm)),so ist pm f�ur die komplexwertigen Funktionen surjektiv auf gl(�hol(M;Lm)) undumgekehrt. Die folgenden zwei Propositionen und das Theorem ist [B] entnommen.



8. L�-Approximation 99Proposition 8.7. Die kanonische lineare Abbildungs(m) : End(�hol(M;Lm))! C1(M); s(m)(j >< 'j) := h(m)(';  ) (8-8)ist eine Injektion.Beweis. Sei s1; s2; : : : ; sd eine Basis von �hol(M;Lm). Eine Basis von End(�hol(M;Lm))ist dann durch jsi >< sj j; i; j = 1; : : : ; d gegeben. Per De�nition ists(m)(jsi >< sj j) = h(m)(si; sj) . Sei V eine trivialisierende Karte mit der holomor-phen Koordinate z. Repr�asentieren wir sowohl die Schnitte als auch die Metrik lokaldurch Funktionen, so erhalten wirs(m)(jsi >< sj j)(z) = h(z)sj(z) � si(z)mit einer festen positiven Funktion h (die nicht von i und j abh�angt). Wir nehmenan, diese d2 Funktionen seien linear abh�angig. D.h. es gibt eine nichttriviale RelationXi;j aij h(z)sj(z)si(z) = 0; 8z 2 V :Die Relation wird durch h dividiert. Danach kann sie analytisch ausgedehnt werdenauf V � V . Dies ergibt0 =Xi;j aijsi(z)sj(w) =Xi 0@Xj aij sj(z)1A si(w); 8z; w 2 V :Wir betrachten zuerst die Koordinate w. W�urden nicht alle Koe�zienten vor densi verschwinden, so w�are die lokale Relation auf V auch eine globale Relation (we-gen der analytischen Fortsetzung). Dies w�are aber ein Widerspruch zur linearenUnabh�angigkeit. Also Pj aijsj(z) = 0 f�ur alle i und alle z 2 V . Das gleicheArgument zeigt weiter aij = 0; i; j = 1; : : : ; n. Somit ist s(m) injektiv. �Proposition 8.8. Sei End(�hol(M;Lm)) mit dem Hilbert-Schmidt-Skalarproduktausgestattet und C1(M) mit dem L2-Skalarprodukt bez�uglich des symplektischenVolumens, dann ist die Abbildung s(m) adjungiert zu T (m). D.h. es gilthA; T (m)f iHS = hs(m)(A); fi : (8-9)



100 QuantisierungBeweis. Sei s1; s2; : : : ; sd wiederum eine Orthonormalbasis der Schnitte. Es berech-net sichhA; T (m)f iHS = Tr(A� � T (m)f ) =Xi hsi; A�T (m)f sii =Xi hAsi; f � sii :Sei nun A =Pj;k ajkjsj >< skj : Dann gilts(m)(A) =Xj;k ajk h(m)(sk; sj); Asi =Xj ajijsj > :Damit hA; T (m)f iHS =Xi ZM h(m)(Asi; fsi) 
 = ZMXi;j �aji f h(m)(sj; si) 
 :Andererseits gilths(m)(A); fi = ZM s(m)(A) � f 
= ZMXj;k �ajk h(m)(sk; sj) � f 
 = ZMXj;i �ajih(m)(sj; si) � f 
 : �Man vergleiche diese Proposition mit der Proposition 5.10 . Dort zeigte ich,da� in Bezug auf eine deformierte L2-Norm T (m) adjungiert zu der Berezinschenkovarianten Symbolabbildung ist. F�ur den Fall, da� die Rawnsleysche �-Funktionkonstant ist, stimmen beide Normen bis auf einen Konstante �uberein. Daraus folgt,da� die obige Abbildung s(m) in diesem Fall bis auf einen Faktor die kovarianteSymbolabbildung ist.Proposition 8.9. Die QuantisierungsabbildungenT (m); bQ(m) : C1(M; C ) ! End(�hol(M;Lm))sind surjektiv.Beweis. Die Surjektivit�at von T (m) folgt aus der Injektivit�at der adjungierten Ab-bildung wie folgt: Sei A orthogonal zu BildT (m). Dies bedeutethA; T (m)f i = 0; 8f 2 C1(M) :



8. L�-Approximation 101Damit folgt aus (8-9) s(m)(A) = 0. Wegen Prop. 8.7 folgt A = 0, also folgt dieSurjektivit�at von T (m).Es gilt bQ(m) = mT (m) � (id� 12m�) . Wegen der Surjektivit�at von T (m) gibt es zujedem Operator A ein g 2 C1(M) mit A = mT (m)g . Da (id � 12m�) ein positiverelliptischer Operator ist, gibt es zu g auch ein f mit (id � 12m�)f = g. SomitbQ(m)f = A. Also ist auch bQ(m) surjektiv. �Damit sind auch die Abbildungen pm, bzw. qm aus (8-5) und (8-6) surjektiv.Schauen wir die Approximationss�atze aus Abschnitt 6 an (Thm. 6.1, Thm. 6.2,bzw. Thm. 6.4) so gilt erstenslimm!1 jjmT (m)f jjm = limm!1 jjT (m)f jj = jjf jj1;bzw. limm!1 jj bQ(m)f jjm = jjf jj1 :Damit kann der Limes nur dann verschwinden, falls f selbst verschwindet. So-mit ist die Bedingung (2) aus der De�nition 8.1 einer L�-Approximation erf�ullt.Desweiteren giltlimm!1 jj [ imT (m)f ; imT (m)g ]� imT (m)ff;ggjjm = limm!1 jj im[T (m)f ; T (m)g ]� T (m)ff;ggjj = 0 :Damit ist auch die Bedingung (3) erf�ullt. (F�ur bQ(m) steht sie bereits in (6-6).)Somit folgt die Vermutung aus [A]:Theorem 8.10. [Bordemann, Meinrenken, Schlichenmaier [B]] Sei (M;!) einekompakte, quantisierbare K�ahler-Mannigfaltigkeit mit sehr amplen Quantenb�undelL. Sei P(M) die Poisson-Algebra der reellwertigen Funktionen auf M . Dannist P(M) sowohl in Bezug auf die Quantisierungsabbildung der geometrischenQuantisierung als auch der Berezin-Toeplitz-Quantisierung ein u(�hol(M;Lm))-Quasilimes.M�ochte man eine su(�hol(M;Lm))-Approximation, so mu� man sich zuerst aufdie reellwertigen Funktionen mit RM f 
 = 0 beschr�anken (siehe hierzu Teil-abschnitt (c)). Leider folgt dann immer noch nicht, da� TrT (m)f = 0, d.h.



102 QuantisierungT (m)f 2 su(�hol(M;Lm)) ist. Prop. 6.5 (b) gibt allerdings eine Aussage �uber dasasymptotische Verhalten der Spur. Sei d(m) := dim�hol(M;Lm). Wir setzen~T (m)f := T (m)f � 1d(m) (TrT (m)f ) � id : (8-10)Per Konstruktion gilt Tr ~T (m)f = 0. Andererseits folgt wegen der VoraussetzungRM f 
 = 0 mit Prop 6.5(b) jTrT (m)f jd(m) = O( 1m ) :Damit limm!1 jj ~T (m)f jj = limm!1 jjT (m)f jj = jjf jj1 :Desweiteren gilt [ ~T (m)f ; ~T (m)g ] = [T (m)f ; T (m)g ] und damit weiterjj im[ ~T (m)f ; ~T (m)g ]� ~T (m)ff;ggjj = jj im[T (m)f ; T (m)g ]� T (m)ff;ggjj+O( 1m ) :Auf diese Weise erh�alt man einen su(�hol(M;Lm))-Quasilimes. Dasselbe funktio-niert auch f�ur den entsprechend modi�zierten Operator der geometrischen Quanti-sierung ~Q(m)f = bQ(m)f � 1d(m) Tr bQ(m)f � id :
(c) Der Zusammenhang mit den divergenzfreien VektorfeldernIn der Quantentheorie der Membranen (dies sind zweidimensionale symplekti-schen Mannigfaltigkeiten, bzw. eventuell auch deren h�oherdimensionale Verallgemei-nerungen) sind die volumenerhaltenden Di�eomorphismen von besonderer Bedeu-tung. Auf in�nitesimaler Ebene entsprechen ihnen die divergenzfreien Vektorfelder.Hierbei ist die Divergenz in Bezug auf die vorgegebene Volumenform zu nehmen.Sei LX die Lie-Ableitung in Richtung des Vektorfelds X und 
 die symplektischeVolumenform, dann ist die Divergenz div(X) die skalare Funktion de�niert durchLX
 = div(X) � 
 : (8-11)



8. L�-Approximation 103Bezeichne V ect(M) die Lie-Algebra der C1-Vektorfelder auf M . Der Unterraumder diverenzfreien Vektorfelder ist de�niert alsdiffVM := fX 2 V ect(M) j LX
 = 0 g : (8-12)Da [LX ; LY ] 
 = L[X;Y ]
 gilt, ist diffV (M) eine Lie-Unteralgebra. Genauso istLHam(M) := fX 2 V ect(M) j LX! = 0 g (8-13)ebenfalls eine Unteralgebra. Diese Unteralgebra hei�t die Algebra der lokal-Hamiltonschen Vektorfelder. Da die Lie-Ableitung eine Derivation (auch in Bezugauf das �au�ere Produkt) ist, folgt aus der De�nition des symplektischen Volumens
 = � � (! ^ : : : ^ !) LHam(M) � diffV (M) :Im Fall der Dimension 2, d.h. f�ur die zweidimensionalen Membranen, haben wirnat�urlich Gleichheit. Die Hamiltonschen Vektorfelder sind gegeben alsHam(M) := fX 2 V ect(M) j 9f 2 C1(M) : X = Xf g : (8-14)Da gilt [Xf ; Xg] = X�ff;gg (4-32), bilden diese eine Unteralgebra von V ect(M).F�ur die Lie-Ableitung gilt LX = iX � d+ d � iX : (8-15)Mit d! = 0 folgt daraus LX! = d iX! = d(!(X; :)) . Ist Xf ein HamiltonschesVektorfeld, so gilt LXf! = d(!(Xf ; :)) = d(df) = 0 : (8-16)Wir erhalten somit die Kette von Vektorfeldalgebren0 � Ham(M) � LHam(M) � diffV (M) � V ect(M) :Proposition 8.11. Seien X und Y Vektorfelder mit LX! = LY ! = 0, dann gilt[X;Y ] = �X!(X;Y ) : (8-17)Beweis. Zu zeigen ist, da� f�ur alle Vektorfelder Z gilt!(�[X;Y ]; Z) = d(!(X;Y ))(Z); d.h. i[X;Y ] = d iX iY ! :



104 QuantisierungNun gilt [1, p.121] i[X;Y ] = LX iY � iY LX :Wegen den Voraussetzungen bleibt nur LXiY ! auf der rechten Seite. Unter Benut-zung von (8-15) erhalten wird iX iY ! = LX iY ! � iXd iY ! :Aus LY ! = 0 ergibt sich wiederum mit (8-15) d iY ! = 0 und somit die Behaup-tung. �Dies bedeutet, da� Ham(M) ein Ideal in LHam(M) ist. Die Faktorabbildungist gegeben durchLHam(M)=Ham(M) �= H1(M;R); X 7! iX! : (8-18)Aufgrund von (8-17) ist die Lie-Struktur auf dem Quotienten abelsch.Die Poisson-Algebra P(M) steht selbst in Beziehung zu Ham(M). Es sei dieAbbildung 	 : P(M)! Ham(M); f 7! �Xf (8-19)gegeben. Per De�nition ist 	 surjektiv und wegen (4-32) ein Lie-Homomorphismus.Xf = 0 bedeutet df = 0, d.h. ker	 = R. Wir erhalten die exakte Sequenz vonLie-Algebren 0 �! R �! P(M) �! Ham(M) �! 0 : (8-20)F�ur kompaktes M spaltet diese Sequenz. Wir haben in diesem Fall n�amlich denIsomorphismuŝ	 : P(M) �= R �Ham(M); f �! (ZM f 
;�Xf ) : (8-21)Hierzu haben wir lediglich zu zeigen, da� RMff; gg
 = 0 gilt . Dies ist richtig, daf�ur beliebige Vektorfelder gilt [1, p.153]ZM df(X) � 
 = � ZM f divX �
 : (8-22)



8. L�-Approximation 105Somit ZMff; gg
 = ZM df(Xg) 
 = � ZM div(Xg) 
 = 0 ;da Hamiltonsche Vektorfelder divergenzfrei sind.F�ur kompakte Mannigfaltigkeiten kann also Ham(M) identi�ziert werden mitder Unteralgebra der Funktionen, deren Integral �uber M verschwindet. Somitkann durch die oben ausgef�uhrte Quantisierung f�ur den wesentlichen Teil der lokal-Hamiltonschen Vektorfelder eine su(�hol(M;Lm))-Approximation erhalten werden.Es sei daran erinnert, da� im Fall der reellen Dimension 2 die lokal-HamiltonschenVektorfelder mit den divergenzfreien zusammenfallen.(d) Weitere Beispiele. Die Quantentorusalgebra.In der theoretischen Physik, etwa im Rahmen der Gitterapproximation von kon-tinuierlichen Feldtheorien, der Hydrodynamik, der Theorie der integrablen Systemespielen gl(N); u(N); su(N); N ! 1 Grenzwerte eine wichtige Rolle. Meist hatman es mit unendlichdimensionalen Lie-Algebren zu tun, welche man durch end-lichdimensionale approximieren m�ochte. Das Theorem 8.10 hat gezeigt, da� mitHilfe der Quantisierung (bei geeigneten Voraussetzungen an die Mannigfaltigkeit)solch ein Limes existiert. Es liefert somit eine strukturelle Aussage �uber diese Theo-rien. Andererseits besagt es auch, da� aus der Tatsache allein, da� ein gl(N)-Limesvorliegt (bei dem man die Projektionsabbildungen nicht mit betrachtet), nicht vielInformation �uber die spezielle Situation herausgeholt werden kann, da es sich umein generelles Prinzip handelt.Wegen seiner Bedeutung, m�ochte ich noch einige weitere Beispiele von L�-Quasilimites aus [A] hier behandeln.Beispiel 8.12. Die Algebren gl+(1), bzw. gl(1) sind de�niert alsgl+(1) := f(aij)i;j2N j aij 2 C ; aij = 0 f�ur fast alle i; j ggl(1) := f(aij)i;j2Z j aij 2 C ; aij = 0 f�ur fast alle i; j g (8-23)Als Lie-Produkt sei der �ublichen Matrizenkommutator genommen. Dies bedeutet:Ist Eij die Matrix mit Eintrag 1 an der Position (i; j) und 0 sonst, dann bilden dieEij mit i; j 2 N , bzw. i; j 2 Z eine Basis und es gilt[Eij; Ekl] = �j;kEil � �i;lEk;j : (8-24)



106 QuantisierungJede Bijektion N �= Z vermittelt �uber die Numerierung der Standardbasis einen Iso-morphismus. Es gibt allerdings keinen kanonischen Isomorphismus. Da jede Matrixnur endlich viele nichtverschwindende Eintr�age besitzt, ist die Spur wohlde�niert.Dies bedeutet wir k�onnen die Unteralgebrensl+(1) := fA 2 gl+(1) j TrA = 0 g; sl(1) := fA 2 gl(1) j TrA = 0 gde�nieren. Sei gl(N) die �ubliche Matrix der N �N -Matrizen, so ist durchiN : gl(N)! gl+(1); Eij 7! Eij ; i; j = 1; : : : ; Neine Einbettung gegeben. O�ensichlich giltgl(N) � gl(N + 1) � gl(N + 2) � � � � � gl+(1) = 1[N=1 gl(N) :Genauer ist gl+(1) der direkte Limes der gl(N) im kategoriellen Sinne, wenn mandie Standardeinbettung gl(N)! gl(N + 1) zugrundelegt. Setzt manpN : gl+(1)! gl(N); pN (Eij) = � Eij ; 1 � i; j � N0; sonstund nimmt man als Metrik dN die Metrik, welche vom SkalarprodukthEij ; Ekli = �i;k�j;l = Tr(tEijEkl)herkommt, so erh�alt man eine Zuordnunggl+(1) ! (gl(N); pN ; dN ; N 2 N) :Da sich alles aus gl+(1) in den Unteralgebren gl(N), f�ur N jeweils geeignet gro�gew�ahlt, ausdr�ucken l�a�t, sind die Bedingungen der L�-Approximation 8.1 trivia-lerweise erf�ullt.



8. L�-Approximation 107Beispiel 8.13. Die Quantentorusalgebra L� (auch Sine-Algebra genannt). SeiV = hTm j m = (m1;m2) 2 Z2iCder Vektorraum mit den Basiselementen Tm. F�ur � 2 R de�nieren wir auf V eineLie-Algebrenstruktur ~L� in der folgenden Weise. F�ur � 6= 0 sei[Tm; Tn] := 12�� sin �2��(m� n)�Tm+n (8-25)und f�ur � = 0 [Tm; Tn] := (m� n)Tm+n ; (8-26)gesetzt, mit der Vorgabem� n := m ^ n := m1n2 �m2n1 :Diese Algebren wurden von Fairlie, Fletcher und Zachos [72] eingef�uhrt. Sie hei�en(f�ur � 6= 0) Quantentorusalgebren. Da aus m+ n = (0; 0) m� n = 0 folgt, spaltendie Algebren ~L� (als Lie-Algebren)~L� = hT(0;0)i � hTm j m = (m1;m2) 2 Z2 n f(0; 0)giC :Den zweiten Summanden nennen wir L�. F�ur den Fall � = 0 hat sich auch dieBezeichnung diff 0V T 2 eingeb�urgert [A]. In der Tat besteht der folgende Zusam-menhang mit den Hamiltonschen Vektorfeldern (und somit divergenzfreien Vektor-feldern) auf dem Torus. Parametrisieren wir den reellen 2-dimensionalen Torus T 2durch '1; '2 2 R mit 0 � '1; '2 � 2�, so k�onnen die Funktionen auf T 2 durch ihreFourier-Darstellung in Bezug auf die FunktionenHm = H(m1;m2) = � exp( im1'1 + im2'2) (8-27)gegeben werden. Legen wir die standardsymplektische Form ! = '1^'2 zugrunde,so berechnet sichfHm; Hm0g = @Hm@'1 @Hm0@'2 � @Hm@'2 @Hm0@'1 = (m�m0)Hm+m0 :Dies bedeutet, da� die Algebra ~L0 mit der Poisson-(Lie-)Unteralgebra der Funktio-nen identi�ziert werden kann, welche eine endliche Fourier-Entwicklung in Bezug auf



108 Quantisierungdie Fourier-Moden (8-27) haben. F�ur m 6= (0; 0) gilt RT 2 Hm! = 0. L�a�t man somitdie Konstanten au�er Acht, so erh�alt man auf der einen Seite die Identi�kation miteiner Unteralgebra der Hamiltonschen Vektorfelder und auf der anderen Seite mitder Algebra L0 = diff 0(T 2).Berechnet man die Moyal-Klammer (3-12) der erzeugenden Elemente fHm; Hm0g?,so erh�alt man, da� die Algebren ~L� (bis auf Reskalierung) gerade erhalten werden,indem man ~ = 2�� setzt. Die Bezeichnung Quantentorusalgebra ist also sinnvoll.In [120] wird gezeigt, da� die Algebren L� und L�0 f�ur � 6= �0 im allgemeinennicht isomorph sind.Sei nun � = 1=N und ~LN = ~L1=N . Da sin(2�N (m + Na)� n) = sin( 2�N m � n) ,ist der Unterraum JN := hTm � Tm+Na j m; a 2 Z2 iC (8-28)ein Lie-Ideal. Insbesondere k�onnen wir die Faktoralgebra L(N) := ~LN=JN bilden.Sei 'N : ~LN ! L(N) die kanonische Abbildung. Die Faktoralgebra besitzt dieDimension N2. Eine Basis ist durch die Elemente'N (Tm); m = (p; q); 0 � p; q < Ngegeben. Es gilt['N (Tm); 'N (Tn)] = N2� sin 2�N (m� n)'N (Tm+nmodN ) : (8-29)Proposition 8.14. F�ur N ungerade ist die Algebra L(N) isomorph zu gl(N).Beweis. Sei allgemein fTa j a = 1; 2; : : : ; N2g eine beliebige Basis von gl(N). DieStrukturkonstanten sind in Bezug auf diese Basis (f ca;b), d.h. es gilt[Ta; Tb] = N2Xc=1 f ca;bTc : (8-30)Desweiteren sei Ta = N2Xi;j=1Ca;ijEij a = 1; 2; : : : ; N2 (8-31)



8. L�-Approximation 109der Basiswechsel. Dadurch ist die N2 � N2-Matrix C de�niert. Sei C�1 = (C�1ij;a)die inverse Matrix. Mit (8-24) berechnet manf cab =Xi;j;k �Ca;ijCb;jk(C�1)ik;c � Cb;ijCa;jk(C�1)ik;c� : (8-32)Zur�uck zur vorgebenen Situation. Sei � = e 2� iN eine N -te primitive Einheitswurzel.Wir de�nieren die N2 �N2-Matrix C mit den Indizesa = (m1;m2), m1;m2 = �N�12 ; : : : ;+N�12 ; i; j = 1; : : : ; NCm;ij := iN4� � 12m1m2+(i�1)m1�i+m2;jmodN (8-33)wobei �k;lmodN gleich 1 ist falls k � l mod N und 0 sonst. Die inverse Matrixberechnet sich zu (C�1)ij;m = �4� iN2 �m1(m2=2�j+1)�m2;j�imodN : (8-34)Die Existenz des Inversen bedeutet, da� es sich tats�achlich um einen Basiswechselhandelt. Die Strukturkonstanten berechnen sich gem�a� (8-32) zufam;n = N2� sin 2�N (m� n) �m+n;amodN : (8-35)Dies bedeutet aber, da� Tm 7! 'N (Tm) ein Lie-Homomorphismus ist. Siehe hierzuauch (8-49) f�ur eine strukturellere Interpretation. �Prop 8.14 besagt, da� auf jedem LevelN der Bildbereich identi�ziert werden kannmit gl(N). Wie man jedoch (8-33) entnimmt, macht der Basiswechsel f�ur N ! 1keinen Sinn. D.h. die Folgerung da� gl(1) �= ~L� ist, ist ein o�ensichtlicher Fehl-schlu�. Die beschriebene Situation pa�t aber in dem Rahmen der approximierendenFolgen. In L(N), bzw. gl(N) nehmen wir das Skalarprodukth'N (Tm); 'N (Tn)i = �m1;n1 � �m2;n2 : (8-36)Die Identit�at ~L0 ! ~L� ist eine lineare Abbildung. Dies de�niert eine Familie vonlinearen AbbildungenpN : ~L0 ! ~L1=N ! L(1=N); N 2 N ; N ungerade :In [A] wird gezeigt, da� es sich hierbei um einen gl(2M + 1); M ! 1 Quasilimeshandelt. Desweiteren wird durch Modi�kation des Ansatzes (8-33) auch f�ur � =MN eine entsprechende Konstruktion durchgef�uhrt. Da jedes irrationale �0 durchElemente MkNk mit Nk ansteigend angen�ahert werden kann, ist jedes ~L�0 ein solcherLimes.



110 QuantisierungBeispiel 8.15. Die Sph�arenalgebra (siehe Hoppe [116]). Sie wird erzeugt als Vek-torraum von den ElementenYlm; mit l 2 N ; m = �l; : : : ; 0; : : : ;+l (8-37)und besitzt das Lie-Produkt[Ylm; Yl0m0 ] = Xl00;m00 gl00m00lm;l0m0Yl00m00 : (8-38)Die Strukturkonstanten sind gegeben durchgl00m00lm;l0m0 = i (�1)m00 Z �0 d� Z 2�0 d' �Y l00m00 0@@ �Y lm@� @ �Y l0m0@' � @ �Y l0m0@� @ �Y lm@' 1A :(8-39)Hierbei sind die �Y l;m(�; ') die gew�ohnlichen Kugel
�achenfunktionen. Die Struk-turkonstanten verschwinden au�erhalb des Bereichsm00 = m+m0 und jl� l0j � l00 � l+ l0 � 1 : (8-40)Dadurch ist auch klar, da� die Gleichung (8-38) wohlde�niert ist. Betrachtet manauf S2 die Poisson-Klammer (siehe auch [88])ff; gg = @f@ cos � @g@' � @f@' @g@ cos � ; (8-41)so gilt wegen (8-39), da� diese Algebra isomorph zur Poisson-Algebra der Funktio-nen ist, welche sich als endliche Linearkombinationen der Kugel
�achenfunktionen�Y lm(�; '); l 2 N ; m = �l; : : : ; l schreiben lassen. Wegen des Zusammenhangs die-ser Algebra mit den (komplexi�zierten) Hamiltonschen (und somit divergenzfreien)Vektorfeldern wird sie auch mit diff 0V S2 bezeichnet. Manchmal ist es bequemerauch die triviale zentrale Erweiterung L := diff 0AS2�C �Y00 durch ein zus�atzlichesElement Y00, das �Y 00 entspricht, zu betrachten.Sei N wiederum eine ungerade Zahl. Es sei in Analogie zum Beweis der Propo-sition 8.14 die Matrix C = (Clm;ij) wie folgt de�niert. Der Bereich f�ur das ersteIndexpaar sei l = 0; 1; : : : ; N � 1 ; m = �l; : : : ; 0; : : : ;+l



8. L�-Approximation 111und f�ur das zweite Paar i; j = 1; : : : ; N . Das Matrixelement lautetClm;ij = (�1)N�i0B@ N � 12 l N � 12�i+ N + 12 m j � N + 12 1CA � �i�m;j �RN (l) ; (8-42)mit RN (l) =r2l+ 116� s (N + l)!(N � l� 1)! � (N2 � 1)1�l2 (8-43)und dem 3j�Symbol [??] � l1 l2 l3m1 m2 m3 �. Wiederum de�niert C einen Basis-wechsel in gl(N). Die Strukturkonstanten in Bezug auf diese Basis Tml wurden vonHoppe [116] berechnet. Es sei die Abbildung pN : L! gl(N) gegeben durchpN (Ylm) = � TNlm; f�ur l < N0; f�ur l � N : (8-44)Als Skalarprodukt nehmen wirhTNlm; TNl0m0i = �l;l0 � �m;m0 : (8-45)Es wurde von Hoppe [116],[118] gezeigt, da� die in dieser Weise erhaltenen Struk-turkonstanten in gl(N) f�ur N !1 gegen die Strukturkonstanten von L gehen. Wiein [A] ausgef�uhrt, wird hierdurch L ein gl(2M + 1); M !1 Quasilimes.Wir sahen in allen drei F�allen, da� die Algebren gl(2N+1); N !1 Quasilimitessind. Es gilt jedoch wie in [A, App.A] bewiesen wirdProposition 8.16. Die Algebren gl+(1); diff 0V (T 2) und diff 0V (S2) sind paar-weise nicht isomorph.Die Quantentorusalgebren L�, bzw. ~L� haben eine reichhaltige mathematischeStruktur. Wie von Floratos [86] gezeigt, k�onnen sie f�ur generisches � in gl(1)eingebettet werden. Die Algebra gl(1) ist die Algebra der beidseitig unendlichenMatrizen mit \nur endlich vielen Diagonalen"gl(1) := f (aij)i;j2Z j aij 2 C ; aij = 0 f�ur ji� jj � 0 g : (8-46)



112 QuantisierungDiese Algebra wird auch im zweiten Teil dieser Schrift von Bedeutung sein. Bevorich die Einbettung angebe, m�ochte ich die Identi�kation von L(N) mit gl(N) ausProp. 8.14 etwas konzeptioneller beschreiben. Sei auch hier N ungerade.Sei " = e(4� i )=N und seien G und H 2 gl(N) gegeben durch1G = diag(1; "; "2; : : : ; "N�1); H = 0B@ 0 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : :1 0 0 : : : 0 1CA : (8-47)Es berechnet sich H �G = " �G �H : (8-48)Wir setzen f�ur m = (m1;m2)̂Tm = iN4� " 12m1m2Gm1Hm2 : (8-49)Diese T̂m mit 0 � m1;m2 � N � 1 bilden eine Basis von gl(N). Es berechnet sichmit Hilfe von (8-48)[T̂m; T̂n] := N2� sin �2�N (m� n)�T̂m+nmodN ; (8-50)d.h. die Strukturgleichung (8-29). Wir betrachten nun statt � = 1=N beliebige reelle�. Es sei " = "(�) = e4� i �. Ich verwende dieselben Symbole G und H. Allerdingsbezeichnen diese nun die beidseitig unendlichen MatrizenG := diag(: : : ; "�2; "�1; 1; "1; "2; : : : );H :=Xi2ZEi;i+1 (8-51)aus gl(1). Es sei ebenfallsT̂m = i4��" 12m1m2Gm1Hm2 : (8-52)Auch hier gilt [T̂m; T̂n] := 12�� sin �2��(m� n)�T̂m+n : (8-53)1Diese Matrizen wurden bereits von Hermann Weyl [209, Kap. IV,x.15] benutzt.



8. L�-Approximation 113Somit ist durch Tm ! T̂m ein Lie-Homomorphismus �� : ~L� ! gl(1) gegeben.F�ur � 2 Q , d.h. � = MN gilt o�ensichtlich T̂(m1;0) = T̂(m1+N;0). Damit ist ��im allgemeinen nicht injektiv. F�ur irrationales � liegt Injektivit�at vor [87]. Demeingeweihten Leser mag nicht entgangen sein, da� die Benutzung der G und H im� = 1N Fall zu tun hat mit der diskreten Heisenberg-Gruppe. Die su(N)- Appro-ximation wird in diesem Bild von Floratos benutzt um den diskretisierten Torus zuquantisieren [86].Sind die Algebren ~L� in gl(1) eingebettet, so kann die weit entwickelte Dar-stellungstheorie dieser Algebra (Vertexoperator-Darstellungen, Spin-Darstellungen,Wedge-Darstellungen, etc.) benutzt werden, um Darstellungen von ~L�, bzw. vonzentralen Erweiterungen von ~L� zu konstruieren [87], [96] ,[95], [97], [119] .Diese Algebren und deren endlichdimensionalen Approximationen werden in derTheorie des integrablen Systeme, Solitonentheorie, KP-Hierarchien usw. genutzt.Siehe hierzu [27], [119], [97], [191].Neben diesen Anwendungen spielen die Algebren der divergenzfreien Vektorfel-der, bzw. deren Quantendeformation, bzw. deren endlichdimensionalen \Approxi-mationen" auch eine Rolle in der Hydrodynamik einer idealen F�ussigkeit auf dervorgegebenen (symplektischen) Mannigfaltigkeit M . Die Bewegung, gegeben durchdie Eulerschen Bewegungsgleichungen des starren K�orpers, kann als Bewegung ent-lang geod�atischer in der Rotationsgruppe des 3-dimensionalen Raums beschriebenwerden. Wie von Arnold ausgef�uhrt [8, App.2], [7] (siehe auch Ebin-Marsden [69])kann die Hydrodynamik in formaler Weise dadurch beschrieben werden, da� man die(endlichdimensionale) Rotationsgruppe durch die (unendlichdimensionale) Gruppeder volumenerhaltenden Di�eomorphismen der Mannigfaltigkeit M ersetzt. Gehtman �uber zu den Lie-Algebren, so sind wir wiederum bei der Algebra der divergenz-freien Vektorfelder, bzw. bei der Poisson-Algebra, wie in Abschnitt (c) ausgef�uhrt.Die su(N); N !1 Approximation wurde unter anderem von Dowker und Wolski[67] zum Studium der Hydrodynamik auf dem Torus verwendet. Siehe hierzu auchZeitlin [214].



114 Konforme Feldtheorie
Teil II: Konforme Feldtheorie

9. Die Mehrpunktalgebren der konformen Feldtheorie(a) Die geometrische SituationDie Virasoro-Algebra und ihre Darstellungen sind von fundamentaler Bedeutungin der zweidimensionalen konformen Feldtheorie. Sie tauchen dort in verschiedenerWeise auf (siehe [180] f�ur einige Beispiele). Eine Art sie zu realisieren ist die folgende.Man geht aus von den komplexen Vektorfeldern auf S1, die eine endliche Fourier-Darstellung haben, d.h. die man als endliche Linearkombination der Elemente(' 2 S1) lm := � i e im' dd'; m 2 Z (9-1)schreiben kann. Der Kommutator der Basiselemente berechnet sich zu[ln; lm] = (m� n) ln+m : (9-2)Diese Algebra hei�t Witt-Algebra W. Die Virasoro-Algebra V ist die universellezentrale Erweiterung der Witt-Algebra. In gewisser Weise entspricht dieses Bildder in�nitesimalen Situation an einem festen Punkt der zugrundeliegenden Man-nigfaltigkeit. Im folgenden steht jedoch das globale Bild, wie es von Krichever undNovikov entwickelt wurde, im Vordergrund. Hierzu beschreibe ich zuerst eine an-dere Realisierung der Virasoro-Algebra. Geht man �uber zur komplexen Koordinatez = e i', so kann man (9-1) als Einschr�ankung des, auf C n f0g holomorphen,Vektorfelds lm := zm+1 ddz ; m 2 Z (9-3)au�assen, bzw. umgekehrt (9-3) als die analytische Fortsetzung von (9-1). Die Re-lation (9-2) bleibt hierbei erhalten. Die, in dieser Art und Weise fortgesetzten, Vek-torfelder sind holomorph au�erhalb der Punkte 0 und 1. Die m�oglichen Pole an



9. Die Mehrpunktalgebren 115diesen Punkten sind von algebraischer Natur. Wir gehen nun aus von den meromor-phen Vektorfeldern auf P1 (P1 = P1(C )), die holomorph au�erhalb der Punktemengef0;1g sind. Diese k�onnen in Bezug auf die quasiglobale Koordinate z beschriebenwerden als p(z) ddz mit einem beliebigen Laurentpolynom p 2 C [z; z�1 ]. DieVektorfelder bilden eine Lie-Algebra unter dem Lie-Produkt[ p(z) ddz ; r(z) ddz ] = �p(z)drdz (z)� r(z)dpdz (z)� ddz : (9-4)O�ensichtlich ist eine Basis durch die Elemente (9-3) gegeben. Die Virasoro-AlgebraV ist die universelle zentrale Erweiterung mit eindimensionalen Zentrum0 �! C �! V �! W �! 0 : (9-5)Als Vektorraum ist V = C �W. Eine Basis ist gegeben durch die Lifts Ln = (0; ln)von ln und einem zentralen Element t = (1; 0). Die Strukturgleichungen lauten[Ln ; Lm] = (m� n)Lm+n + �m�n n3 � n12 � t; [Ln ; t ] = 0 n;m 2 Z; : (9-6)Diese Darstellung des 2-Kozykels ist die �ubliche Konvention. Selbstverst�andlichkann er kohomolog abge�andert werden und mit einer Konstanten 6= 0 multipliziertwerden.Sei w = 1=z der Koordinatenwechsel in die a�ne Karte um z = 1, so giltddz = �w2 ddw . Ist v ein globales holomorphes Vektorfeld auf P1 mit Repr�asentan-ten (vz; vw) in Bezug auf die Standardkoordinaten, so gilt vw(w) = �w2 vz( 1w ) .Insbesondere folgt v 2 h l�1; l0; l1 iC : (9-7)Man rechnet leicht nach, da� der Unterraum (9-7) eine Unteralgebra von W ist.Diese Unteralgebra ist isomorph zu sl(2; C ). Der Vorfaktor des zentralen Term,der Kozykel, ist so gew�ahlt, da� bereits seine Einschr�ankung auf sl(2; C ) ver-schwindet und nicht erst nach kohomologer Ab�anderung. Dies ist im Einklang mitder Tatsache, da� diese Lie-Algebra keine nichttrivialen zentralen Erweiterungenbesitzt.Ein wichtiger Punkt ist, da� die Virasoro-Algebra V streng genommen erst dieobige Algebra zusammen mit der Graduierungdeg(Ln) = n; deg(t) = 0 (9-8)



116 Konforme Feldtheorieist. Man rechnet sofort nach, da� es sich hierbei um eine graduierte Lie-Algebrahandelt. Die Graduierung ist eine entscheidende Eigenschaft, die es einem �uberhaupterst erlaubt, H�ochstgewichtsdarstellungen zu de�nieren.M�ochte man die Situation in der Stringtheorie (ein Beispiel einer konformen Feld-theorie) geometrisch interpretieren, so handelt es sich hierbei um eine Welt
�ache(\world-sheet") vom Geschlecht Null (also mit trivialer Topologie). Der PunktP = fz = 0g entspricht einem ankommenden String und Q = fz = 1g einemausgehenden String. Siehe hierzu das Bild 1.
P QBild 1: Virasoro Situation(g = 0; N = 2)

P QBild 2: Ein Beispiel einer Krichever-NovikovSituationVon diesem Standpunkt aus ist es ganz nat�urlich die Situation auf RiemannscheFl�achen beliebigen Geschlechts g und beliebige endliche aber festgehaltene Anzah-len von ankommenden und ausgehenden Strings zu verallgemeinern. F�ur einenankommenden und einen ausgehenden String wurde dies von Krichever und Novi-kov 1987/1988 (siehe Bild 2) [146], [147], [148] gemacht. F�ur beliebige Anzahlen(siehe Bild 3) wurde dies vom Autor beginnend mit dem Jahr 1989 gemacht [H],[G]. Die Situation wurde auch in die Richtung verallgemeinert, da� ich Di�erential-operatoren beliebigen Grads betrachte. Die Vektorfelder entsprechen hierbei demGrad 1.Es sei noch erw�ahnt, da� die Mehrpunktsituation unabh�angig auch von R. Dick[61], [62], [63] von Guo, Na, Shen, Wang, Yu, Wu, Chang (siehe etwa [109]) undvon Bremner (f�ur 3 Punkte und Geschlecht 0) [37] studiert wurde. Die notwen-digen beinahe-graduierten Strukturen (siehe weiter unten) wurden jedoch nichteingef�uhrt. Lediglich Sadov [177] f�uhrte Untersuchungen durch, die mit meinemZugang verwandt sind.



9. Die Mehrpunktalgebren 117
P1P2 Q1

Fig. 3: Ein Beispiel einer verallgemeinerten Situation(N = 3, 2 Eintrittspunkte, 1 Austrittspunkte)Sei M eine kompakte Riemannsche Fl�ache von beliebigem Geschlecht g.1 Imfolgenden m�ochte ich die Resultate aus [H], [E], [F], [G] referieren, soweit sie f�urdas Gesamtverst�andnis notwendig sind. Beweise �nden sich dort. Sei A eine fest-gew�ahlte endliche Punktemenge auf M . Sie sei disjunkt zerlegt in zwei nichtleereTeilmengen I und O,A = I [ O; #I = K � 1; #O = L � 1; N = K + L : (9-9)Die Elemente in I nenne ich \Eintrittspunkte", die Elemente in O \Austritts-punkte". Die nichtkompakte Riemannsche Fl�ache M n A werde ich im folgendenmeist mit M� bezeichnen, wenn klar ist welche Punktemenge A zu nehmen ist.Sei � ein meromorphes Di�erential, das holomorph aufM� ist. An den Punkten inA habe � die exakte Polordnung 1, vorgegebene positive Residuen bei I, vorgegebenenegative Residuen bei O mitXP2I resP (�) + XQ2O resQ (�) = 0und rein imagin�are Perioden. Durch die Vorgabe der Residuen und die obigenBedingungen ist � eindeutig festgelegt (siehe [H, p.24]). Es sei ein Punkt Q 2 M��xiert. Die Funktion u(P ) = Re Z PQ � (9-10)1In der Tat ist es m�oglich, alles in der Art zu formulieren, da�M eine nichtsingul�are, projektiveKurve �uber dem algebraisch abgeschlossenen K�orper K mit char K = 0 ist. In diesem Fall sind dieim folgenden auftretenden Kurvenintegrale als Residuen zu interpretieren.



118 Konforme Feldtheorieist eine wohlde�nierte harmonische Funktion da die Perioden, welche die Mehrdeu-tigkeit des Integrals ausmachen, rein imagin�ar sind. Die Niveaulinien der FunktionC� = fP 2M� j u(P ) = �g; � 2 R (9-11)de�nieren eine \Faserung" von M� (siehe Bild 4).
� � 0 � � 0
Bild 4: Die Faserung durch NiveaulinienJede Niveaulinie C� trennt die Eintritts- von den Austrittspunkten. F�ur � � 0 istdie Niveaulinie C� eine disjunkte Vereinigung deformierter Kreise um die Punkte ausI. F�ur � � 0 ist die Niveaulinie C� eine disjunkte Vereinigung deformierter Kreiseum die Punkte aus O. Mit variierendem � k�onnen die (deformierten) Kreise zusam-mengehen und wieder aufspalten. Insbesondere wird dadurch die Topologie erzeugt.In der Stringtheorie kann man � interpretieren als die \Eigenzeit des Strings". Aneinem Punkt an dem die Niveaulinie nichtsingul�ar ist, sind lokale Koordinaten aufder Welt
�ache durch � und durch eine lokale Koordinate �, welche die NiveaulinieC� lokal parametrisiert, gegeben.(b) Die geometrischen Algebren und ModulnSei K das kanonische B�undel, d.h. das Geradenb�undel dessen lokale Schnitte dielokalen holomorphen Di�erentiale sind. F�ur jedes � 2 Z betrachten wir das B�undelK� := K
�. Hierbei sei die �ubliche Konvention vorausgesetzt. D.h. es ist K0 := O,das triviale B�undel, K�1 := K�, das zu K duale B�undel, und K� := (K�)�� f�urnegative �. Die lokalen Schnitte von K� sind die Formen oder auch Di�erentiale vomGewicht �. Speziell f�ur � = �1 erhalten wir die lokalen holomorphen Vektorfelder.



9. Die Mehrpunktalgebren 119Mit F� sei der Vektorraum der globalen meromorphen Schnitte von K�, dieholomorph auf M� sind, bezeichnet. Spezialf�alle, welche von besonderer Bedeutungsind, sind die quadratischen Di�erentiale (� = 2), die Di�erentiale (� = 1), dieFunktionen (� = 0) und die Vektorfelder (� = �1). Der Raum der Funktionensei auch mit A, der Raum der Vektorfelder mit L bezeichnet. W�are A = ; (washier nicht erlaubt ist), so w�aren die F� endlichdimensionale Vektorr�aume. DerenDimension wird durch den Satz von Riemann-Roch bestimmt. Da allerdings A 6= ;sind die F� alle unendlichdimensional.2Nachdem man eine \Quadratwurzel" T des kanonischen B�undels, d.h. T
2 = K ,�xiert hat (eine Thetacharakteristik), kann auch � 2 12Z betrachtet werden. DieFormen vom Gewicht 1=2 hei�en auch Spinoren. Allerdings h�angen f�ur nicht ganzes� alle im folgenden betrachteten Objekte von der gew�ahlten Thetacharakteristik,d.h. von der Spinorstruktur ab. Der Einfachheit halber sei im folgenden immerganzzahliges � vorausgesetzt.Ist E ein holomorphes Geradenb�undel, so ist die Garbe seiner Schnitte eine lo-kalfreie Garbe vom Rang 1. Ist s ein globaler meromorpher Schnitt von E undP 2 M ein Punkt, so kann s lokal bei P durch eine meromorphe Funktion ŝrepr�asentiert werden. Die (Nullstellen-)Ordnung des Schnittes s bei P ist durchordP (s) := ordP (ŝ) de�niert. Der Divisor des Schnittes ist gegeben als die formaleendliche Summe (s) = XP2M ordP (s)[P ] : (9-12)Es ist wohlbekannt, da� sich die Isomorphieklassen von Geradenb�undel, die Iso-morphieklassen von lokalfreien Garben vom Rang 1 und die Divisorenklassen durchdie obige Beziehung in nat�urlicher Weise identi�zieren (auch mit ihrer Gruppen-struktur).3 Deshalb werde ich auch dem allgemeinen Gebrauch folgen und nichtimmer zwischen dem B�undel, seiner Garben, seiner Divisorenklasse, bzw. sogar ei-nem Divisor eines meromorphen Schnittes unterscheiden. Ebenso ist wohlbekannt,da� die kompakte Riemannsche Fl�ache M komplex isomorph zu einer projektivennichtsingul�aren Kurve in einem starken Sinne ist (Kodairascher Einbettungssatzund der Satz von Chow). Dies bedeutet M kann in einen geeigneten projektiven2M� ist eine a�ne Kurve, siehe weiter unten.3Siehe [D, x 9.] f�ur eine kurze Zusammenfa�ung dieser Beziehung, bzw. [112, II.,6.16] f�ur de-taillierte Beweise.



120 Konforme FeldtheorieRaum eingebettet werden und unter der Einbettung wirdM eine nichtsingul�are Va-riet�at der Dimension 1. Jede meromorphe Funktion wird eine rationale Funktion,jedes holomorphes (meromorphes) Di�erential wird zu einem regul�aren (rationa-len) Di�erential, die holomorphen B�undel werden algebraische B�undel, etc.. Auchhier werde ich, je nachdem was vorteilhafter ist, das komplex-analytische Bild oderdas algebraisch-geometrische Bild in den Vordergrund stellen. Ein Beispiel dieses�Uberganges �ndet sich in Abschnitt 14 . An manchen Stellen wird auch n�utz-lich sein, da� M� = M n A (unter dieser Identi�kation) eine a�ne Variet�at ist[112, p.297].Die nat�urliche Abbildung (der lokalfreien Garben)K� � K� ! K� 
 K� �= K�+�; (s; t) 7! s
 t (9-13)de�niert eine assoziative Verkn�upfungF� �F� ! F�+� :In den lokalen Trivialisierungen bedeutet dies gerade die Multiplikation derRepr�asentanten. Der VektorraumF =M�2ZF�; bzw. F = M�2 12ZF� (9-14)wird dadurch zu einer assoziativen, kommutativen Algebra. Die Funktionen (d.h.die Elemente von A = F0) bilden selbst eine assoziative Algebra. Sie operieren aufjedem F� separat und machen diese zu A-Moduln.Daneben operieren die Vektorfelder (d.h. die Elemente von L = F�1) durch dieLie-Ableitung auf F�. In lokalen Koordinaten kann die Lie-Ableitung beschriebenwerden durchre(g)j := Le(g)j := (e(z) ddz ) : (g(z) dz�) := �e(z)dgdz (z) + � g(z)dedz (z)� dz� :(9-15)Hierbei ist e ein Vektorfeld und g eine Form vom Gewicht �. Zur Notationsverein-fachung habe ich dasselbe Symbol f�ur den Schnitt und den lokalen Repr�asentantenverwendet. Falls keine Unklarheiten entstehen, werde ich dies auch im folgendentun. Man rechnet nach, da� der Raum F� unter (9-15) auf F� abgebildet wird.



9. Die Mehrpunktalgebren 121L�a�t man L via (9-15) auf sich selbst operieren, so wird L zu einer Lie-Algebra.F�ur e; f 2 L verwende ich auch [e; f ] := re(f). Die Algebra L nenne ich verallge-meinerte Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra. Man rechnet direkt nach, da� aufF� [Le; Lf ] = L[e;f ] (9-16)gilt. Dies bedeutet, da� die F� Lie-Moduln �uber der Lie-Algebra L sind. Auf ganzF operiert L als Derivation, d.h. es giltLe(f 
 g) = f 
 Le(g) + Le(f)
 g : (9-17)Ist R eine assoziative Algebra, so kann auf dem unterliegenden Vektorraum eineLie-Algebra LR eingef�uhrt werden dadurch, da� man den Kommutator[a; b] := a � b � b � a als Lie-Produkt nimmt. Wenn klar ist, da� die Lie-Strukturgemeint ist, werde ich oft R statt LR verwenden. O�ensichtlich ist LA eine abelscheLie-Algebra und die A-Moduln F� werden zu LA-Moduln.Da L auf A als Derivation operiert, kann das semi-direkte Produkt D1 = A�Lgebildet werden. Diese Lie-Algebra ist die Algebra der Di�erentialoperatoren vomGrad � 1, welche meromorph auf M und holomorph auf M� sind. Als Vektorraumgilt D1 = A� L und das Lie-Produkt ist per De�nition gegeben als[ (g; e); (h; f) ] := (Leh� Lfg ; [e; f ] ) : (9-18)Wir haben die kurze exakte Sequenz von Lie-Algebren0 �! A �! D1 �! L �! 0 : (9-19)O�ensichtlich kann auch L via e 7! (0; e) als Unteralgebra von D1 aufgefa�t werden.Die Moduln F� werden zu D1-Moduln durch die Vorgabe(g; e) : f = g � f + Le(f) : (9-20)Im folgenden wollen wir auch Di�erentialoperatoren beliebigen Grads betrachten.Hierzu haben wir universelle Konstruktionen vorzunehmen. Es sei de�niertD = UD1=J; bzw. D(�) = UD1=J� ; (9-21)



122 Konforme Feldtheoriemit UD1 der universellen einh�ullenden Algebra von D1 (mit Multiplikation � undEinselement 1) und den zweiseitigen IdealenJ := ( a� b� a � b; 1� 1 j a; b 2 A );J� := ( a� b� a � b; 1� 1; a� e� a � e+ �Le(a) j a; b 2 A; e 2 L ):Alle F� sind aufgrund der universellen Konstruktion Moduln �uber UD1. Die Rela-tionen aus J sind erf�ullt. Damit sind f�ur jedes � die F� Moduln �uber D. F�ur einfestes � sind aber auch die Relationen in J� erf�ullt. Somit wird dieses feste F� einModul �uber D(�).De�nition 9.1. ( [103, IV,16.8,16.11] und [17]) Eine C -lineare AbbildungD : F� ! F� hei�t (algebraischer) Di�erentialoperator vom Grad � n mit n � 0,falls gilt:(1) Ist n = 0, so ist D = b, die Multiplikation mit einer Funktion b 2 A.(2) Ist n > 0, so gilt f�ur alle a 2 A (aufgefa�t als Multiplikationsoperator)[D; a] : F� ! F�ist ein Di�erentialoperator vom Grad � (n� 1).Es sei Di� (n)(F�) der Unterraum aller Di�erentialoperatoren von F� vomGrad � n. Durch das Hintereinanderausf�uhren wirdDi� (F�) := [n2N0 Di� (n)(F�)eine assoziative Algebra. Man rechnet leicht nach, da� jedes Element D von D bzw.von D(�) als (algebraischer) Di�erentialoperator auf F� operiert. D.h. wir habenRinghomomorphismenD ! Di� (F�); D(�) ! Di� (F�) : (9-22)DaM� =M nA eine a�ne Variet�at ist, kann jeder algebraische Di�erentialoperatorvon F� durch solch ein D aus D repr�asentiert werden [103]. Die Elemente in Dnenne ich koh�arente Di�erentialoperatoren und die Elemente in D(�) die Di�eren-tialoperatoren von F�.



9. Die Mehrpunktalgebren 123(c) Die beinahe-graduierte StrukturWie oben bereits bemerkt ist die graduierte Struktur der Algebren wichtig, umH�ochstgewichtsdarstellungen zu konstruieren, ja sogar um sie zu de�nieren. Nunsind leider im allgemeinen die in (b) eingef�uhrten Algebren nicht graduiert. Gl�uck-licherweise ist es aber m�oglich mit einem schw�acheren Konzept auszukommen, derBeinahe-Graduierung wie sie von Krichever und Novikov [146] eingef�uhrt wurde.De�nition 9.2. (a) Sei L eine (Lie-)Algebra mit L = Ln2ZLn einer direk-ten Vektorraumzerlegung. L hei�t beinahe-graduierte (almost-graded, quasi-graded,generalized-graded) (Lie-)Algebra, falls gilt:(1) dimLn <1.(2) Es gibt Konstanten R und S mitLn � Lm � n+m+SMh=n+m�RLh; 8n;m 2 Z : (9-23)Die Elemente aus Ln hei�en homogene Elemente vom Grad n.(b) Sei L eine beinahe-graduierte (Lie-)Algebra undM ein L-Modul mitM =Ln2ZMn einer direkten Vektorraumzerlegung. M hei�t beinahe-graduierter(almost-graded, quasi-graded, generalized-graded) Modul, falls gilt:(1) dimMn <1.(2) Es gibt Konstanten R und S mitLm �Mn � n+m+SMh=n+m�RMh; 8n;m 2 Z : (9-24)Die Elemente ausMn hei�en homogene Elemente vom Grad n.Die obige De�nition macht sowohl Sinn f�ur Lie-Algebren und deren Moduln alsauch f�ur assoziative Algebren und deren Moduln. Dar�uberhinaus kann man auchallgemeinere Gradbereiche statt Z zulassen. Es kann sinnvoll sein, auf die Forderungnach der Endlichdimensionalit�at zu verzichten. Im folgenden werde ich sie jedochimmer voraussetzen.



124 Konforme FeldtheorieEs soll nun solch eine Beinahe-Graduierung auf den F� eingef�uhrt werdenF� =Mn2ZF�n : (9-25)Dies geschieht durch Angabe der Elemente, welche ein Basis von F�n bilden. Dieswird ausf�uhrlich in [H, x5.], [G] gemacht. Hierbei spielt die Zerlegung von A in Iund O eine entscheidende Rolle. Hier m�ochte ich lediglich ein Beispiel geben. Essei K = L, d.h. wir haben dieselbe Anzahl von Eintritts- wie Austrittspunkten.Desweiteren sei das Geschlecht g = 0 und � 2 Z beliebig oder g � 2 und � 6= 0; 1.Die Punkte I = fP1; P2; : : : ; PKg , O = fQ1; Q2; : : : ; QKg seien f�ur g � 2 ingenerischer Lage. Dann gibt es f�ur jedes n 2 Z und jedes p = 1; : : : ; K bis aufMultiplikation mit einen Skalar ein eindeutiges Element f�n;p 2 F� mitordPi(f�n;p) = (n+ 1� �)� �pi ; i = 1; : : : ; K;ordQi(f�n;p) = �(n+ 1� �); i = 1; : : : ; K � 1;ordQK (f�n;p) = �(n+ 1� �) + (2�� 1)(g � 1) : (9-26)Dies kann entweder mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch [H], [E] oder durchexplizite Konstruktionen [H],[F] gezeigt werden. Hierbei ist f�ur g � 2 die generischeLage der Punkte wichtig. Nachdem man Koordinaten zi an den Punkten Pi gew�ahlthat, kann die skalare Konstante durch die weitere Vorschriftf�n;pj(zp) = zn��p (1 + O(zp)) (dzp)� (9-27)�xiert werden. Die Elemente f�n;p f�ur n 2 Z und p = 1; : : : ; K bilden eine Basis vonF�.Die Basiselemente erf�ullen eine wichtige Dualit�atsrelation (nachdem man die Ska-lare wie oben �xiert hat) 12� i ZC� f�n;p � f1��m;r = �m�n � �rp : (9-28)Hierbei ist C� eine nichtsingul�are Niveaulinie. Dieses Integral ist unabh�angig vomgew�ahlten � . Sei n�amlich etwa �1 < �2 undM�1;�2 := fP 2M j �1 � u(P ) � �2 g



9. Die Mehrpunktalgebren 125dann berandet die Kurve C�1 � C�2 die Fl�ache M�1;�2 . Ist ! 2 F1, so ist ! aufM�1;�2 holomorph. Mit dem Satz von Stokes folgtZC�1 ! = ZM�1;�2 d! + ZC�2 ! = ZC�2 ! :Da f�n;p � f1��m;r 2 F1, folgt die Unabh�angigkeit. Die Berandungseigenschaft zeigtauch, da� die Homologieklasse [C� ] 2 H1(M�;Z) des, durch die Niveaulinie C�gegebenen, Zykels unabh�angig von � ist. Dasselbe Argument zeigt auch, da� dieKlasse [C� ] und damit das Integral unabh�angig von den gew�ahlten Residuen von �ist, solange die Vorzeichenverteilung erhalten bleibt.Ist g � 2 und � = 0 oder � = 1, so sind die Vorgaben f�ur endlich viele f�n;p zumodi�zieren. Genauso sind f�urK 6= L die Vorgaben f�ur alle f�n;p an den Punkten ausO zu modi�zieren. In all den Modi�kationen bleibt allerdings sowohl die Vorgabebei I als auch die Dualit�at (9-28) bestehen.Der Torusfall (g = 1) ist insofern ein spezieller Fall, da hier dz ein globalesholomorphes Di�erential ohne Nullstellen ist. Dies bedeutet, da� das kanonischeB�undel trivial ist, K �= O. Damit sind aber auch alle Tensorpotenzen trivial. Diesbedeutet, haben wir eine Basis ff0n;pg von A gefunden, so istf�n;p = f0n��;pdz� (9-29)eine Basis von F�. Um eine Basis von A zu bestimmen, sind wiederum Modi�-kationen der obigen Vorgaben f�ur endlich viele n notwendig. Allerdings ist keineVoraussetzung an die generische Lage der Punkte notwendig.4Aufgrund der Dualit�at f�uhre ich nun folgende Notation5 einf�;(n;p)� = f��n;p; An;p = f0n;p; en;p = f�1n;p; !n;p = f�;(n;p)1 ; 
n;p = f�;(n;p)2 (9-30)Die homogenen Elemente sind de�niert als die Elemente der R�aumeF�n := h f�n;p j p = 1; : : : ; K i : (9-31)4Im Torusfall sind alle Divisorenklassen vom Grad � 1 nichtspeziell und unter den Divisoren-klassen vom Grad 0 ist nur die Hauptdivisorklasse speziell.5Da die Verwendung von ! und 
 aus Teil I hier keine Rolle mehr spielt, d�urfte keine Ver-wechslungsgefahr bestehen.



126 Konforme FeldtheorieEs gilt dimF�n = K. F�ur die Algebren de�nieren wir entsprechendLn := h en;p j p = 1; : : : ; K i; An := h An;p j p = 1; : : : ; K i;D1n := h An;p; en;p j p = 1; : : : ; K i; (9-32)Ein wesentliches Resultat aus [H], [G] istSatz 9.3. In Bezug auf die obige Graduierung sind die Algebren A, L und D1beinahe-graduiert und die Moduln F� beinahe-graduierte Moduln �uber den Algebren.Genauer gilt An �Am � n+m+R1Mh=n+m Ah; An � F�m � n+m+R2Mh=n+m F�h ; (9-33)[Ln;Lm ] � n+m+R3Mh=n+m Lh; Ln :F�m � n+m+R4Mh=n+m F�h ; (9-34)[D1n;D1m ] � n+m+R5Mh=n+m D1h; D1n : F�m � n+m+R6Mh=n+m F�h ; (9-35)mit, nicht von n und m abh�angenden, Werten R1; R2; : : : ; R6.Es sei noch darauf hingewiesen, da� F durch die De�nition Fn = L�2ZF�nebenfalls zu einer beinahe-graduierten Algebra wird, falls man in der De�nition 9.2die Forderung der Endlichdimensionalit�at wegl�a�t.In [H] werden explizite Formeln f�ur die Schranken Ri in Abh�angigkeit vom Ge-schlecht g der Riemannschen Fl�ache und der Aufspaltung N = K+L gegeben. Umeinen Eindruck von den Schranken zu geben, sei f�ur K = L die Schranke f�ur dieVektorfeldalgebra gegeben. Es istR3 = 8><>: 0; g = 0; K = L = 13; g = 0; K > 13g; g � 2 : (9-36)F�ur g = 1 handelt es sich hierbei um die generische Schranke. (Siehe weiter untenauch den Fall N = 2 = 1 + 1.)Die De�nition der F� h�angt nur von den Punkten, an denen Pole erlaubt sind,ab. Die Aufspaltung A = I [ O geht wesentlich in die Theorie ein, indem sie



9. Die Mehrpunktalgebren 127eine Graduierung festlegt. Genau genommen wird die Graduierung erst durch dieNumerierung der Punkte in I und O �xiert. Hierbei ist die Numerierung der Punkteaus I ohne Bedeutung. Wie man allerdings (9-26) entnehmen kann, h�angt dieGraduierung von der Numerierung innerhalb O ab. Wie in [H] gezeigt, gilt f�ur dieinduzierte FiltrierungF�(n) := hf�m;p j m 2 Z;m � n; p = 1; : : : ; Ki = f f 2 F� j ordP (f) � n��; 8P 2 I g(9-37)und ist somit invariant unter Umnumerierung. Sie h�angt also lediglich von derAufspaltung I [ O ab. Dort wird ebenfalls gezeigt, da� wesentlich verschiedeneAufspaltung, d.h. Aufspaltungen, welche sich nicht nur durch eine Vertauschungder Rollen von I und O unterscheiden, nicht�aquivalente Filtrierungen erzeugen.Solch eine Vertauschung der Rollen von I und O wird dadurch erreicht, da� dasDi�erential � mit einer negative Zahl multipliziert wird.Bemerkung. Sei eine andere Numerierung der Punkte in O gegeben und die damitkonstruierten Basisselemente mit g�n;p bezeichnet. Man berechnet (siehe im Vorgri�die Formel (9-48)) g�n;p = f�n;p + n+RXh=n+1 KXs=1�(n;p)(h;s)f�h;s :Hierbei ist R eine Konstante, welche nur von g und der Zerlegung N = K + Labh�angt. Betrachtet man die beiden dadurch induzierten Beinahe-Graduierungenauf F�, so besagt diese Formel gerade, da� die Identit�at ein \Isomorphismusbeinahe-graduierter Algebren" ist. Siehe hierzu auch die De�nition 14.7.Will man die Struktur der Algebra A, bzw. L durch die Strukturkonstanten inBezug auf die Basiselemente fAn;pg bzw. fen;pg angeben, so erh�alt manAn;p �Am;r = n+m+R1Xh=n+m KXs=1�(h;s)(n;p)(m;r)Ah;s; (9-38)[en;p; em;r] = n+m+R3Xh=n+m KXs=1C(h;s)(n;p)(m;r) eh;s : (9-39)Die Strukturkonstanten sind aufgrund der Dualit�at (9-28) berechenbar aus�(h;s)(n;p)(m;r) = 12� i ZC� An;pAm;r!h;s; C(h;s)(n;p)(m;r) = 12� i ZC� ([en;p; em;r]) � 
h;s :(9-40)



128 Konforme FeldtheorieF�ur die Berechnung [H] benutzt man, da� die Integrale durch Residuen gegebensind, f�uhrt Absch�atzungen der Ordnung sowohl bei I als auch bei O durch undbenutzt, da� das Gesamtresiduum verschwindet. In dieser Weise wird auch derSatz 9.3 gezeigt. F�ur die niedrigsten auftretenden Koe�zienten erh�alt man durchexplizites Berechnen des Residuums�(n+m;s)(n;p)(m;r) = �sp�sr ; C(n+m;s)(n;p)(m;r) = (m� n) � �sp�sr : (9-41)Seien �(h;s)(n;p)(m;r)(�) bzw. C(h;s)(n;p)(m;r)(�) die Strukturkonstanten des A-Moduls bzw.des L-Moduls F�, so gilt in Verallgemeinerung von (9-41)�(n+m;s)(n;p)(m;r)(�) = �sp�sr ; C(n+m;s)(n;p)(m;r)(�) = (m+ �n) � �sp�sr : (9-42)Im 2-Punktfall ist die Aufspaltung und Numerierung eindeutig. Dieser Fall wirduns speziell im Abschnitt 11 im Zusammenhang mit der Sugawara-Konstruktion in-teressieren. F�ur diesen Fall wurden diese Basiselemente von Krichever und Novikoveingef�uhrt [146] (siehe auch [149] f�ur einen �Uberblick �uber deren Ergebnisse, bzw.[D, x 9(b)]). Obige Formeln seien f�ur diesen Fall spezialisiert. Hierbei sei der zweiteIndex immer weggelassen. Desweiteren sei I = fP+g und O = fP�g (um in derNotation von Krichever und Novikov zu bleiben). Die lokalen Koordinaten um P�seien z�. Das Di�erential � sei so skaliert, da� 12� i RC� � = 1 ist. Im generischenFall sind die Ordnungsvorgaben6ordP+(f�n ) = n� �; ordP�(f�n ) = �n+ (�� 1) + (2�� 1)(g � 1) (9-43)und f�n (z+)j = zn��+ (1 + O(z+)) dz� : (9-44)Die Dualit�at schreibt sich als12� i ZC� An!m = �mn ; 12� i ZC� en
m = �mn : (9-45)In den anderen F�allen ist eine Modi�kation f�ur �g � n � 0 notwendig. Zuerstsetzen wir A0 = 1 und !0 = �. F�ur �g � n � �1 fordern wirordP+(An) = n; ordP�(An) = �n� g � 1 ;ordP+(wn) = �n� 1; ordP�(wn) = n+ g : (9-46)6Die hier verwendete Ordnung unterscheidet sich durch eine Verschiebung von der, von Kriche-ver und Novikov verwendeten.



9. Die Mehrpunktalgebren 129Um die Elemente zu �xieren fordern wir, da� die Dualit�at (9-28) erf�ullt ist. Aufgrundder Sonderrolle der Indexmenge f�g; : : : ;�1; 0g, bezeichne ich diesen Bereich alskritischen Streifen. F�ur g 6= 1 gilt immer R3 = 3g. Ist g = 0 (im 2-Punktfall) so giltR1 = 0. Im allgemeinen kann man auch explizite f�ur Formeln f�ur R1 angeben. F�uruns von Bedeutung ist lediglich, da�, falls sowohl n als auchm auf derselben Seite deskritischen Streifens sind (etwa n;m < �g), die obere Grenze bei der Gradzerlegungf�ur die Funktionenalgebra n+m+ g ist (dies gilt auch im Fall g = 1).Spezialisieren wir weiter zum Geschlecht 0, so k�onnen wir o.B.d.A. die Polstellenals P+ = 0 und P� = 1 annehmen. Diese Situation wollen wir als die klassischeSituation bezeichnen. Hier ist � = 1z dz und f�n = zn��dz�. Insbesondere alsoen = zn+1 ddz = ln; An = zn :In den Formeln (9-33), (9-34) und (9-35) tritt jeweils nur ein einziger Term auf undwir erhalten die wohlbekannte graduierte StrukturAn � f�m = f�n+m; en : f�m = (m+ � � n)f�n+m : (9-47)(d) Die Delta-Distribution und weitere EigenschaftenDelta-Distribution.Ist f 2 F�, so k�onnen wir f als endliche Summef =Xn2Z0 KXp=1�n;pf�n;pschreiben. Aufgrund der Dualit�at k�onnen die Entwicklungskoe�zienten berechnetwerden als �n;p = 12� i ZC� f � f�;(n;p)1�� : (9-48)Dies legt nun folgende De�nition nahe. Wir nennen die formale unendliche Summe��(Q;Q0) :=Xn2Z KXp=1 f�n;p(Q) � f�;(n;p)1�� (Q0) (9-49)



130 Konforme Feldtheorie\Delta-Distribution" (vom Gewicht �, bzw. zum Paar (�; 1 � �)). Ist f 2 F�, sode�nieren wir12� i ZC� f(Q0)��(Q;Q0) :=Xn2Z KXp=1 f�n;p(Q) 12� i ZC� f(Q0) � f�;(n;p)1�� (Q0) : (9-50)Hierbei treten auf der rechten Seite nur endlich viele Summanden auf, d.h. dieDe�nition macht Sinn. Wir erhalten12� i ZC� f(Q0)��(Q;Q0) =Xn2Z0 KXp=1��n;pf�n;p(Q) = f(Q) : (9-51)In derselben Weise erhalten wir f�ur g 2 F1��12� i ZC� g(Q)��(Q;Q0) = g(Q0) : (9-52)Falls klar ist, welches � gemeint ist, werde ich es auch in der Notation weglassen.Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der \Delta-Distribution" wie sie von Kri-chever und Novikov in [147] eingef�uhrt wurde. F�ur N = 2 und � = 0 spezialisiertsie sich zu der dort gegebenen Form�(Q;Q0) =Xn2ZAn(Q)!n(Q0) : (9-53)In der klassischen Situation (g = 0 !) erhalten wir�(z; z0) =Xn2Zzn(z0)�n�1dz0 :Zumindestens kann in diesem Fall �(z; z0) noch etwas allgemeiner eingesetzt wer-den. Ist n�amlich f eine Funktion, die holomorph im Innern des Kreisrings Kr;R istund stetig in den Rand fortgesetzt werden kann, so gilt (dies sieht man, indem manobige Regel auf die Laurententwicklung anwendet)12� i ZC� f(z0)�(z; z0) = f(z) :In diesem Fall liefert die Cauchy-Kernfunktion, sogar eine \geschlossene Darstel-lung" von �(z; z0). Ausgehend von den konkreten Darstellungen der Basisfunktio-nen (Thetafunktionen) konnte die entsprechende Verallgemeinerung f�ur die2-Punktsituation auf beliebigen Riemannsche Fl�achen durch Krichever und Novi-kov [146],[147],[148], bzw. von Klimek und Lesniewski [135] gezeigt werden. DerKreisring wird hierbei ersetzt durch eine Umgebung M�1;�2 von C� . Die Mehr-punktverallgemeinerung (in gewissen F�allen) wurde von Sadov [177] ausgef�uhrt.



9. Die Mehrpunktalgebren 131Explizite Erzeugende.F�ur die oben de�nierten Basiselemente k�onnen explizite Formen gefunden werden.Im Fall g = 0 sind dies rationale Funktionen. F�ur g = 1 kann man die Weier-stra�sche �-Funktion oder }-Funktion nehmen. F�ur g � 2 kann man sie mit Hilfevon Thetafunktionen beschreiben, nachdem man M mit der Jacobi-Abbildung inseine Jacobi-Variet�at eingebettet hat. Siehe hierzu [H], [F], bzw. [61], [62]. F�ur denTorusfall siehe auch [C] und [I] sowie [176],[5].Superalgebren.Betrachtet man � 2 12Z, so k�onnen auch Superalgebren eingef�uhrt werden. Sein�amlich f; g 2 F�1=2, d.h. Schnitte in das duale zu einer �xierten Thetacharakteri-stik, so wird durch ff; gg+ := f 
 g + g 
 f (9-54)ein Schnitt in K�1, also ein Element von L gegeben. Analog zum klassischen Fall,kann auf F�1=2�L eine Superalgebra de�niert werden. Diese h�angt von der gew�ahl-ten Thetacharakteristik ab. Hier m�ochte ich lediglich auf die Arbeiten von Bonora,Martellini, Rinaldi und Russo [20] und Mezinescu, Nepomechie und Zachos [155]f�ur den 2-Punktfall f�ur h�oheres Geschlecht verweisen. In der Physik haben sich dieNamen Superalgebren vom Neveu-Schwarz- und Ramond-Typ in Verallgemeinerungder klassischen Situation eingeb�urgert. Siehe auch Wang und Xu [206] f�ur den Fallg = 0 und mehrere Pole.Assozierte graduierte Algebra.Ausgehend von der Filtrierung (9-37) k�onnen wir die Vektorr�aumeF�n = F�(n)=F�(n+1) = h �f�n;1; �f�n;2; : : : ; �f�n;KiC (9-55)bilden. Das graduierte Objekt ist dann de�niert alsgrF� =Mn2ZF�n : (9-56)Selbstverst�andlich ist der Vektorraum grF� isomorph zu F�. Auf grL kann eineLie-Algebrenstruktur de�niert werden durch[�en;p; �em;r] := [en;p; em;r] mod L(n+m)+1 2 Ln+m=L(n+m)+1 : (9-57)



132 Konforme FeldtheorieIn entsprechender Weise wird dann grF� ein Lie-Modul �uber grL durch De�nition�en;p : �f�m;r := en;p : f�m;r mod F�(n+m)+1 2 F�n+m=F�(n+m)+1 : (9-58)Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur ist dies wohlde�niert. Vergleichen wirdie genaue Form des niedrigsten Koe�zienten (9-41), (9-42) mit den Koe�zientenim Virasoro-Fall, so erhalten wirgrL �=W � � � � �W| {z }K-mal (9-59)als Lie-Algebra. W ist die Witt-Algebra. Die analoge Zerlegung gilt auch f�ur dieModuln.Andere Zug�ange.Zum Abschlu� dieses Abschnitts m�ochte ich noch betonen, da� der Krichever-Novikov-Zugang zur algebraisch-geometrischen Beschreibung der konformen Feld-theorie auf Riemannschen Fl�achen von h�oherem Geschlecht, nicht der einzige Zugangist. Es gibt eine Reihe weiterer Zug�ange, aus denen hier einige Neuere herausgegrif-fen werden.1. Statt die globalen Objekte zu betrachten, kann man auch an jedem der Punkteaus A eine lokale Virasoro-Situation betrachten. Dies ist der Zugang der von Ka-wamoto, Namikawa, Tsuchiya und Yamada [134] bzw. Tsuchiya, Ueno und Ya-mada [194] studiert wird. Siehe auch Alvarez-Gaum�e, Gomez und Reina [4] undden �Ubersichtsartikel [197]. Hierbei werden an jedem der Punkte Darstellungender Virasoro-Algebra betrachtet. Durch die lokalen Entwicklungen der Krichever-Novikov-Objekte besteht eine Beziehung zwischen beiden Zug�angen. Dies tri�t auchzu f�ur die, in den folgenden Abschnitten behandelten, Darstellungen der globalenAlgebren. Eine genauere Untersuchung dieses Zusammenhangs ist sicherlich sehrinteressant. Es sei darauf hingewiesen, da� dieser Zugang mit der Theorie derkonformen Bl�ocke, Verlinde-R�aume, etc. zu tun hat.



9. Die Mehrpunktalgebren 1332. Von F. Ferrari wurde in einer Reihe von Arbeiten die konkrete Realisierungder Riemannschen Fl�ache als �Uberlagerung von P1 zur Konstruktion der feldtheo-retischen Objekte benutzt. Dieser Zugang ist insbesondere dann n�utzlich, wenn die�Uberlagerungsgruppe zus�atzliche Eigenschaften hat (abelsch, zyklisch, etc.). Siehehierzu [80],[81],[82],[83].3. Von A. Raina wird in einer Serie von Arbeiten der Zugang �uber die Axiomatikder N -Punktkorrelationsfunktionen gew�ahlt. Aufgrund der Postulate sind diesegewisse algebraisch-geometrische Objekte, im wesentlichen Schnitte in B�undeln �uberden symmetrischen Produkten der algebraischen Kurve. Siehe etwa [172],[173].74. Daneben gibt es viele weitere Zug�ange zur konformen Feldtheorie die etwadie di�erentialgeometrischen Aspekte und die Teichm�ullertheorie in den Vorder-grund stellen. Eine mehr oder minder willk�urliche Auswahl von Arbeiten ist [70],[140],[94],[154], [192],[215]. Mathematisch sehr interessant ist der Zugang �uber dieSchnittheorie auf dem Modulraum der Kurven. Dieser Zugang l�auft unter demNamen Kontsevich-Witten-Theorie [143],[210].

7Mit seinen Methoden erhielt er auch einen weiteren, eleganten Beweis von \Fay's trisecantidentity".



134 Konforme Feldtheorie

10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren(a) Die zentralen ErweiterungenIn der Quantentheorie ist es oft n�otig zu zentralerweiterten Gruppen, bzw. Al-gebren �uberzugehen. So gibt es z.B. f�ur die Witt-Algebra (d.h. f�ur die Virasoro-Algebra ohne \zentrale Ladung") keine unit�aren, irreduziblen H�ochstgewichtsdar-stellungen. Erst nach dem �Ubergang zur Virasoro-Algebra existieren solche f�urgewisse zentrale Ladungen. Zentrale Erweiterungen von Lie-Algebren werden bisauf �Aquivalenz durch die Lie-Algebrenkohomologie klassi�ziert. Genauer stehen dieKlassen nicht�aquivalenter zentraler Erweiterungen einer Lie-Algebra G in nat�urli-cher Korrespondenz zur 2. Kohomologiegruppe H2(G; C ) . Zur De�nition dieserGruppen kann man folgende Konstruktion benutzen [91].Sei M ein Modul �uber G. Es sei Cq(G;M) der Vektorraum der antisymmetri-schen q-Linearformen mit Werten in M . Der Korandoperatord = dq : Cq(G;M)! Cq+1(G;M) (10-1)ist wie folgt de�niert. Sei c 2 Cq(G;M), so setzen wirdqc(g1; g2; : : : ; gq+1) =X1�s<t�q+1(�1)s+t�1c([gs; gt]; g1; : : : ; �gs; : : : ; �gt; : : : ; gq+1)++ X1�s�q+1(�1)sgs : c(g1; : : : ; �gs; : : : ; gq+1) : (10-2)Hierbei sind g1; g2; : : : ; gq+1 2 G und �g bezeichne wie �ublich die Auslassung desElementes g in der Au
istung. Direktes Nachrechnen liefert d � d = 0. Die q-te



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 135Kohomologiegruppe mit Werten in M ist de�niert alsHq(G;M) = Kern dqBild dq�1 ;mit der Verabredung C0(G;M) =M und dq = 0; q < 0 :Die Elemente des Kerns hei�en auch Kozykel, die Elemente des Bilds Kor�ander.Uns interessiert hier nur M = C aufgefa�t als trivialer Modul, d.h. G � C = 0. Somitverschwindet die 2. Summe in (10-2). Schreiben wir (10-2) f�ur q = 2 aus, so erhaltenwir d2c(f; g; h) = c([f; g]; h)� c([f; h]; g) + c([g; h]; f) :Aus d2c(f; g; h) = 0 folgt mit der Antisymmetrie die Kozykeleigenschaftc([f; g]; h) + c([g; h]; f) + c(h; f ]; g) = 0 : (10-3)Ein 2-Kozykel ist genau dann ein Korand wenn er sich schreiben l�a�t alsc(f; g) = �([f; g]) (10-4)mit einer Linearform � auf G. Mit Hilfe eines 2-Kozykels kann man die zugeh�origezentrale Erweiterung bG in folgender Weise konstruieren [91]. Als Vektorraum istbG die direkte Summe C � G . Das Lie-Produkt ist gegeben durch[(�; g); (�; f)] = (c(g; f); [g; f ]) : (10-5)Die Kozykelbedingung (10-3) ist entscheidend daf�ur, da� dies eine Lie-Algebra de-�niert. W�ahlt man die (lineare) Splittingabbildung� : G ! bG; f 7! �(f) = (0; f)und bezeichnet mit t das Element (1; 0) so kann (10-5) �aquivalent durch[�(g);�(f)] = �([g; f ]) + c(g; f) � t und [�(g); t] = 0 (10-6)beschrieben werden. Die Wahl einer anderen Splittingabbildung �0 , d.h. die Wahleines anderen Lifts f�ur die Elemente aus G, entspricht der Wahl einer Linearform �auf G durch �0(g) = (�(g); g); bzw. �0(g) = �(g) + �(g) � t :



136 Konforme FeldtheorieMan berechnet[�0(g);�0(f)] = [�(g);�(f)] = �([g; f ]) + c(g; f) � t =�0([g; f ])� �([g; f ]) � t+ c(g; f) � t = �0([g; f ]) + c0(g; f) � t :Es gilt somit c0(g; f) = c(g; f) + d1(��)(g; f);d.h. unterschiedliche Lifts bestimmen kohomologe Kozykel. Durch die Umkehrungder obigen Vorgehensweise kann man die kohomologe Ab�anderung eines Kozykelsauch als Wahl eines anderen Liftes beschreiben.F�ur den Fall der Witt-Algebra rechnet man sofort nach, da� die Bilinearform, dieauf der Basis ln, n 2 Z durch� :W �W ! C : (ln; lm) 7! �(ln; lm) = n3 � n12 �m�n (10-7)gegeben ist, ein 2-Kozykel ist. Als zentrale Erweiterung erh�alt man die Virasoro-Algebra, siehe (9-6).W�ahlt man f�ur die die abelsche Lie-Algebra C [z; z�1 ] die BasiselementefAn = zn j n 2 Zg so de�niert die bilineare Abbildung
 : C [z; z�1 ]� C [z; z�1 ]! C : (An; Am) 7! 
(An; Am) = �n �m�n (10-8)einen 2-Kozykel f�ur C [z; z�1 ]. Die dadurch zentralerweiterte Lie-Algebra der abel-schen Funktionenalgebra (sie ist jetzt nat�urlich keine abelsche Lie-Algebra mehr)hei�t auch Heisenberg-Algebra. Die Algebra der Di�erentialoperatoren (vom Grad� 1) ist de�niert wie in (9-18). Damit besitzt sie als Basis f ln; An j n 2 Zg mit derIdenti�kation An $ (An; 0) und ln $ (0; ln). Das Lie-Produkt ergibt sich zu[ln; Am] = �[Am; ln] = mAm+n : (10-9)Aufgrund der Sequenz (9-19) ist jeder 2-Kozykel von W durch Zur�uckziehen auchein 2-Kozykel von D1. Durch direktes Nachrechnen sieht man, da� der Kozykel(10-8) zu einem Kozykel auf D1 fortgesetzt werden kann. Daneben kann man aufD1 noch den folgenden, zu den bisherigen nicht �aquivalenten, Kozykel de�nieren� : C [z; z�1 ]�W ! C : (An; lm) 7! �(An; lm) = �n(n� 1) �m�n ; (10-10)bzw. die dadurch de�nierte antisymmetrische bilineare Fortsetzung. Von Arbarello,DeConcini, Kac und Procesi [6] wird durch direktes Rechnen der folgende Satzbewiesen:



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 137Theorem 10.1. [6] Es gilt dimH2(D1; C ) = 3. Eine Basis des Raumes wird durchdie Klassen der drei Kozykeln (10-7), (10-8) und (10-10) gegeben. Insbesondere istdie universelle zentrale Erweiterung von D1 dreidimensional. F�ur die UnteralgebraW gilt dimH2(W; C ) = 1 und eine Basis wird durch die Klasse des Kozykels (10-7)gegeben.Die obige Aussage �uber den Kozykel der Algebra W ist nat�urlich klassisch.M�ochte man dies nun auf beliebige Riemannsche Fl�achen verallgemeinern, mu�man die De�nition der Kozykel zuerst geometrisieren. In einem ersten Schritt kannman sie in einer basisunabh�angigen Form wie folgt beschreiben�(e; f) = resz=0( 124(e000f � e f 000)) = 12� i Iz=0 124(e000f � e f 000)dz ; (10-11)
(g; h) = resz=0(g dh) = 12� i Iz=0 g dh ; (10-12)�(g; e) = � resz=0(g00e) = � 12� i Iz=0 e g00dz : (10-13)Hierbei sind e und f Vektorfelder (welche mit ihren lokalen Funktionen identi�-ziert werden) und g und h Funktionen. Das Symbol 0 bedeute Ableitung nachder quasi-globalen Variablen z. In dieser Form kann man die Kozykeln � und� immer noch nicht verallgemeinern, da es sich bei den Integranden noch nichtum Di�erentiale handelt; sie transformieren noch nicht korrekt. Es m�ussen zuerst\Kompensationsterme" aufgenommen werden.De�ninition 10.2. Sei (U�; za) eine �Uberdeckung von M durch Koordinatenum-gebungen und seien z� = f��(z�) die �Ubergangsfunktionen f�ur nichtleeres U�\U� .(a) Ein holomorpher (meromorpher) projektiver Zusammenhang ist eine Kollektionlokaler holomorpher (meromorpher) Funktionen R�(za) die auf nichtleerem U�\U�in folgender Weise in Beziehung stehen:R�(z�) � �f 0���2 = R�(z�) + S(f��) : (10-14)Hierbei ist S(h) die Schwartzsche Ableitung. Sie ist de�niert alsS(h) = h000h0 � 32 �h00h0 �2 : (10-15)



138 Konforme Feldtheorie(b) Ein holomorpher (meromorpher) a�ner Zusammenhang ist eine Kollektion lo-kaler T�(z�) holomorpher (meromorpher) Funktionen f�ur die giltT�(z�) � �f 0��� = T�(z�) + f 00��f 0�� : (10-16)(0 bezeichne die Ableitung nach der lokalen Variablen z�.)Aufgrund der De�nition erkennt man sofort, da� die Di�erenz zweier projektiverZusammenh�ange ein quadratisches Di�erential und die Di�erenz zweier a�ner Zu-sammenh�ange ein (lineares) Di�erential ist. Umgekehrt kann man alle projektiven(a�nen) Zusammenh�ange erreichen, indem man von einem �xierten aus beliebigequadratische (lineare) Di�erentiale addiert.F�ur den Fall g = 0 bzw. g = 1 und in Bezug auf die Standard�uberdeckungz; w = 1=z bzw. z � a kann als projektiver Zusammenhang R0;� = 0 gew�ahltwerden. F�ur diese Kartenwechsel gilt n�amlich S(h) = 0. Dies ist im Fall g = 1 klarund kann im Fall g = 0 explizit nachgerechnet werden. Im Fall g = 1 ist T0;� = 0ein a�ner Zusammenhang. Ein a�ner Zusammenhang f�ur g = 0 ist durch dasPaar der Funktionen (0; 2w ) gegeben. Insbesondere ist dieser a�ne Zusammenhangnicht holomorph. Aufgrund des Residuensatzes kann dieser Pol erster Ordnungnicht durch die Addition eines Di�erentials beseitigt werden. Somit existiert keinholomorpher a�ner Zusammenhang auf P1. Es gilt allerdingsProposition 10.3. (a) Auf jeder Riemannschen Fl�ache gibt es einen holomorphenprojektiven Zusammenhang.(b) Sei Q ein beliebiger Punkt auf der Riemannschen Fl�ache M , dann gibt es einenmeromorphen a�nen Zusammenhang, der bei Q h�ochstens einen Pol 1.Ordnung hatund sonst holomorph ist.Teil (a) ist ein klassisches Resultat und kann z.B. in [107] gefunden werden. Teil (b)und einen weiteren Beweis von (a), mit Hilfe geeigneter holomorpher B�undel vomRang 2, �ndet sich in [H, p.106]. Dort �ndet sich auch der Beweis der folgendenProposition:Proposition 10.4. Sei T ein meromorpher a�ner Zusammenhang und R ein me-romorpher projektiver Zusammenhang. Diese seien beide holomorph au�erhalb



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 139von A. Dann sind die bilinearen Abbildungenb�R : L � L ! F1; b�R(e; f) = �12(e000f � ef 000)� R � (e0f � ef 0)� dz(10-17)b
 : A�A ! F1; b
(g; h) = g dh (10-18)b�T : A� L ! F1; b�T (g; e) = �(eg00 + T � eg0)dz (10-19)wohlde�niert.Ist � 2 H1(M�;Z) ein 1-Zykel in der singul�aren Homologie. Er sei repr�asentiertdurch einen di�erenzierbaren Zykel Z�. Integriert man die Elemente aus F1 �uberZ�, so erh�alt man eine Linearform auf F1. Da die Polstellen der Di�erentiale allein A liegen, h�angt die Linearform nur von der Homologieklasse � und nicht vomgew�ahlten Zykel Z� ab. Wir schreiben deshalb auch R� ! f�ur RZ� !. In [H, x 6.]wird bewiesenTheorem 10.5. Sei � 2 H1(M�;Z) �xiert. Gegeben seien die Bilinearformen�R;�(e; f) = 124� i ZZ� b�R(e; f); 
�(g; h) = 12� i ZZ� b
(g; h);�T;�(g; e) = 12� i ZZ� b�T (g; e) : (10-20)Dann gilt:(a) Es de�niert �R;� einen Lie-Algebren 2-Kozykel f�ur die Vektorfeldalgebra L undsomit eine zentrale Erweiterung bL�.(b) Es de�niert 
� einen Lie-Algebren 2-Kozykel f�ur die Funktionenalgebra A undsomit eine zentrale Erweiterung bA�.(c) Beide Kozykel de�nieren durch Zur�uckziehen, bzw. triviales Fortsetzen jeweilsKozykel f�ur die Algebra D1.(d) Es de�niert die antisymmetrische Fortsetzung von �T;� einen Lie-Algebren 2-Kozykel f�ur die Algebra D1.(e) Sei � = (��; �
; ��) 2 C 3 beliebig, dann de�niert ���R;� +�

� +���T;� einezentrale Erweiterung bD�;�.(f) Die Kohomologieklasse der obigen Kozykeln h�angt nicht von dem gew�ahlten pro-jektiven (bzw. a�nen) Zusammenhang ab.



140 Konforme Feldtheorie(b) Lokale KozykelBisher hatten wir die Beinahe-Graduierung auf unseren Algebren nicht betrach-tet. Sei etwa x 2 L und bx 2 bL sein Lift und t das (nichttriviale) zentrale Basisele-ment. Durch die Vorgabedeg bx := deg x und deg t := 0 (10-21)soll die Graduierung auf bL fortgesetzt werden.Dies de�niert aber nur dann eine Beinahe-Graduierung, falls der Kozykel � f�urL f�ur Paare von Elementen vom Grad n und Grad m mit jn + mj > S mit einerKonstante S, die nicht von n und m abh�angt, verschwindet.De�nition 10.6. Sei G eine beinahe-graduierte Lie-Algebra und � ein 2-Kozykel(der Lie-Algebrenkohomologie).(a) � hei�t lokaler Kozykel, falls es Konstanten M und S gibt derart, da� f�urbeliebige homogene Elemente x und y gilt�(x; y) 6= 0; =) M � deg(x) + deg(y) � S : (10-22)(b) Eine Kozykelklasse hei�t lokale Klasse, falls sie einen Vertreter besitzt, der lokalist.(c) Eine zentrale Erweiterung hei�t lokale zentrale Erweiterung, falls Sie durch einelokale Kozykelklasse gegeben werden kann.Es ist zu beachten, da� nicht jeder Kozykel in einer lokalen Klasse auch lokal seinmu�. Per De�nition h�angt der Lokalit�atsbegri� von der Graduierung der AlgebraG ab. Bei uns h�angt er sogar nur von der Aufspaltung der Polstellenmenge A in Iund O ab. Eine Umnumerierung der Punkte in O kann h�ochstens die KonstantenM und S ver�andern (siehe die Bemerkung, die (9-37) folgt). Der Lokalit�atsbegri�f�ur die Kozykel der 2-Punktalgebren L und A wurde von Krichever und Novikov[146] eingef�uhrt.



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 141Unmittelbar folgt:Proposition 10.7. Sei G eine beinahe-graduierte Lie-Algebra, � ein lokaler Kozy-kel, der die zentrale Erweiterung bG de�niert, bdie zugeh�orige Liftabbildung, t derErzeuger des zentralen Teils und a 2 Z festgew�ahlt. Dann ist durch die Vorgabedeg(bx) := deg x; x 2 G; x homogen und deg t := a (10-23)eine beinahe-graduierte Struktur auf bG de�niert.Im folgenden werde ich immer deg t = 0 setzen.Im allgemeinen werden unsere oben eingef�uhrten Kozykel �R;�; 
� und �T;� nichtlokal sein. Ist � aber die Homologieklasse, welche durch die Niveaulinien C� gegebenist (es sei daran erinnert, da� diese alle kohomolog sind) dann giltProposition 10.8. Seien R und T meromorphe projektive, bzw. a�ne Zusam-menh�ange, die holomorph auf M� sind, dann sind die Kozykel �R;�; 
� und �T;�f�ur � = [C� ] lokal in Bezug auf die Graduierung der Algebren L, A bzw. D1, die inAbschnitt 9. (c) gegeben ist. Insbesondere sind die entsprechenden zentralerweitertenAlgebren bL�, bA� bzw. cD1�;� durch die Vorgabe (10-23) mit a = 0 beinahe-graduiert.Dies wird in [H, x 6] bewiesen. Es handelt es sich hierbei im wesentlichen umAbsch�atzungen der Ordnungen des Integranden an den Punkten aus I und Ound die Benutzung des Residuensatzes. Fordert man, da� die Zusammenh�angeh�ochstens gewisse maximale Polordnung an den Punkten aus A haben, so k�onnendie Konstanten M und S f�ur die jeweiligen Algebren expliziter gegeben werden.Proposition 10.9. Sei � = [C� ] und sei R ein projektiver Zusammenhang mith�ochstens Polen zweiter Ordnung an den Punkten aus A und der lokalen Gestalt anden Punkten fP1; : : : ; Pkg Rj(zp) = �pz�2p + z�1p (O(1)); (10-24)in Bezug auf die lokalen Koordinaten zp, dann gilt mit einer Konstanten M1, dienicht von n und m abh�angt,�R;�(en;p; em;r) 6= 0 =) M1 � (n+m) � 0 (10-25)



142 Konforme Feldtheorieund �R;�(ek;p; e�k;r) = � 112(k3 � k � 2�pk)� �rp : (10-26)F�ur den Fall N = 2 gilt M1 = �6g.Die entsprechende Aussage f�ur N = 2 wurde bereits in [146] bewiesen. Die SchrankeM1 ist explizit angebbar [H, p.85]. sie h�angt von g und der Aufspaltung N = K+Lab.Proposition 10.10. Sei � = [C� ], dann gilt(a) es gibt eine Konstanten M2, die nicht von n und m abh�angt, mit
�(An;p; Am;r) 6= 0 =) M2 � (n+m) � 0 (10-27)und 
�(An;p; A�n;r) = (�n) � �rp : (10-28)Im Fall N = 2 gilt M2 = �2g f�ur generisches n und m.(b) Sei T ein meromorpher Zusammenhang, der h�ochstens Pole 1. Ordnung beiden Punkten aus O hat, dann gibt es eine Konstanten M3, die nicht von n und mabh�angt, mit �T;�(An;p; em;r) 6= 0 =) M3 � (n+m) � 0 (10-29)und �T;�(An;p; e�n;r) = �n(n� 1) � �rp : (10-30)Im Fall N = 2 gilt M3 = �2g f�ur generisches n (und m bei g = 1).Wird im folgenden �, �R, 
, �, �T benutzt, so soll darunter jeweils die Integrationzur De�nition des Kozykels �uber solch eine Niveaulinie verstanden werden. Zursp�ateren Referenz sei notiert:�R(e; f) = 124� i ZC� �12(e000f � ef 000)� R � (e0f � ef 0)� dz ; (10-31)
(g; h) = 12� i ZC� gdh ; (10-32)�(g; e) = 12� i ZC� �(eg00 + T � eg0)dz : (10-33)



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 143Es sei nochmals daran erinnert, wie die zentralerweiterten Algebren davon ausge-hend de�niert sind. Sei be = (0; e) 2 bL = C � L und t = (1; 0), so gilt[be; bf ] :=[[e; f ] + �R(e; f) � t : (10-34)Entsprechendes gilt f�ur die Algebren bA und cD1.Es erhebt sich die Frage, ob jeder lokale Kozykel (eventuell nach kohomologerAb�anderung) durch Integration der Di�erentiale aus Prop. 10.4 �uber die Klasse vonC� (eventuell nach Wahl eines geeigneten projektiven oder a�nen Zusammenshangs)gegeben werden kann. F�ur den klassischen Fall (g = 0 und N = 2) ist H1(M�;Z) �=Z und erzeugt von C� . In der Tat kann man hier nachrechnen (dies wird etwa in[6] und [126] getan), da� die lokalen Kozykeln gerade von dieser Gestalt sind. Esergibt sich�(en; em) = n3 � n12 �m�n; 
(An; Am) = �n �m�n; �(An; em) = �n(n� 1) �m�n :Theorem 10.11. [Krichever und Novikov] F�ur den Fall N = 2 und g beliebig, istjeder lokale Kozykel der Vektorfeldalgebra L gleich einem Vielfachen des Kozykels(10-31) mit einem geeigneten meromorphen projektiven Zusammenhang, der Polenur bei P� hat. Insbesondere gibt es nur eine (bis auf Isomorphie) nichttrivialelokale zentrale Erweiterung.Der Beweis �ndet sich in [146]. Gem�a� [150, App.] gilt die entsprechende Aussageauch f�ur die Mehrpunktverallgemeinerung.F�ur die abelsche Funktionenalgebra gibt es keine 1-Kor�ander, da �([a; b])(siehe (10-4)) immer verschwindet. Somit bestimmen verschiedene 2-Kozykel auchnicht�aquivalente zentrale Erweiterungen. Die Kozykelbedingung (10-3) ist keine Be-dingung. Es bleibt lediglich die Antisymmetrie. Somit gibt es \viele" lokale undnichtlokale zentrale Erweiterungen. Die etwas unpr�azise gebliebene Aussage in [150],da� auch f�ur die Heisenberg-Algebra die lokale zentrale Erweiterung eindeutig ist,mu� wohl in der folgenden Weise modi�ziert werden:1Jeder lokale Kozykel 
0 von A, der durch Einschr�ankung eines lokalen Kozykels von D1 auf die Unteralgebra A herkommt, ist ein skalares Vielfaches des Kozykels(10-32).1Leider wird f�ur die Behauptung dort kein Beweis ausgef�uhrt.



144 Konforme FeldtheorieDer wichtige Unterschied hierbei ist, da� die Kozykelbedingung f�ur das Tripel(e; g; h) mit e 2 L und g; h 2 A
(reg; h) =  (reg; h) =  (reh; g) = 
(reh; g)erzwingt. Dies wird vermutlich die Form (10-20) (2. Formel) mit beliebigem In-tegrationsweg implizieren. Dann greift die Argumentation in [146] um zu zeigen,da� die Lokalit�at als Integrationsweg C� erzwingt [145]. F�ur den klassischen Fall,siehe etwa [6, Prop.2.1]. Der Beweis dort wird allerdings durch explizite Rechnunggef�uhrt. Im folgenden werde ich die Behauptungen von Krichever und Novikov �uberdie \Eindeutigkeit" (bis auf kohomologe Ab�anderung und skalare Multiplikation)der lokalen Kozykel auch f�ur die Algebra A (herkommend von der Algebra D1) undf�ur die Mehrpunktverallgemeinerungen A und L ben�utzen. In der Tat sehe ich,nach der obigen o�ensichtlich notwendigen Modi�kation, keinen Grund an ihnenzu zweifeln. Da mir allerdings keine aufgeschriebenen Beweise vorliegen, werde ichjeweils explizit darauf hinweisen, wenn ich die Eindeutigkeit verwende. Im wesentli-chen besteht der Unterschied lediglich darin, da� man im Ergebnis von einer lokalenzentralen Erweiterung, statt von der lokalen zentralen Erweiterung spricht.In [6] werden ebenfalls die Kozykelklassen von D1 f�ur die klassische Situation be-stimmt. Vermutlich wird sich die analoge Aussage mit den Techniken von Kricheverund Novikov zeigen lassen.Vermutung. Jeder lokale Kozykel von D1 ist kohomolog zu einem skalaren Vielfa-chen der Kozykeln (10-31), (10-32) und (10-33).Wenn wir nun D oder D(�) als Lie-Algebren betrachten, dann ist D1 eine Unteral-gebra. Aber es ist nicht klar ( und tats�achlich ist es sogar falsch) ob irgend einer derobigen 3 Kozykeln auf ganz D(�) ausgedehnt werden kann. In der klassischen Situa-tion hat Radul einen \kanonischen Kozykel" f�ur D(0) eingef�uhrt [169]. Siehe auchWodzicki [212] und Feigin [78]. Dieser ist eine lineare Kombination der obigen 3 Ko-zykeln. Li [151] zeigte, da� diese Kombination der einzige ist, der ausgedehnt werdenkann. Die Existenz eines solchen \universellen Kozykels" wurde f�ur a�ne Variet�aten(also auch f�ur unsere Situation) von Getzler [93] gezeigt. Durch die Benutzung dersemi-in�niten Wedgedarstellung (siehe Abschnitt 13) war ich in der Lage, diesenkonkret durch eine Darstellung einer nichttrivialen zentralen Erweiterung dD(�) der



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 145Di�erentialoperatoralgebra f�ur beliebiges Geschlecht und f�ur eine beliebige Anzahlvon Punkten in A zu realisieren. Der hierbei auftretende de�nierende Kozykel  �,eingeschr�ankt auf D1, ist lokal. Akzeptiert man die obige Aussage �uber die lokaleKozykel, so erh�alt man, da� die Einschr�ankung eine gewisse Linearkomination derobigen Kozykel ist. In diesem Fall kann seine Klasse berechnet werden zu[ �] = [�] + 2�� 12c� [�] + �1c� [
] : (10-35)Hierbei ist c� := �2(6�2 � 6� + 1) der ber�uhmte Ausdruck, der in MumfordsFormel auftaucht und [::] die Kohomologieklasse. Da die Zusammenh�ange R und Tdie Klasse nicht ver�andern, habe ich sie in der Notation weggelassen.In [H] wird das Analogon der Formel [134,3.22] f�ur den \Schwinger Term"  �bewiesen. Dieses ist nichts anderes als der Kozykel f�ur die Algebra D ausgewertetf�ur gewisse Basiselemente.Proposition 10.12. [H, Prop.7.9] Seiukn;p = Ak+n;p � (e�1;p)k; k; n 2 Z; k � 0 :Die Potenzierung sei in D aufgefa�t. Dann gilt f�ur den Kozykel �(ukn;p; ulm;r) = 0; f�ur n+m > 0 : (10-36)F�ur n+m = 0 gilt (mit c� = �2(6�2 � 6�+ 1) ) �(ukn;p; ul�n;r) = (�1)kc� k! l!(k + l+ 1)! � kYj=�l(n+ j) � �rp : (10-37)Im Virasoro Fall ist (10-37) der einzige nichtverschwindende Term.Im klassischen g = 0 Fall wird die zentrale Erweiterung der Di�erentialoperatoral-gebra dD(0) auch manchmal alsW1+1 bezeichnet. Ihre Darstellungstheorie wird z.B.in [125] studiert. Wie von Frenkel, Kac, Radul und Wang in [89] ausgef�uhrt, be-steht ein Zusammenhang dieser zentralerweiterten Di�erentialoperatoralgebra mitden W-Algebren. Deren Struktur ist vor nicht allzu langer Zeit bei der Quanti-sierung konformer Feldtheorien aufgetaucht. F�ur h�oheres Geschlecht wurde vonZucchini [216] mit Hilfe der Krichever-Novikov-Objekte auch W-Algebren betrach-tet. Es ist zu erwarten, da� die zentrale Erweiterung der Di�erentialoperatoralgebraeine �ahnliche Rolle, wie im klassischen Fall spielen wird. Dieser Gedanke soll hierallerdings nicht weiter verfolgt werden.



146 Konforme Feldtheorie(c) Die a�nen MehrpunktalgebrenIn diesem Teilabschnitt sollen die a�nen Algebren (Kac-Moody-Algebren voma�nen Typ), siehe [123], [126] verallgemeinert werden. Zuerst sei kurz deren De�-nition wiederholt. Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebra �uber C . Die Schlei-fenalgebra (oder current algebra) ist de�niert als Vektorraum G = g 
 C [z; z�1 ].Dies bedeutet sie wird erzeugt durch die Elemente x 
 zn mit n 2 Z, x 2 g. DieLie-Struktur ist gegeben als[x
 zn ; y 
 zm] = [x ; y]
 zn+m : (10-38)Besitzt g eine invariante, symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform (::j::), dannist die a�ne (Lie-)Algebra de�niert als zentralerweiterte Lie-Algebra bG der Schlei-fenalgebra. Als Vektorraum gilt bG = G � C t. Die Lie-Struktur ist gegeben durch[x(n) ; y(m)] = [x ; y](n+m) + (xjy) � n � �n�m � t; [ t ; bG] = 0 : (10-39)Hierbei habe ich die �ubliche Notation x(n) := x 
 zn benutzt. Spezielle Beispielesind etwa der Fall, da� g eine einfache Lie-Algebra ist und man die Cartan-Killing-Form nimmt, oder da� g abelsch ist und man jede nichtausgeartete symmetrischeBilinearform nehmen kann. Im letzteren Fall erh�alt man die bereits eingef�uhrtezentral erweiterte Funktionenalgebra, die Heisenberg-Algebra (bzw. mehrere Kopiendavon) zur�uck. Meist ist es g�unstig noch ein weiteres Element d, eine Derivation,zu adjungieren. Dadurch erh�alt man bGd := bG � C d mit Lie-Struktur[ d ; t] = 0; [ d ; x(n)] = n � x(n) : (10-40)Die Algebren sind alle Z-graduiert, indem mandeg(x(n)) := n; deg(t) := deg(d) := 0setzt.Diese Konstruktion soll verallgemeinert werden auf die Situation (M;A) mit Meine beliebige (kompakte) Riemannsche Fl�ache und A = I [O eine erlaubte Polstel-lenmenge. Hierzu ersetze man die assoziative Algebra C [z; z�1 ] durch die AlgebraA der Funktionen auf M , welche holomorph auf M� = M n A sind. F�ur das fol-gende sei g eine endlichdimensionale reduktive Lie-Algebra. Dies bedeutet, g ist die



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 147direkte Summe einer abelschen und einer halbeinfachen Lie-Algebra. Sei weiterhin(::j::) eine invariante, nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform auf g �xiert. DieInvarianz bedeutet ([x; y]jz) = (xj[y; z]) : (10-41)Im halbeinfachen Fall kann man etwa die Cartan-Killing-Form nehmen. Im abel-schen Fall erf�ullt jede nichtausgeartete symmetrische Bilinearform die Bedingung.De�nition 10.13. Die Lie-Algebra G = g
A mit Lie-Produkt[x
 g; y 
 h] := [x; y]
 (g � h) (10-42)hei�t Schleifenalgebra oder \current-algebra" zur Lie-Algebra g.Da� es sich hierbei um eine Lie-Algebra handelt ist o�ensichtlich. Sie kann in-terpretiert werden als die g-wertigen meromorphen Abbildungen auf M , die holo-morph auf M� sind. F�ur N = 2 wurde sie in [146] eingef�uhrt. Die Konstruktionder Heisenberg-Algebra kann nun verallgemeinert werden. Sei � 2 H1(M�;Z) undsei Z� ein di�erenzierbarer Repr�asentant von �. Wie in Theorem 10.5 ausgef�uhrt,ist dann 
� : A�A ! C ; 
�(f; g) := 12� i ZZ� fdg (10-43)ein wohlde�nierter 2-Kozykel f�ur A. Wir setzenbG� = G � C � t (10-44)als Vektorraum und de�nieren die Lie-Struktur durch[\x
 f;[y 
 g] = \[x; y]
 (fg)� (xjy) � 
�(f; g) � t; [ t; bG�] = 0 : (10-45)Hierbei bezeichne f�ur a 2 G das Element â = (a; 0) den entsprechenden Lift in bG�.Proposition/De�nition 10.14. Durch die De�nition (10-45) wird bG� eine zen-trale Erweiterung der Schleifenalgebra. Diese Algebra hei�t a�ne Mehrpunktalgebrah�oheren Geschlechts (oder auch verallgemeinerte Krichever-Novikov-Algebra vom af-�nen Typ). Ist g abelsch, so hei�t bG� auch verallgemeinerte Heisenberg-Algebra.Beweis. Da 
�(f; g) = �
�(g; f), ist die Verkn�upfung antisymmetrisch. F�ur die3-er Produkte berechnet sich[x
 f; [y 
 g; z 
 h]] = [x
 f; [y; z]
 (gh)� (xjy)
�(f; g) � t] =[x; [y; z]]
 (fgh)� ([xj[y; z])
�(f; gh) � t :



148 Konforme FeldtheorieAddiert man alle 3 zyklisch permutierten, so erh�alt man[x
 f; [y 
 g; z 
 h]] + [y 
 g; [z 
 h; x
 f ]] + [z 
 h; [x
 f; y 
 g]] =� ((xj[y; z])
�(f; gh) + (yj[z; x])
�(g; hf) + (zj[x; y])
�(h; fg)) � t :Hierbei wurde die Jacobi-Identit�at in g f�ur den jeweils 1.Term ausgenutzt. Wegender Invarianz der Bilinearform gilt(xj[y; z]) = (yj[z; x]) = (zj[x; y]) : (10-46)Desweiteren 
�(f; gh) = �
�(gh; f) = � 12� i Z�(gh)df;usw.. Andererseits verschwindet das Integral �uber ein exaktes Di�erential, d.h.0 = 12� i Z� d(ghf) = 12� i Z�(hf)dg + 12� i ZCZ� (gf)dh+ 12� i Z�(gh)df =
�(hf; g) + 
�(gf; h) + 
�(gh; f) :Es addiert sich alles zu Null auf. Damit ist die Jacobi-Identit�at erf�ullt und bG� isteine Lie-Algebra. Per De�nition ist t das zentrale Element. �Insbesondere haben wir eine exakte Sequenz0 �! C � t �! bG� �! G �! 0 : (10-47)Wie im letzten Teilabschnitt ausgef�uhrt, ist die Lokalit�at von Bedeutung. Hierzuwerden wir uns sp�ater einschr�anken auf die � mit � = [C� ], mit einer NiveaulineC� . Mit bG wollen wir die a�ne Algebra verstehen, die wir erhalten, indem wir �uberdieses � integrieren. Es sei daran erinnert, da� die Homologieklasse eindeutig ist.Diese a�nen Mehrpunktalgebren wurden in [J] eingef�uhrt. Die N = 2 Situationwurde von Sheinman eingef�uhrt und studiert [182],[183],[184]. Ebenso wurde vonBremner f�ur g = 0 und g = 1 gewisse a�ne Mehrpunktalgebren speziell unter demGesichtspunkt der zentralen Erweiterungen studiert [40],[38], [39]. Die verallgemei-nerten Heisenberg-Algebren im 2-Punktfall wurden in [147] eingef�uhrt, siehe auch[122].



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 149Auch bei h�oherem Geschlecht ist es manchmal n�utzlich ein zus�atzliches Element ezu adjungieren, welches wie ein Vektorfeld auf den Elementen in A operiert. Hierzusei e 2 L ein festes Vektorfeld. Wir setzen bGe = bG � C � e als Vektorraum undde�nieren (f 2 A) [ e; x
 f ] = x
ref; [ e; t ] = 0 : (10-48)Proposition 10.15. bGe ist eine Lie-Algebra.Beweis. Wir m�ussen zeigen, da� die Jacobi-Identit�at f�ur diejenigen Kommutatorengilt, bei denen das neue Element e auftritt. Dies bedeutet, wir haben die Tripel(e; x
 f; e) und (e; x
 f; y 
 g) zu untersuchen. F�ur die Tripel von der ersten Artfolgt es sofort. Es bleiben die Tripel der zweiten Art:[e; [x
 f; y 
 g]] = [e ; [x; y]
 (fg)� (xjy)
(f; g)t] = [x; y]
re(fg)= [x; y]
 �(ref)g) + f(reg)�;[x
 f; [y 
 g; e]] = �[x
 f; y 
reg] = �[x; y]
 freg + (xjy)
(f;reg)t;[y 
 g; [e; x
 f ]] = [y 
 g; x
reg] = �[x; y]
 gref � (yjx)
(g;ref)t :Wir haben zu zeigen, da� die zentralen Terme sich aufheben:
(f;reg) = 12� i ZC� fd(re(g)) = 12� i ZC� fre(dg)= 12� i ZC� re(fdg)� 12� i ZC� (ref)dg = 12� i ZC� g d(re(f)) = 
(g;ref) :Hierbei habe ich benutzt, da� die Lie-Ableitung mit der �au�eren Ableitung ver-tauscht, da� sie eine Derivation ist und da� die Lie-Ableitung einer meromorphenForm kein Residuum hat (siehe [H, p.102]). �In der klassischen Situation nimmt man e = z ddz = d und erh�alt dann f�ur dieErzeugenden x(n) = x
 zn[e; x(n)] = x
 (z ddz zn) = n � x(n) :Wir m�ussen noch die Beinahe-Graduierung einf�uhren. Hierzu de�nieren wir f�urdie Elemente x
 An;p 2 G; deg(x
An;p) := n : (10-49)



150 Konforme FeldtheorieDer Unterraum vom Grad n ist gegeben durchGn := hx
An;p j p = 1; : : : ; K; x 2 gi : (10-50)Insbesondere ist Gn = g 
 An als Vektorraum. Aufgrund der De�nition des Lie-Produkts (10-42) wird G dadurch eine beinahe-graduierte Lie-Algebra. Die Schran-ken R und S stimmen mit den Schranken der Algebra A �uberein.Die Algebra A kann als Vektorraum zerlegt werden alsA = A� �A(0) �A+;A� := hAn;p j n � �R1 � 1; p = 1 : : : ; Ki ; A+ := hAn;p j n � 1; p = 1 : : : ; Ki;A(0) := hAn;p j �R1 � n � 0; p = 1 : : : ; Ki : (10-51)Dasselbe gilt f�ur die Lie-Algebra LL = L� � L(0) � L+;L� := hen;p j n � �R3 � 1; p = 1 : : : ; Ki ; L+ := hen;p j n � 1; p = 1 : : : ; Ki;L(0) := hen;p j �R3 � n � 0; p = 1 : : : ; Ki : (10-52)Die Unterr�aume A� bzw. L� sind aufgrund der Beinahe-Graduierung Unteralge-bren. Die R�aume A(0), bzw. L(0) allerdings lediglich lineare R�aume. F�ur N = 2ergeben sich als SchrankenR1 = �g und R3 = �3g : (10-53)Diese Zerlegung induziert eine ZerlegungG = G� � G(0) � G+; mit G� = g
A�; � 2 f�; (0);+g : (10-54)Wiederum sind G+ und G� Unteralgebren. Der Unterraum G(0) ist, im Gegensatzzum klassischen Fall, keine Unteralgebra. Im klassischen Fall haben wirA(0) =< 1 >und G(0) �= g.Wir wollen die Beinahe-Graduierung auf die zentrale Erweiterung ausdehnen.Hierzu geben wir dem zentralen Element t den Grad 0. Wie in Abschnitt (b) aus-gef�uhrt, ist die Lokalit�at des Kozykels wichtig, damit die zentrale Erweiterung eben-falls beinahe-graduiert ist. Deshalb beschr�anken wir uns auf Kozykel, welche wir



10. Zentrale Erweiterungen und a�ne Lie-Algebren 151erhalten, indem wir �uber die Niveaulinien C� integrieren. Die Zerlegung (10-54)dehnt sich aus aufbG = bG� � bG(0) � bG+ mit bG� �= G� und bG(0) = G(0) � C � t : (10-55)Betrachten wir nun die Algebra bGe. Dem Vektorfeld k�onnen wir einen beliebigenGrad aus dem Bereich [�R3; 0] geben. Aus Konsistenzgr�unden bietet es sich aller-dings an, falls e 2 L homogen ist und in diesem Bereich liegt (dieser Fall wird unsim folgenden interessieren), seinen Grad als den Grad des entsprechenden Elementsin e zu w�ahlen. Es ergibt sichbGe = bGe� � bGe(0) � bGe+; bGe� �= G�; bGe(0) = G(0) � C � t� C � e : (10-56)F�ur eine einfache Lie-Algebra g k�onnen die �Aquivalenzklassen zentraler Erwei-terungen der Schleifenalgebra G bestimmt werden. Da M� eine a�ne Kurve ist,ist nach einem Resultat von Kassels [133] die universelle zentrale Erweiterung be-stimmt durch 
1A=dA. Hierbei ist der Raum der K�ahlerdi�erentiale eines Rings Rmit 
1R bezeichnet. Die 1.deRham-Kohomologiegruppe ist 
1R=dR, der Raum derK�ahlerdi�erentiale modulo der exakten Di�erentiale. Es gilt0 �! 
1A=dA �! bGuniv �! G �! 0 : (10-57)
1A=dA ist in unserer a�nen Situation isomorph zu H1(M�; C ), der �ublichen sin-gul�aren Homologie. Da M� jedoch gerade die kompakte Riemannsche Fl�ache vomGeschlecht g mit N � 1 herausgenommenen Punkten ist, giltdimH1(M�; C ) = 2g +N � 1 : (10-58)(N�aheres hierzu siehe bei Bremner [38], siehe auch [99, p.453].) Die zentrale Erwei-terung wird gegeben durch den (2g +N � 1)-dimensionalen Kozykel(x
 g; y 
 h) 7! �(xjy)�g dh mod dA) : (10-59)W�ahlt man eine Basis �1; �2; : : : ; �2g+N�1 von H1(M�;Z), so erh�alt man die Iso-morphie g dh mod dA  !  Z�1 g dh; : : : ; Z�2g+N�1 g dh! : (10-60)



152 Konforme FeldtheorieJede �Aquivalenzklasse einer eindimensionalen zentralen Erweiterung ist homomor-phes Bild der universellen zentralen Erweiterung. Somit ist der 1-dimensionale Ko-zykel gegeben als eine Linearkombination der obigen Basiskozykel. Lokalit�at wirdvermutlich genau dann vorliegen, wenn diese Linearkombination ein Vielfaches derZykelklasse ist, die durch die Niveaulinien C� gegeben wird. Da diese Resultate imfolgenden jedoch nicht ben�otigt werden, m�ochte ich in dieser Schrift nicht weiterdarauf eingehen.Zum Abschlu� dieser Abschnitts sei darauf hingewiesen, da� die a�nen Mehr-punktalgebren im Zusammenhang stehen mit dynamischen Systemen der Mechanik.Sheinman [187] war in der Lage mit Hilfe der N = 2 a�nen Algebra (mit adjungier-tem Vektorfeld) zu Riemannschen Fl�achen von h�oherem Geschlecht, Beispiele integ-rabler Mehrk�orpersysteme von Calogero-Moser-Sutherland-Typ zu geben. In diesemZusammenhang sei auch auf die Arbeiten von Bonara-Matone [21] und Toppan [193]verwiesen. Diese benutzen die Krichever-Novikov-Objekte in der Theorie der dy-namischen Systeme zum Studium der KP-Gleichung und der KdV-Gleichung f�urh�oheres Geschlecht.



11. Die Sugawara-Konstruktion 153
11. Die Sugawara-Konstruktion(a) Die Resultate im 2-PunktfallDie (klassische) Sugawara-Konstruktion ist eine Methode wie man aus H�ochst-gewichtsdarstellungen einer (klassischen) a�nen Algebra eine Darstellung derVirasoro-Algebra erh�alt. Sei V eine H�ochstgewichtsdarstellung der a�nen Alge-bra bG zur einfachen Lie-Algebra g. H�ochstgewichtsdarstellungen sind erzeugt durchein Element  . Es gilt G+ = 0 , die Cartan- und die positive nilpotente Algebravon bG(0) operieren in einer gewissen Weise auf  und der ganze Darstellungsraumwird durch bG aus  erzeugt. Insbesondere gilt f�ur jedes v 2 V und jedes x 2 g undn gro� genug: x(n)v = 0.1 Sei fui; i = 1; : : : ; dimgg eine Basis von g und fuig dieduale Basis (in Bezug auf die invariante symmetrische Bilinearform). Sei weiter kdie duale Coxeter-Zahl (zur De�nition siehe weiter unten) und operiere das zentraleElement t als c � id auf V derart, da� k+ c 6= 0. Der Skalar c hei�t zentrale Ladungoder Level der Darstellung. In diesem Fall ist der OperatorSk := � 12(c+ k)Xn2Zdim gXi=1 :ui(�n)ui(n+ k): (11-1)wohlde�niert. Hierbei wird ui(n) als Operator auf V betrachtet und :::::: bezeichnedie Normalordnung :x(n)y(m): := � x(n)y(m); n � my(m)x(n); n > m : (11-2)Durch sie werden die Elemente von hohem Grad nach rechts gebracht. Dort an-nullieren sie letztendlich jeden festen Vektor wenn der Grad nur gen�ugend gro� ist.Erst durch die Normalordnung sind die Operatoren Sk wohlde�niert.1Siehe Abschnitt 12 f�ur die genaue De�nition.



154 Konforme FeldtheorieDas erstaunliche Resultat ist die Tatsache, da� durch Lk 7! Sk und t 7! ideine Darstellung der Virasoro-Algebra mit zentraler Ladung c � dim gc+ k de�niertist. (Die zentrale Ladung der Virasoro-Algebra ist der Skalar, als der das zentraleElement der Virasoro-Algebra in dieser Darstellung operiert.) Ein Beweis �ndetsich etwa in [126]. Im physikalischen Modell entsprechen die Sk den \Moden" desEnergie-Impulstensors der Feldtheorie, die durch die Darstellung V von bG gegebenist.Diese Konstruktion m�ochte ich auf unsere allgemeine Situation �ubertragen. Deroben skizzierte klassische Fall wird sich wiederum als Spezialfall ergeben. Hierbeiwerde ich in diesem Teilabschnitt zur Vereinfachung den 2-Punktfall betrachten. DerMehrpunktfall ist im wesentlichen nur eine Verkomplizierung in der Notation. Dienotwendigen Modi�kationen werden in Abschnitt (c) ausgef�uhrt werden. Ich m�ochtegleich hier erw�ahnen, da� der 2-Punktfall auch von den Physikern Bonora, Rinaldi,Rosso und Wu [22] behandelt wurde. Da die Art der Beweisf�uhrung dort vielleichtnicht in allen Punkten den Anforderungen eines Mathematikers gen�ugt (speziellwenn man die subtilen Probleme mit der Normalordnung betrachtet) und da ichdie Verallgemeinerung auch auf mehrere Punkte im Auge habe, ist eine sorgf�altigeHerleitung auch in diesem Fall notwendig. Dies ist insbesondere deshalb notwen-dig, da im n�achsten Abschnitt genauere Resultate als in [22] ben�otigt werden. Diefolgenden Ausf�uhrungen sind auch in einer gemeinsamen Arbeit mit Sheinman [K]zu �nden. Die verwendeten Methoden sind �ahnlich zu der in [22], ja an manchenStellen wurden die Ausf�uhrungen von der Darstellung dort inspiriert.Entprechend den Ausf�uhrungen der vorhergehenden Abschnitte ist es notwendig,die klassischen Objekte mit Hilfe der Krichever-Novikov-Objekte zu geometrisieren.Vorl�au�g sei noch die allgemeine Mehrpunktsituation zugelassen. Sei g eine endlich-dimensionale reduktive Lie-Algebra und bG die a�ne Algebra h�oheren Geschlechtszu g versehen mit der Beinahe-Graduierung (10-50). Es sei daran erinnert, da� derde�nierende Kozykel (xjy)
(g; h) f�ur die zentrale Erweiterung �uber eine Niveauliniezu integrieren ist. Also[\x
 f;[y 
 g] = \[x; y]
 (fg)� (xjy) � 12� i ZC� g dh � t : (11-3)



11. Die Sugawara-Konstruktion 155De�nition 11.1. Ein Modul V �uber der Lie-Algebra bG (bzw. eine Darstellung)hei�t zul�assiger Modul bzw. zul�assige Darstellung falls f�ur jedes v 2 V ein n0 2 Zexistiert derart, da� bGnv = 0 f�ur n � n0 gilt und das, durch (11-3) �xierte, zentraleElement t als ein Vielfaches der Identit�at operiert. Dieses Vielfache nennt manzentrale Ladung oder Level der Darstellung.Sei V eine fester zul�assiger Modul. Die zentrale Ladung sei c. F�ur das Elementx 
 A (oder genauer \x
A) von bG benutze ich meist die Notation x(A) um denentsprechenden Operator auf V zu bezeichnen. F�ur x 
 An;p mit den speziellenBasiselementen An;p benutze ich auch abk�urzend x(n; p) bzw. x(n) im 2-Punktfallf�ur x(An;p).Beispiele zul�assiger Darstellungen sind im klassischen Fall die �ublichen H�ochst-gewichtsdarstellungen. F�ur die allgemeine 2-Punktsituation wurden deren Verallge-meinerungen von Sheinman [182],[183],[184] studiert. Deren allgemeine De�nitionwird im Abschnitt 12 gegeben werden.Wir w�ahlen eine Basis ui; i = 1; : : : ; dimg von g. Sei ui; i = 1; : : : ; dimg dieduale Basis in Bezug auf die invariante nichtausgeartete symmetrische Bilinearform(::j::). Das Casimir-Element 
(0) =Pdim gi=1 uiui der universellen Einh�ullenden U(g)ist unabh�angig von der Wahl der Basis. Zur Vereinfachung der Notation sei eineSummation �uber i immer �uber diesen Bereich angenommen.Lemma 11.2.(1) [ 
(0); g] = 0 .(2) Pi[ui; ui] = 0 .(3) Pi[ui 
 f; ui 
 g] = � dimg � 
(f; g) � t .(4) F�ur abelsches oder einfaches g gibt es eine Konstante k mitXi adui � adui = 2k :D.h. 2k ist der Eigenwert des Casimir-Operators in der adjungierten Dar-stellung.Beweis. Die Aussage (1) ist eigentlich Standardwissen. In U(g) k�onnen wir schrei-ben [a; bc] = [a; b]c+ b[a; c]. Somit giltXi [x; uiui] =Xi [x; ui]ui +Xi ui[x; ui] :



156 Konforme FeldtheorieAufgrund der Orthonormalbasiseigenschaft zerlegen wir[x; ui] =Xj ([x; ui]juj)uj = �Xj ([x; uj]jui)uj :Hierbei wurde die Invarianz und die Symmetrie von (::j::) benutzt. F�ur die 2.Summeerhalten wir Xi ui[x; ui] = �Xi;j ui([x; uj]jui)uj = �Xj [x; uj]uj ;d.h. das Negative der 1.Summe.(2) Xi [ui; ui] =Xi uiui �Xi uiui = 
(0) � 
(0) = 0 :Hierbei wurde das Casimir-Element einmal in Bezug auf die Basis ui und einmal inBezug auf die Basis ui dargestellt.(3) Es sei an die Strukturgleichungen der zentral erweiterten Algebra erinnert:[ui 
 f; ui 
 g] = [ui; ui]
 (fg)� 
(f; g) � (uijui) � t : (11-4)Nach der Summation �uber i verschwindet aufgrund (2) der erste Summand und wirerhalten das Resultat.(4) Ist g abelsch, so ist nat�urlichadui(x) = [ui; x] = 0; 8x 2 g :D.h. k = 0 erf�ullt die Bedingung. Ist g einfach, so ist die adjungierte Darstellung irre-duzibel. Der OperatorPi adui�adui ist nichts anderes als der, dem Casimir-Elementzugeordnete Operator, in der adjungierten Darstellung. Als Casimir-Operator ver-tauscht er mit allen x 2 g und operiert somit als Skalar. Dieser Skalar sei gerade2k. �Im Fall, da� g einfach ist, ist k die duale Coxeterzahl und kann mit Hilfe derpositiven Wurzeln der Lie-Algebra ausgedr�uckt werden. Im abelschen Fall gilt, wieoben gesehen, k = 0.Alles was bisher gesagt wurde gilt auch im Mehrpunktfall. Jetzt wollen wir unsauf den 2-Punktfall konzentrieren. F�ur Q 2 M betrachten wir die formale Summe(die \erzeugende Funktion")bx(Q) =Xn x(n) � !n(Q) : (11-5)



11. Die Sugawara-Konstruktion 157Hierbei bezeichne eine Summation �uber die Indizes der Formen jeweils eine Sum-mation �uber Z, falls nichts anderes gesagt wird.De�nition 11.3. Sei : :::: : eine Normalordung. Der Sugawara-Operator (oderSegal-Operator) von h�oherem Geschlecht ist de�niert alsT (Q) := 12Xi : bui(Q) bui(Q): = 12Xn;mXi :ui(n)ui(m): !n(Q)!m(Q) : (11-6)Wenn wir T (Q) wiederum als \erzeugende Funktion" betrachten, so ist sie ein qua-dratisches Di�erential. Wir k�onnen also schreibenT (Q) =Xk Lk � 
k(Q) (11-7)mit gewissen Operatoren Lk. Die Lk m�ochte ich alsModen des Sugawara-OperatorsT bezeichnen. Mit Hilfe der Dualit�at (9-28) erhalten wirLk = 12� i ZC� T (Q)ek(Q) = 12Xn;mXi :ui(n)ui(m): lnmk ;mit lnmk = 12� i ZC� wn(Q)wm(Q)ek(Q) : (11-8)Es ist zu beachten, da� es f�ur einen festen Wert von k f�ur jeden Wert von n nurendlich vielem gibt mit lnmk 6= 0. Genauer folgt aus lnmk 6= 0 und n und m au�erhalbdes kritischen Streifens, da� k � n � m � k � n + g gilt. Im Fall g = 0 bleibt einTerm und dieser lautet lnmk = �m+nk . Es ergibt sich die �ubliche De�nition derg = 0 Sugawara-Operatoren (siehe [126] und die dortigen weiteren Referenzen).Durch diese Endlichkeit und die Normalordnung sind die Operatoren Lk 2 gl(V )wohlde�niert. In diesem Abschnitt werde ich die Normalordnung:x(n)y(m): := � x(n)y(m); n � my(m)x(n); n > m (11-9)benutzen. Andere Normalordnungen sind m�oglich. Eine n�achstgr�o�ere Klasse be-steht aus den Normalordnungen, bei denen die entsprechende Vorgabe nur f�ur end-lich viele Paare (n;m) von (11-9) abweichen, siehe auch [147]. Da eine gewisseWillk�ur in der Wahl der Normalordung steckt, ist es notwendig die Abh�angigkeit



158 Konforme Feldtheorievon der Normalordnung in den Beweisg�angen im Auge zu behalten. In den Be-weisen wird sich zeigen, da� sowohl Prop. 11.4 als auch die Folgerung Prop. 11.5nicht von der Normalordung abh�angt. In Prop. 11.6, bei der gezeigt wird, da� dieSugawara-Operatoren die Darstellung einer zentralerweiterten Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra de�nieren, wird sich zeigen, da� der Kozykel, der die zentraleErweiterung de�niert, von der Normalordnung abh�angen kann, die Kohomologie-klasse jedoch fest ist.Die folgende Proposition ist das Schl�usselresultat in der KonstruktionProposition 11.4. Sei g entweder eine abelsche oder eine einfache Lie-Algebra.Dann gilt [Lk; x(r)] = �(c+ k)Xv Kvk;rx(v) ; (11-10)mit Kvk;r := 12� i ZC� wv(Q)ek(Q)dAr(Q) =Xm lvmk 
mr; (11-11)
mr := 
(Am; Ar) := 12� i ZC� Am(Q)dAr(Q) : (11-12)Das Resultat h�angt nicht von der Normalordnung ab.Es sei nochmals daraufhingewiesen, da� alle auftretenden Summen wohlde�nierteendliche Summen sind. Im klassischen Fall spezialisiert sich das Resultat zu[Lk; x(r)] = �(c + k) � r � x(r + k) (siehe [126, Prop.10.1]). Der Beweis wird inTeilabschnitt (b) erbracht werden. Hier m�ochte ich lediglich die Relation (11-11)zeigen. Mit der \Delta-Distribution" (9-49) erhalten wirXm lvmk 
mr =Xm 12� i ZC� !v(Q)!m(Q)ek(Q) 12� i ZC�0 Am(Q0)dAr(Q0) =1(2� i )2 ZZC� C�0 !v(Q)ek(Q)dAr(Q0)�(Q0; Q) = 12� i ZC�0 !v(Q0)ek(Q0)dAr(Q0) = Kvk;r : �F�ur das Element e 2 L de�nieren wir eine Aktion auf bx(Q) =Pn x(n)!n(Q) durche : bx(Q) :=Xn x(n)(re!n)(Q) : (11-13)



11. Die Sugawara-Konstruktion 159Proposition 11.5.(1) [Lk; x(r)] = �(c+ k)x(rekAr) .(2) [Lk; bx(Q)] = (c+ k) ek : bx(Q) .Beweis. Wir k�onnen rekAr in lokalen Koordinaten als ek(z)dAr(z)dz schreiben, somit(rekAr)(Q) = ek(Q)dAr(Q) =Xv �vk;rAv(Q) :Aufgrund der Dualit�at berechnen sich die Koe�zienten �vk;r als �vk;r =12� i RC� ek(Q)dAr(Q)!v(Q) = Kvk;r. Damit folgt aus Prop. 11.4 die Aussage (1).Um (2) zu zeigen, schreiben wir rek!v =Pr �vk;r!r mit�vk;r = 12� i ZC� (rek!v)Ar = 12� i ZC� rek(!vAr)� 12� i ZC� !vrekAr = �Kvk;r :Hierbei wurde benutzt, da� das Residuum der Lie-Ableitung eines meromorphenDi�erentials verschwindet (siehe z.B. [H, p.102]). Dies zeigt (2). �In der konformen Feldtheorie f�ur Geschlecht 0 bezeichnet man Felder �(z), in derDarstellung unter Betrachtung, als Prim�arfelder vom Gewicht h, falls gilt[Ln;�(z)] = �zn+1 ddz + h(n+ 1)zn��(z) : (11-14)Fa�t man �(z) als operatorwertigen Schnitt von Kh (K ist das kanonische B�undel)auf, so kann die rechte Seite von (11-14) geschrieben werden als en :�(z). Die�Ahnlichkeit mit der Aussage von Prop. 11.5(2) f�allt ins Auge.Proposition 11.6. Die Operatoren Lk 2 gl(V ) und id = 1 2 gl(V ) schlie�en zueiner Lie-Unteralgebra von gl(V ) mit der Kommutatorrelation[Lk; Ll] = �(c+ k)Xn CnklLn � 12c(c+ k) dim g � �kl � id (11-15)mit Cnkl den Strukturkonstanten der Vektorfeldalgebra L und�kl =  kl + b�kl;  kl =Xs;v v+1Xn=0Cskllnvs 
nv =Xv v+1Xn=0Envkl 
nv;Envkl = 12� i ZC� [ek; el] � !n!v; b�kl = �Xn>0v�0�Xn�0v>0�Knk;vKvl;n : (11-16)



160 Konforme FeldtheorieDie �kl k�onnen lediglich f�ur �6g � k + l � 0 ungleich Null sein. Eine andereNormalordnung wird den Bereich der n und v Summation in der De�nition von  klund damit �kl �andern. An der oberen Schranke erhalten wir�k;�k = �16(k3 � k) : (11-17)Der Beweis erfolgt in Teilabschnitt (b).Gilt c = �k, dann redet man auch vom kritischen Level. In diesem Fall zeigtProp. 11.6, da� die Lk; k 2 Z eine abelsche Unteralgebra de�nieren. AufgrundProp. 11.4 vertauscht diese mit allen Elementen x(n).Falls c + k 6= 0 ist, so k�onnen wir die reskalierten Elemente L�k = �1c+kLkw�ahlen und erhalten[L�k; L�l ] =Xn CnklL�n � c2(c+ k) dim g � �kl � id : (11-18)Damit erhalten wir die Darstellung einer zentralerweiterten Algebra von L. Beachtehierbei, da� aus der Jacobi-Identit�at innerhalb gl(V ) und innerhalb L folgt, da� �kltats�achlich ein 2-Kozykel � f�ur die Lie-Algebra L ist. Aufgrund Proposition 11.6 istder Kozykel lokal. Somit gilt mit Theorem 10.11, mit �R wie in (10-31) gegeben,� = d � �R mit d 2 C und R einem geeigneten projektiven Zusammenhang. Durchden Vergleich �R(ek; e�k) and �(ek; e�k) erhalten wir d = �2. Insgesamt alsoTheorem 11.7. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder einfacheLie-Algebra, 2k der Eigenwert des Casimir-Operators in der adjungierten Darstel-lung und bG die a�ne Lie-Algebra von h�oherem Geschlecht. Sei V eine zul�assigeDarstellung, in der das zentrale Element als c�Identit�at operiert. Ist c+k 6= 0 dannde�nieren die reskalierten Moden des Sugawara-OperatorsL�k = �12(c+ k)Xn;mXi :ui(n)ui(m): lnmk = �12� i (c+ k) ZC� T (Q)ek(Q) (11-19)eine Darstellung einer zentralen Erweiterung der Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra,die gegeben wird durch den geometrischen Kozykel�(e; f) = c � dim g(c+ k) � 124� i ZC� �12(e000f � ef 000)� R � (e0f � ef 0)� dz ; (11-20)



11. Die Sugawara-Konstruktion 161mit einem geeigneten meromorphen projektiven Zusammenhang R mit Polen nur anden Punkten P�.Bemerkung. Die Ausdr�ucke  kl in (11-16) de�nieren gerade einen Korand (im Sinneder Lie-Algebrenkohomologie). Es sei daran erinnert, da� ein 2-Kozykel  ein Ko-rand f�ur die Lie-Algebra L ist, falls es eine Linearform � : L ! C gibt, derartda�  (e; f) = �([e; f ]). Ich de�niere � durch �(es) :=PvPv+1n=0 lnvs 
nv (dies isteine endliche Summe) und berechne �([ek; el]) = �(PsCsk;les) =  kl. Eine andereNormalordnung w�urde einen anderen Summationsbereich in der De�nition von �bedeuten. Dadurch wird nochmals gezeigt, ohne die Resultate von Krichever undNovikov zu benutzen, da� unterschiedliche Normalordnungen die Kohomologieklasseder zentralen Erweiterung nicht �andern.(b) Die BeweiseBei der De�nition der Lk sind formale unendliche Summen beteiligt. Angewen-det auf ein Element in der gegebenen Darstellung mu� es sich immer um einenwohlde�nierten Operator handeln. Um dies unter Kontrolle zu halten, verwende ichAbschneidefunktionen wie sie auch von Kac und Raina in [126] benutzt wurden. Sei die Funktion auf R gegeben durch (x) = 1 falls jxj � 1 und  (x) = 0 falls jxj > 1 : (11-21)F�ur � 2 R sei de�niertLk(�) = 12Xn;mXi :ui(n)ui(m): lnmk  (�n) : (11-22)Sei k �xiert. F�ur jedes n gibt es nur endlich viele m, derart da� lnmk 6= 0. Damitbesteht f�ur � > 0 die Summe nur aus endlich vielen Summanden. F�ur v 2 V werdenaufgrund der Normalordnung nur endlich viele der Operatoren lnmk :ui(n)ui(m) :nichttrivial auf v operieren. Wenn wir also � > 0 klein genug w�ahlen, erhalten wirLk(�)v = Lkv. Dieser Sachverhalt sei unter lim�!0 Lk(�) = Lk verstanden.Falls wir die Normalordungssymbole in (11-22) weglassen, erhalten wir einenAusdruck eLk(�). Solange � 6= 0 ist, ist er wohlde�niert. Dieser sei nun mit Lk(�)verglichen F�ur jedes Paar (n;m), das nicht in normaler Ordnung ist, wird der Kom-mutatorPi[ui(n); ui(m)] aufgenommen. Dieser ist ein Skalar aufgrund Lemma 11.2



162 Konforme Feldtheorie(3). Damit gilt Lk(�) = eLk(�) + � � t mit einem Skalar � solange � 6= 0 bleibt. Ins-besondere k�onnen wir bei der Berechnung von Kommutatoren die Normalordnungignorieren, solange wir bei � 6= 0 bleiben.Beweis von Proposition 11.4. Per De�nition haben wirR� := 2 [eLk(�); x(r) ] =Xn;mXi [ui(n)ui(m); x(r)] lnmk  (�n)=Xn;mXi �ui(n)[ui(m); x(r)] + [ui(n); x(r)]ui(m)� lnmk  (�n);nachdem der Kommutator ausgeschrieben wurde und die Elemente umgruppiertwurden. Jeder Kommutator kann nun geschrieben werden wie folgt[ui(m); x(r)] = [ui; x](AmAr)� (uijx)
mr � c(beachte t:v = c � v). Damit erhalten wir R� = A� + B� � (C� +D�) mitA� =Xn;mXi ui(n)[ui; x](AmAr)lnmk  (�n); B� =Xn;mXi [ui; x](AnAr)ui(m)lnmk  (�n);C� =Xn;mXi ui(n)(uijx)
mrlnmk c (�n); D� =Xn;mXi (uijx)ui(m)
nrlnmk c (�n) :Ben�utzen wir Pi ui
An(uijx) = �Pi(uijx)ui�
An = x
An = x(n) , so erhaltenwir C� = Pn;m x(n)
mrlnmk c (�n) und D� = Pn;m x(m)
nrlnmk c (�n) . F�urfestes r und k tauchen nur endlich viele Terme auf. Damit erhalten wir f�ur � = 0lim�!0(C� +D�) = 2 c �Xn �Xm lnmk 
mr�x(n) = 2 cXn Knk;rx(n) : (11-23)Hierbei benutzen wir (11-11). Die Summen A� und B� machen f�ur � ! 0 se-parat keinen Sinn. Um Sinn aus ihnen zu machen, m�ussen wir �ubergehen zurNormalordnung. Um dies zu erreichen, schreiben wir AmAr = Ps �smrAs mit�smr = 12� i RC� AmAr!s. Wir erhaltenA� = Xn;m;sXi ui(n)[ui; x](s)�smrlnmk  (�n); B� = Xn;m;sXi [ui; x](s)ui(m)�snrlnmk  (�n) :F�ur die Elemente, die nicht in Normalordnung sind, nehmen wir einen Kommutatorauf. Wir schreiben A� = A(1)� + A(2)� und B� = B(1)� + B(2)� mit A(1)� bzw. B(1)�



11. Die Sugawara-Konstruktion 163den obigen Ausdr�ucken nur mit Normalordnungszeichen versehen. Wir betrachtenzuerst A(2)� . Wir k�onnen den Kommutator schreiben als[ui(n); [ui; x](s)] = [ui; [ui; x]](AnAs)� 
ns(uij[ui; x])c :Es gilt (uij[ui; x]) = ([ui; ui]jx) . Deshalb verschwindet nach Summation �uber igem�a� Lemma 11.2(4) der zweite Term. Lemma 11.2(4) ergibt f�ur den ersten Term2k � x(AnAs) = 2kPv �vnsx(v). F�uhren wir dasselbe mit B(2)� aus, so erhalten wirA(2)� + B(2)� = 2kXv �Xs;mXn>s�vns�smrlnmk  (�n)�Xn;mXs>m�vsm�snrlnmk  (�n)�x(v) :(11-24)Es ist zu beachten, da� keine Summe f�ur sich allein sinnvoll ist wenn wir � = 0setzen. Bevor wir uns weiter mit (11-24) besch�aftigen, m�ochte ich zuerst zeigen, da�A(1)0 + B(1)0 verschwindet. Zuerst �andern wir die Variablen in der Summation f�urB(1)� in der Weise s ! n ! m ! s. Durch die Normalordnung sind A(1)0 und B(1)0wohlde�nierte Operatoren in dem Sinne, da� angewendet auf ein �xiertes v 2 V nurendlich viele Summanden nichttrivial operieren. Damit k�onnen wir den  -Faktorignorieren.Lemma 11.8. F�ur F snk;r := Pm �smrlnmk = 12� i RC� Ar(Q)!s(Q)!n(Q)ek(Q) giltF snk;r = Fnsk;r .Beweis.F snk;r =Xm 1(2� i )2 ZZC� C�0 Am(Q)Ar(Q)!s(Q)!n(Q0)!m(Q0)ek(Q0)= 1(2� i )2 ZZC� C�0 Ar(Q)!s(Q)!n(Q0)ek(Q0)�(Q;Q0) = 12� i ZC� Ar(Q)!s(Q)!n(Q)ek(Q) :Dies ist o�ensichtlich symmetrisch in n und s. �Nun gilt A(1)0 + B(1)0 =Pn;sPi �:ui(n)[ui; x](s): + :[ui; x](n)ui(s):�F snk;r :Lemma 11.9. Pi �:ui(n)[ui; x](s): + :[ui; x](n)ui(s):� = 0 .Beweis. Wir berechnen Pi ui(n)[ui; x](s) =Pi ui(n)Pj([ui; x]juj)uj(s) =�Pi;j ui(n)(uij[uj ; x])uj(s) = �Pj [uj; x](n)uj(s) . �



164 Konforme FeldtheorieDamit gilt A(1)0 + B(1)0 = 0.Wir nehmen nun (11-24) wieder auf.Behauptung. Der Ausdruck innerhalb der v-Summation ist f�ur lim�!0 identischmit dem Grenzwert lim�!0 vonE(N)� :=Xm;s Xn>N �vns�smrlnmk  (�n)�Xn;mXs>N �vsm�snrlnmk  (�n) ; (11-25)mit N einer beliebigen ganzen Zahl.Beweis. Wenn wir die Di�erenz berechnen, so erhalten wir2Xm;s NXn=s+1�vns�smrlnmk  (�n)�Xn;m NXs=m+1�vsm�snrlnmk  (�n) : (11-26)Beachte, da� wegen der Beinahe-Graduierung in jeder Summe f�ur festes v; k; r nurendlich viele Terme beteiligt sind. Deshalb k�onne wir wiederum  (�n) ignorierenund die Variablen in der zweiten Summe �andern (s ! n ! m ! s). Wenden wirLemma 11.8 an, so sehen wir, da� die Di�erenz verschwindet. �Dieser Beweis zeigt auch, da� das Ergebnis nicht von der gew�ahlten Normalordnungabh�angt. Wiederum wird die Di�erenz aus endlich vielen Termen bestehen, die sichaufheben.Wir untersuchenE(0)� =Xs Xn>0�vnsF snk;r (�n)�Xn Xs>0�snrF vnk;s (�n) : (11-27)Der zweite Summationsbereich wird in der folgenden Weise ersetzt:(n; s > 0) = (s; n > 0) + (n > 0; s � 0)� (s > 0; n � 0) . Damit erhalten wirE(0)� =Xn>0Xs ��vnsF snk;r � �snrF vnk;s� (�n) + �Xn>0s�0�Xs>0s�0��snrF vnk;s (�n) : (11-28)2Falls die obere Schranke kleiner als die untere ist, so soll darunter verstanden werden, da� mandie Summationsreihenfolge und das Vorzeichen des Ausdrucks vertauscht. Diese Regel soll f�ur allefolgenden Summationen gelten.



11. Die Sugawara-Konstruktion 165Nach der Summation �uber s in der ersten Summe und dem Gebrauch der \Delta-Distribution" sehen wir, da� diese Summe verschwindet. Mit Hilfe der Integral-darstellung von F vnk;s (Lemma 11.8) und von �snr (9-40) kann die zweite Summeumgeschrieben werden als1(2� i )2 ZZC� C�0 Ar(Q0)ek(Q)!v(Q)�Xn>0s�0�Xs>0n�0�An(Q0)As(Q)!s(Q0)!n(Q) (�n) :(11-29)Wir ben�utzenProposition 11.10. (Bonora et al. [22]) F�ur jedes N gilt0@Xn>N Xs�N �Xs>N Xn�N1AAn(Q0)As(Q)!s(Q0)!n(Q) = d0�(Q0; Q) : (11-30)Hierbei bedeute d0 Di�erentiation in Bezug auf die Variable Q0.Aus Gr�unden der Vollst�andigkeit werde ich weiter unten einen Beweis geben.Wenden wir diese Proposition auf unsere Situation an, so erhalten wirE(0)0 = 1(2� i )2 ZZC� C�0 Ar(Q0)ek(Q)!v(Q)d0�(Q0; Q)= � 1(2� i )2 ZZC� C�0 d0Ar(Q0)ek(Q)!v(Q)�(Q0; Q)= � 12� i ZC� dAr(Q)ek(Q)!v(Q) = �Kvk;r :Die Behauptung von Proposition 11.4 erhalten wir nun, indem wir alle nichtver-schwindenden Teile zusammensammeln. �Beweis von Proposition 11.10. Zuerst zeigen wir die folgende RelationLemma 11.11. 
rk = (Xn>0Xs�0�Xs>0Xn�0)�srn�nks : (11-31)



166 Konforme FeldtheorieBeweis. Es ist die Idee von Bonora et al., Darstellungen via semi-in�niter Wedge-formen zu benutzen. Dies soll hier auch im Vorgri� auf den Abschnitt 13 getanwerden. Hier nehmen wir Formen vom Gewicht 0. Es sei � = A1 ^ A2 ^ : : : derVakuumvektor vom Gewicht 0 und Niveau 1. Das Element Ai 2 A operiert mit derLeibnizregel alsAi:� = (Ai �A1) ^ A2 ^ : : : + A1 ^ (Ai �A2) ^A3 : : : + : : : (11-32)Wie in Abschnitt 13 gezeigt wird, ist diese De�nition sinnvoll solange jij gro� genugist. F�ur einen kritischen Streifen von Indizes (insbesondere f�ur A0 = 1) mu� die Ak-tion modi�ziert werden3 und wir erhalten eine Darstellung einer zentralerweitertenAlgebra bA0 mit lokalem de�nierenden Kozykel. Entscheidend ist nicht nur die Ak-tion von A, sondern auch, da� die Aktion einer zentralen Erweiterung bD de�niertist, so da� die Aktion von bA0 von dieser durch Einschr�ankung gewonnen werdenkann. Nach den Ergebnissen von Krichever und Novikov, siehe die Bemerkung nachThm. 10.11, ist somit der Kozykel, der bA0 de�niert, ein skalares Vielfaches des Ko-zykels (10-32). Damit [ bAr; bAk] :� = d
(Ar; Ak)� = d
rk�. F�ur r und k au�erhalbdes kritischen Streifens der Indizes stimmt die Aktion von bAr, bzw. bAk mit der Ak-tion der entsprechenden Elemente A:: gegeben durch (11-32) �uberein. Au�erhalb deskritischen Streifens kann [ bAr; bAk] :� wie folgt berechnet werden (siehe [H, p.137]f�ur die Details). Man mu� nur die M�oglichkeiten in Betracht ziehen mit denen sichdas Element As innerhalb � selbst reproduziert. Es gilt Ak �As =Pn �nksAn. DieserTerm tritt nur auf, falls s � 1 ist. Nur die Terme mit n < 1 werden nicht durch dieNachbarelemente annulliert. Um das Resultat durch die Operation von Ar wiedernach As zur�uckzubringen, erhalten wir Ps>0Pn�0 �srn�nks. Wenden wir dasselbeauf �Ak �Ar an und �andern wir die Bezeichnung der Variablen, so erhalten wir[ bAr; bAk] :� = ��Xn>0Xs�0�Xs>0Xn�0 ��srn�nks� = d
rk� : (11-33)Um die Konstante zu bestimmen, berechnen wir diesen Ausdruck f�ur r = i undk = �i falls i � 0. Es ist Ai� = 0 und somit [Ai; A�i]� = Ai(A�i�). Weiter giltAk � As = Ak+s + Aj-Terme mit j-Indizes gr�o�er als k + s. Damit nehmen wir f�urjedes s den Faktor 1 auf, solange s � i � 0 gilt. Nun ist s � 1 und wir erhalten[Ai; A�i]� = i � � = d � 
(Ai; A�i)� . Durch das Berechnen der Residuen erhaltenwir 
(Ai; A�i) = �i und somit die Behauptung. �3In Physikersprechweise: Sie mu� regularisiert werden.



11. Die Sugawara-Konstruktion 167Es sei daraufhingewiesen, da� Bonora et al. auch einen Beweis durch direkte Be-rechnung andeuten.Es giltdAk(Q) =Xr �kr!r(Q); �kr = 12� i ZC� dAk(Q)Ar(Q) = 
rk (11-34)und somit mit Lemma 11.11d0�(Q0; Q) =Xk d0Ak(Q0)!k(Q) =Xk;r �Xn>0s�0�Xs>0n�0 ��srn�nks!k(Q)!r(Q0) : (11-35)Wir benutzen Ai!j = Pr �jir!r und erhalten das Resultat f�ur N = 0. Um es f�urallgemeines N zu erhalten, vergleichen wir die Summationsbereiche mit dem N = 0Bereich. Wir erhalten als Di�erenz (PNs=1Pn�PNn=1Ps)�srn�nks!k(Q)!r(Q0) .Jede dieser partiellen Summen hat nur endlich viele Terme. Dies bedeutet, da�die Summation jeweils separat ausgef�uhrt werden kann. Wenn wir dies f�ur dieSummation �uber n in der ersten Summe machen (nachdem die Koe�zienten alsIntegrale geschrieben wurden und man die \Delta-Distribution" benutzt hat) und�uber s in der zweiten Summe machen, so erhalten wir denselben Wert und sie hebensich gegenseitig auf. �Beweis von Proposition 11.6. Wieder schreiben wir f�ur � 6= 0[Lk(�); Ll] = 12Xn;mXi lnmk [:ui(n)ui(m): ; Ll] (�n) : (11-36)Wie zu Beginn dieses Teilabschnitts erl�autert, k�onnen wir die Normalordnung in-nerhalb der obigen Kommutatoren ignorieren und schreiben somit (11-36) um zu12Xn;mXi lnmk �ui(n)[ui(m); Ll] + [ui(n); Ll]ui(m)� (�n) : (11-37)Wir ben�utzen Prop. 11.4 um die Kommutatoren zu berechnen und erhalten12(c+ k) Xn;m;vXi lnmk �Kvl;mui(n)ui(v) +Kvl;nui(v)ui(m)� (�n) : (11-38)



168 Konforme FeldtheorieUm dies in 2 Summen aufzuspalten, die f�ur � = 0 wohlde�niert sind, m�ussen wirvorher alles in Normalordnung umschreiben. Dabei nehmen wir Kommutatoren f�urdie Indizes auf, die noch nicht in Normalordnung sind. Nach der Auswertung dieserKommutatoren mit Hilfe von Lemma 11.2(3), k�onnen wir das Ergebnis als SummeA� + B� + C� +D� schreiben mitA� = 12(c+ k) Xn;m;vXi lnmk Kvl;m :ui(n)ui(v):  (�n) ;B� = 12(c+ k) Xn;m;vXi lnmk Kvl;n :ui(v)ui(m):  (�n) ;C� = �12c(c+ k) dim gXv;mXn>v lnmk Kvl;m
nv (�n) ;D� = �12c(c+ k) dim gXn;mXv>m lnmk Kvl;n
vm (�n) :Unter Ber�ucksichtigung des Bereichs f�ur den die Koe�zienten lnmk und Kvl;mungleich Null sein k�onnen und der Normalordnung sehen wir, da� A0 und B0 wohl-de�nierte Operatoren sind. Damit k�onnen wir den  (�n) Factor ignorieren. �Andernwir die Bezeichung der Variablen in B0 (v ! n! m! v), so erhalten wirA0 + B0 = 12(c+ k) Xn;m;vXi (lnmk Kvl;m + lmvk Knl;m) :ui(n)ui(v): : (11-39)Die Strukturkonstanten der Vektorfeldalgebra L werden aufgrund der Dualit�at be-rechnet als Cskl = 12� i ZC� ([ek; el]) � 
s : (11-40)Lemma 11.12.Xm (lnmk Kvl;m + lmvk Knl;m) = � 12� i ZC� [ek; el] � !n!v = �Xs Cskllnvs : (11-41)Beweis. Die rechte Seite kann geschrieben werden als�Xs 1(2� i )2 ZZC� C�0 [ek; el](Q) � 
s(Q)!n(Q0)!v(Q0)es(Q0) :



11. Die Sugawara-Konstruktion 169Nach der Summation �uber s erhalten wir die \Delta-Distribution" f�ur das Gewichts-paar (�1; 2). Wir integrieren �uberQ0 und erhalten � 12� i RC� [ek; el](Q)!n(Q)!v(Q) ,den Ausdruck in der Mitte. Auf der linken Seite erhalten wir f�ur die erste SummeXm lnmk Kvl;m =Xm 1(2� i )2 ZZC� C�0 !n(Q)!m(Q)ek(Q)d0Am(Q0)el(Q0)!v(Q0) :Wenden wir Pm d0Am(Q0)!m(Q) = d0�(Q0; Q) an, so erhalten wir nach der Q0-Integration � 12� i RC� !n(Q)ek(Q)d(el(Q)!v(Q)) . F�ur die zweite Summe erhaltenwir� 12� i ZC� !v(Q)ek(Q)d(el(Q)!n(Q)) = 12� i ZC� d(!v(Q)ek(Q))el(Q)!n(Q) :Zusammen� 12� i ZC� �!n(Q)ek(Q)d�el(Q)!v(Q)�� !n(Q)el(Q)d�ek(Q)!v(Q)�� :Ersetzen wir jede Form durch ihre lokale darstellende Funktion, so erhalten wir f�urden Integranden!n(z)!v(z)�ek(z)deldz (z)� el(z)dekdz (z)� = !n(z)!v(z)[ek; el](z) :Damit also die Behauptung. �Somit giltA0 +B0 = �12(c+ k)Xs Xn;vXi Cskllnvs :ui(n)ui(v):= �(c+ k)Xs CsklLs :Es bleibt �(k; l) := lim�!0(C� +D�) zu untersuchen. Da Lk und Ll wohlde�nierteOperatoren innerhalb gl(V ) sind, ist der Skalar �(k; l) wohlde�niert. Indem wir dieJacobi-Identit�at innerhalb gl(V ) benutzen und die Tatsache, da� die Cskl ebenfallsdie Jacobi-Identit�at erf�ullen (da sie Strukturkonstanten der Algebra L sind) erhaltenwir, da� dadurch ein 2-Kozykel de�niert ist. Untersucht man die Ordnung derbeteiligten Formen, welche zur De�nition der lnmk , Kvl;m und 
nv benutzt werden, anden Punkten P+ und P� und berechnet die Residuen, um die Integrale auszuwerten,so sehen wir f�ur generische n;m; v WerteKvl;m 6= 0 =) �3g � �v + l +m � 0;lnmk 6= 0 =) �g � k � (n+m) � 0; 
nv 6= 0 =) �2g � n+ v � 0 :



170 Konforme FeldtheorieAddieren wir alles zusammen, erhalten wir �(k; l) 6= 0 =) �6g � k + l � 0. F�urg 6= 0 und n = �g und v = �g � 1 (oder umgekehrt)ist 
�g;�g�1 6= 0. In diesemFall werden die anderen Koe�zienten daf�ur sorgen, da� sich dieselben Schrankenergeben. Insbesondere ist der Kozykel lokal. Er kann gegeben werden als�(k; l) = �12c(c+ k) dim gXn �Xm;sXv<n lnmk lvsl 
sm
nv +Xm;s Xv>m lnmk lvsl 
sn
vm� :Im Rest dieses Teilabschnitts m�ochte ich eine elegantere Darstellung des Kozykels�nden. Zur Vereinfachung der Notation werde ich den �uberall auftretenden Vorfak-tor (�1=2)c(c+k) dimg bei der Berechnung ignorieren und ihn am Ende hinzuf�ugen.Sei N eine feste ganze Zahl. Wir gehen wiederum von C� und D� aus und de�nierenE� :=Pv;mPn>N lnmk Kvl;m
nv (�n); und F� := Pn;mPv>N lnmk Kvl;n
vm (�n) .In C� �E� und D� � F� treten nur endlich viele Terme auf. Damit k�onnen wir dortwieder � = 0 setzen und  (�n) vergessen. Benennen wir in D� � F� die Variablen(v ! n ! m ! v) um, so erhalten wir durch Anwendung von Lemma 11.12 denfolgenden Ausdrucklim�!0((C� �E�) + (D� � F�)) =Xv NXn=v+1 Xm lnmk Kvl;m + lmvk Knl;m! 
nv= �Xv NXn=v+1Xs Cskllnvs 
nv : (11-42)Im Gegensatz zum Beweis der Prop. 11.4 wird dieser im allgemeinen nicht verschwin-den. Dies ist der Grund daf�ur, da� die Form des Kozykels von der Normalordnungabh�angt.Wir betrachten E� + F�. Der Summationsbereich f�ur F� wird zerlegt als(n; v > N) = (v; n > N) + (v > N; n � N) � (n > N; v � N) . Die erste, derarterhaltene, Summe nennen wir F (1)� und die restlichen zwei zusammen F (2)� . UnterBenutzung von 
vm = �
mv und Knk;v =Pm lnmk 
mv erhalten wir zuerstE� + F (1)� =Xv Xn>N ��Xm lnmk Kvl;m�
nv �Kvl;nKnk;v� (�n) :Da F (2)� f�ur � = 0 wohlde�niert ist (siehe unten), k�onnen wir  (�n), solange wirdie Summe nicht in zwei Teilsummen aufbrechen, ignorieren,. Mit der Integral-darstellung der Koe�zienten erhalten wir nach Ausf�uhrung der m-Summation eine



11. Die Sugawara-Konstruktion 171\Delta-Distribution" (wie wir es bereits mehrmals gemacht hatten) und erhaltenweiter�Xm lnmk Kvl;m�
nv = � 1(2� i )2 ZZC� C�0 wv(Q)d0An(Q0)el(Q)d�ek(Q)!n(Q)�Av(Q0) ;Kvl;nKnk;v = 1(2� i )2 ZZC� C�0 wv(Q0)d0An(Q0)el(Q0)d(ek(Q)!n(Q))Av(Q) :Die Summation �uber v und Integration �uber Q0 zeigt, da� E� + F (1)� = 0 ist.Es bleibt die Betrachtung vonF (2)� = � Xn>N Xv�N �Xn�N Xv>N �Knk;vKvl;n  (�n) : (11-43)Indem wir die Strukturkonstanten anschauen, sehen wir, da� jede Teilsumme nuraus endlich vielen Termen besteht. Damit k�onnen wir wieder � = 0 setzen. F�urN = 0 sammeln wir die �uberlebenden Terme (11-42) und (11-43) zusammen underhalten die Struktur des Kozykels (11-16) wie in Prop. 11.6 behauptet. DurchWahl einer anderen Normalordnung w�urden wir eine andere Summationsvorgabe in(11-42) erhalten. Der Ausdruck (11-43) w�urde gleich bleiben.Es bleibt die Form (11-17) des Kozykels f�ur die speziellen Basiselemente zu zeigen.Wir schauen zuerst b�k;�k an. Aus Knk;v 6= 0 folgt k � n�v und aus Kv�k;n 6= 0 folgt�k � v�n, damit also v = n�k. Als Wert erhalten wir in diesem Fall (n�k) bzw.n. Sei k � 0, dann wird nur die erste Summe �uberleben. Es ist die endliche SummekXn=1(n� k)n = �16(k3 � k) :Im Ausdruck f�ur  k;�k erhalten wir Csk;�klnvs 
nv 6= 0 nur falls s � 0, s � n+ v undn+v � 0. Dies bedeutet, da� Terme ungleich Null nur f�ur s = 0 und n = �v erhaltenwerden. Wenn wir allerdings den Summationbereich PvPv+1n=0 betrachten, so sehenwir, da� n = �v entweder v = 0 (mit verschwindendem Koe�zienten) oder einenleeren Summationsbereich bedeutet. Deshalb gilt  k;�k = 0. Insgesamt erhaltenwir die Form (11-17).



172 Konforme FeldtheorieZur weiteren Referenz sei notiertKorollar 11.13. Sei V die feste zul�assige Darstellung, welche im Teilabschnitt (a)�xiert wurde. Sei E ein Operator aus gl(V ). F�ur den Operator gelte: Es gibt einBasiselement el von L mit[E; x(r)] = �(c+ k)x(relAr) (11-44)f�ur jedes x 2 g und jedes r, dann gilt f�ur jedes k[Lk; E] = [Lk; Ll] :Hierbei kann die rechte Seite durch (11-15) bestimmt werden.Beweis. Im Beweis von Prop. 11.6 benutzten wir lediglich die Relation [Ll; x(r)] =�(c+ k)x
 (relAr) von Prop. 11.4. Wir erhalten deshalb f�ur einen Operator E,der dieselben Relation erf�ullt, [Lk(�); E] = [Lk(�); Ll] und damit im Limes �! 0:[Lk; E] = [Lk; Ll]. �(c) Die Verallgemeinerung auf die MehrpunktsituationDer in (b) dargestellte Beweis kann auf die Mehrpunktsituation verallgemeinertwerden. Wo wir eine Summation �uber n hatten, haben wir nun dieser Summationeine weitere (nun endliche) Summation �uber p = 1; : : : ; K hinzuzuf�ugen:bui(Q) =PnPp ui(n; p) �!n;p(Q) . Hierbei und im folgenden sei, falls nichts anderesgesagt wird, die Summation �uber den ersten Index des Labels immer �uber Z und�uber den zweiten Index �uber 1; : : : ; K vorausgesetzt. Die Mehrpunkt Sugawara-Operatoren h�oheren Geschlechts sind de�niert alsT (Q) := 12Xi : bui(Q)bui(Q): = 12Xn;mXp;s Xi : ui(n; p)ui(m; s) : !n;p(Q)!m;s(Q) :(11-45)Dies wird wiederum zerlegt inT (Q) =Xk Xr Lk;r � 
k;r(Q) ; (11-46)



11. Die Sugawara-Konstruktion 173mitLk;r = 12� i ZC� T (Q)ek;r(Q) = 12Xn;mXp;s Xi : ui(n; p)ui(m; s) : l(n;p)(m;s)(k;r)und l(n;p)(m;s)(k;r) = 12� i ZC� wn;p(Q)wm;s(Q)ek;r(Q) : (11-47)Wir de�nieren 
(n;p)(m;s) := 
(An;p; Am;s) := 12� i RC� An;p(Q)dAm;s(Q) und er-haltenProposition 11.14. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder eineeinfache Lie-Algebra, dann gilt[Lk;r; x(n; p)] = �(c+ k)Xm Xs K(m;s)(k;r);(n;p)x(m; s) ; (11-48)[Lk;r; x(n; p)] = �(c+ k)x(rek;rAn;p) ; (11-49)[Lk;r; bx(Q)] = (c+ k) ek;r : bx(Q) ; (11-50)mit K(m;s)(k;r);(n;p) = 12� i ZC� wm;sek;rdAn;p =Xl Xv l(m;s)(l;v)(k;r) 
(l;v)(n;p) :(11-51)Das Ergebnis h�angt nicht von der gew�ahlten Normalordnung ab.Im Beweis der 2-Punktsituation wurde im wesentlichen lediglich die Dualit�at unddie \Delta-Distribution" benutzt. Diese wurden verallgemeinert. Daneben spieltenoch das Lemma von Bonora et al. eine Rolle. Seine Mehrpunkt-Verallgemeinerunglautet:Proposition 11.15. F�ur jedes N gilt� Xn>Nm�N � Xm>Nn�N �Xp;s An;p(Q0)Am;s(Q)!m;s(Q0)!n;p(Q) = d0�(Q0; Q) : (11-52)Hierbei bedeute d0 Di�erentiation in Bezug auf die Variable Q0.Skizze des Beweises. Unter der Voraussetzung der Eindeutigkeit (bis auf Multipli-kation mit einem Skalar) des lokalen Kozykels f�ur die Mehrpunktalgebra A de�niertdurch die Aktion auf den semi-in�niten Wedgeformen (siehe die Bemerkung nach



174 Konforme FeldtheorieThm 10.11) k�onnen wir wie in (b) argumentieren. Die rechte Seite von (11-31), inihrer passenden Verallgemeinerung, mu� wieder ein skalares Vielfaches des Kozykels(10-32) sein. Um den Skalar zu �xieren, berechnen wir [Ai;p; A�i;p] �. Beachte,da� wir die Struktur Ak;sAn;r = Ak+n;r�rs+ A-Terme mit h�oherem Grad als k + nhaben und da� gilt 
(Ai;p; A�i;p) = (�i) (es gibt nur ein Residuum und dies istam Punkt Pp). Falls man die Aussage �uber die Eindeutigkeit des lokalen Kozykelsvermeiden m�ochte, mu� man l�angliche lokale Berechnungen durchf�uhren wie in in[22] angedeutet. �Proposition 11.6 (und ihr Beweis) hat ihre o�ensichtliche Verallgemeinerung:Proposition 11.16. Die Operatoren Lk 2 gl(V ) und id = 1 2 gl(V ) de�niereneine Lie-Unteralgebra von gl(V ) mit der Kommutatorrelation[Lk;r; Ll;v] = �(c+k)Xn Xp C(n;p)(k;r)(l;v)Ln;p� 12c(c+k) dimg��(k;r)(l;v) �id : (11-53)Aus �(k;r)(l;v) 6= 0 folgt, da� �P � k + l � 0 gilt, mit einer positiven KonstantenP , die weder von k noch von l abh�angt.Die Aufspaltung von �(k;r)(l;s) und die konkreten Ausdr�ucke f�ur die Teile istvollst�andig analog zu (11-16). Daselbe gilt f�ur die Ausdr�ucke (11-17) f�ur die Formdes Kozykels f�ur gewisse Basiselemente. Wir erhaltenTheorem 11.17. Sei g entweder eine endlichdimensionale abelsche oder einfacheLie-Algebra und sei 2k der Eigenwert des Casimir-Operators in der adjungiertenDarstellung. Sei A eine endliche Punktmenge (f�ur g � 2 in allgemeiner Position)und A = I [O eine Aufspaltung in zwei disjunkte nichtleere Teilmengen. Sei A dieAlgebra der meromorphen Funktionen die holomorph aufM nA sind und bG die a�neMehrpunktalgebra h�oheren Geschlechts, d.h. die zentrale Erweiterung von G = g
Amit zentralem Element t de�niert durch[\x
 f;[y 
 g] = \[x; y]
 (fg)� (xjy) � 12� i ZC� fdg � t; [ t; bG�] = 0 ; (11-54)mit C� einer Niveaulinie, welche die Punkte aus I und O trennt. Sei V eine zul�assigeDarstellung in der das zentrale Element t als c�Identit�at operiert. Ist c+k 6= 0 dann



11. Die Sugawara-Konstruktion 175de�nieren die reskalierten ModenL�k;r = �12(c+ k)Xn;mXp;s Xi : ui(n; p)ui(m; s) : l(n;p)(m;s)(k;r) (11-55)des Sugawara-Operators T (Q) eine Darstellung einer lokalen zentralen ErweiterungbL0 der Krichever-Novikov-Vektorfeldalgebra L.Ben�utzen wir wiederum die, dem Thm 10.11 folgende, Aussage von Krichever undNovikov �uber die Eindeutigkeit des lokalen Kozykels f�ur die Algebra L, so erhaltenwir in der Tat eine Darstellung von bL de�niert durch den Kozykel (10-31).Bemerkung 11.18. De�niert man den Skalar, mit dem das zentrale Element t dererweiterten Vektorfeldalgebra bL (in Bezug auf die Repr�asentation durch den Kozykel(10-34)) operiert, als die zentrale Ladung der Darstellung, so besitzt die durch dieSugawara-Konstruktion erhaltene Darstellung sowohl im 2-Punktfall als auch imMehrpunktfall die zentrale Ladungc bL = c dimgc+ k : (11-56)M�ochte man die Benutzung der Resultate von Krichever und Novikov �uber die\Eindeutigkeit" des lokalen Kozykels vermeiden, so kann man zumindestens in denhier auftretenden F�allen die zentrale Ladung auch als die Zahl � de�nieren, f�ur die�0(k;p);(�k;p) = � k312 + niedrigere Ordnung in kf�ur k � 0 gilt. Hierbei ist �0(k;p);(�k;p) der Kozykel f�ur L, der durch die Darstellunggegeben ist (d.h. der jeweilige Skalar vor der Identit�at).Ist g eine abelsche Lie-Algebra, ergibt sich als zentrale Ladung dim g. Ist speziellg = C , die eindimensionale Lie-Algebra, so gilt bG = bA und wir erhalten ausge-hend von einer Darstellung von bA (der Heisenberg-Algebra) durch die Sugawara-Konstruktion eine Darstellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra mit zentra-ler Ladung c bL = 1.



176 Konforme Feldtheorie
12. H�ochstgewichtsdarstellungen, Gewichte undCasimir-Operatoren der Sugawara-Konstruktion(a) H�ochstgewichtsdarstellungenIm folgenden seien alle zentralen Erweiterungen gegeben in Bezug auf die lo-kalen Kozykel, die durch Integration �uber eine Niveaulinie C� erhalten werden.Es sei bA die zentrale Erweiterung der Funktionenalgebra (die Heisenberg-Algebra),bG die a�ne Mehrpunktalgebra zur reduktiven Lie-Algebra g und bL die zentraler-weiterte Vektorfeldalgebra (siehe Abschnitt 10 ). Aufgefa�t als beinahe-graduierteLie-Algebren k�onnen sie zerlegt werden inbA = bA� � bA(0) � bA+; bG = bG� � bG(0) � bG+; bL = bL� � bL(0) � bL+ : (12-1)Es sei daran erinnert, da� gilt bA+ �= A+ und bA� �= A� als Lie-Algebra. Dasentsprechende gilt f�ur die anderen beiden Algebren. Der Lift des BasiselementsAn;p der Funktionen in Bezug auf die Repr�asentation durch den lokalen Kozy-kel sei mit bAn;p bezeichnet, der Lift des Basiselements en;p der Vektorfelder mitEn;p. F�ur das zentrale Element benutzen wir immer t. F�ur die Lie-Algebra Bsei die universelle Einh�ullende mit U(B) bezeichnet. Hier m�ochte ich H�ochstge-wichtsmoduln (bzw. -darstellungen) in Verallgemeinerung der klassischen Situation(g = 0) de�nieren. Im 2-Punktfall wurde von Sheinman in einer Reihe von Ar-beiten [182],[183],[184],[185],[186] die klassische De�nition erweitert auf die a�nenLie-Algebren h�oheren Geschlechts (Krichever-Novikov-Algebren vom a�nen Typ).De�nition 12.1. Sei V = Ln2ZVn ein beinahe-graduierter bA-Modul. V hei�tH�ochstgewichtsmodul mit H�ochstgewichtsvektor v = vh;c, f�uhrendem Gewichth = (h1; h1; : : : ; hK) 2 CK und zentraler Ladung c 2 C falls, die folgenden Bedin-gungen erf�ullt sind:(1) Es gilt V = U( bA) v.



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 177(2) Der Vektor v ist homogen. Es giltV = deg(v)Mn=�1 Vn und Vdeg(v) = C � v :(3) Es gilt bA+v = 0 und deg( bA�v) < deg(v) .(4) Das zentrale Element operiert als c�Identit�at auf V .(5) Es gilt bA0;pv = hp � v + ::: ; p = 1; : : : ; K: (12-2)Es bezeichne hier und im folgenden ::: Terme mit niedrigerem Grad.V�ollig analog ist die De�nition einer H�ochstgewichtsdarstellung f�ur die zentraler-weiterte Vektorfeldalgebra, bzw. f�ur die zentralerweiterte Di�erentialoperatoralge-bra:De�nition 12.2. Sei V = Ln2ZVn ein beinahe-graduierter bL-Modul. V hei�tH�ochstgewichtsmodul mit H�ochstgewichtsvektor v = vh;c, f�uhrendem Gewicht h =(h1; : : : ; hK) 2 CK und zentraler Ladung c 2 C , falls die folgenden Bedingungenerf�ullt sind:(1) Es gilt V = U( bL) v.(2) Der Vektor v ist homogen. Es giltV = deg(v)Mn=�1 Vn und Vdeg(v) = C � v :(3) Es gilt bL+v = 0 und deg( bL�v) < deg(v) .(4) Das zentrale Element operiert als c�Identit�at auf V .(5) Es gilt E0;pv = hp � v + :::; p = 1; : : : ; K : (12-3)De�nition 12.3. Sei V = Ln2ZVn ein beinahe-graduierter cD1-Modul. V hei�tH�ochstgewichtsmodul mit H�ochstgewichtsvektor v = vh;c, f�uhrendem Gewicht h =((h1; : : : ; hK); (h01; : : : ; h0K)) 2 CK � CK und zentraler Ladung c 2 C , falls diefolgenden Bedingungen erf�ullt sind:(1) Es gilt V = U(cD1) v.



178 Konforme Feldtheorie(2) Der Vektor v ist homogen. Es giltV = deg(v)Mn=�1Vn und Vdeg(v) = C � v.(3) Es gilt cD1+v = 0 und deg(cD1�v) < deg(v) .(4) Das zentrale Element operiert als c�Identit�at auf V .(5) Es giltE0;pv = hp � v + :::; bA0;pv = h0p � v + :::; p = 1; : : : ; K :
Proposition 12.4. Die Funktion 1 2 A liegt im Unterraum A(0). Mit Hilfe vonx 7! x
 1 kann g in G(0) und bG(0) eingebettet werden.Beweis. Die Koe�zienten der Zerlegung 1 = Pn;p �(n;p)An;p sind aufgrund derDualit�at gegeben als �(n;p) = 12� i RC� !n;p. Liegen die (n; p) aber au�erhalb deskritischen Streifens, so verschwindet dieses Integral, da entweder bei I oder bei Okeine Pole vorliegen (siehe Abschnitt 9 f�ur K = L bzw. [H], [G] f�ur den allgemeinenFall). Es gilt [ x
 1; y 
 1 ] = [ x; y ]
 1 + (xjy)
(1; 1) � t :Da 
(1; 1) = 0, verschwindet der zentrale Term und wir erhalten die Einbettung. �Im Fall N = 2 gilt A0 = 1.Sei g eine endlichdimensionale abelsche oder einfache Lie-Algebra. Falls g eineeinfache Lie-Algebra ist, so bezeichne h eine feste Cartan-Unteralgebra, n+ (bzw.n�) die obere (bzw. untere) nilpotente Algebra und h� das Dual der Cartan-Unteralgebra. Mit obiger Proposition k�onnen h; n+; n� als Unteralgebren vonbG betrachtet werden. Es seien � die Wurzeln der Lie-Algebra g und die x� diezugeh�origen Wurzelvektoren. Ist g abelsch, so sei h = g gesetzt.



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 179De�nition 12.5. Sei V = Ln2ZVn ein beinahe-graduierter bG-Modul. V hei�tH�ochstgewichtsmodul mit H�ochstgewichtsvektor v = vh;c,f�uhrendem Gewicht � = (�1; : : : ; �K) 2 (h�)K und zentraler Ladung (oder Level)c 2 C , falls die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:(1) Es gilt V = U(bG) v.(2) Der Vektor v ist homogen. Es giltV = deg(v)Mn=�1 Vn und Vdeg(v) = C � v :(3) Es gilt bG+v = 0 und deg(bG�v) < deg(v).(4) Das zentrale Element operiert als c� Identit�at auf V .(5) Es gilt h(0; p)v = �p(h) � v + ::: : (12-4)(6) Es gilt deg �(n+ 
A(0)) v� < deg(v) : (12-5)Dies bedeutet: F�ur alle Wurzelvektoren x� zu positiven Wurzeln � und allenf 2 A(0) gilt xa(f)v = 0 � v + ::: : (12-6)Im Falle, da� g abelsch ist, ist die Bedingung (6) zu ignorieren.Im Fall g = C erhalten wir die De�nition 12.1 zur�uck.Proposition 12.6. Ist V ein H�ochstgewichtsmodul von bG, dann gilt f�ur alle w 2 V :Es gibt ein n0 2 N derart, da� f�ur alle n � n0 gilt: bGn w = 0. Es handelt sich alsoum einen zul�assigen Modul im Sinne von Def. 11.1. Die entsprechende Aussage giltauch f�ur H�ochstgewichtsmoduln �uber den Algebren bA und bL.Beweis. Sei v der H�ochstgewichtsvektor von V . Da V = U(bG)v und bG+ v = 0ist, kann man w schreiben als ein Vektor der durch Anwendung einer Folge vonElementen aus bG�� bG(0) mit absteigendem Grad auf v erhalten wird. Aufgrund derBeinahe-Graduiertheit von bG wird w somit durch Elemente aus bGn f�ur n gro� genugannulliert. Dieses n h�angt von w ab. Per De�nition operiert das zentrale Elementals skalares Vielfaches der Identit�at. �



180 Konforme FeldtheorieDer Sugawara-Operator, bzw. seine Moden sind deshalb nach den Ausf�uhrungenvon Abschnitt 11 wohlde�niert. Wir erhaltenProposition 12.7. Sei bG die a�ne Mehrpunktalgebra zu einer abelschen oder ein-fachen Lie-Algebra. Sei k = 0 im abelschen Fall und die duale Coxeter-Zahl imeinfachen Fall. Sei V ein H�ochstgewichtsmodul zu bG mit zentraler Ladung c mitc + k 6= 0, dann de�niert die Sugawara-Konstruktion eine Darstellung der zentral-erweiterten Vektorfeldalgebra bL, gem�a� Theorem 11.7. bzw. 11.17Theorem 12.8. Die Voraussetzungen seien wie in Prop. 12.7. Sei v der H�ochstge-wichtsvektor des H�ochstgewichtsmodul V , dann ist der Sugawara-ModulW = U( bL)vmit der Graduierung gegeben durch V ein H�ochstgewichtsmodul der Algebra bL. Diesgilt unabh�angig von der gew�ahlten Normalordnung. F�ur die zentrale Ladung c bLvon W als bL-Moduln gilt c bL = c � dim gc+ k : (12-7)Hierbei ist c die zentrale Ladung (oder der Level) von V als bG-Modul.Beweis. Die Aussagen �uber das Verschwinden der Elemente vom Grad > deg(v)ist automatisch, ebenso die Bedingung der Eindimensionalit�at. Ebenso operiert daszentrale Element als ein Vielfaches der Identit�at. Wir haben zu zeigen, da� W einbeinahe-graduierter bL-Modul ist und da� die Bedingung (3) aus Def. 12.2 erf�ulltist. Hierzu sind, je nach Wert von K und L, Fallunterscheidungen n�otig. Es seihier nur K = L = 1 ausgef�uhrt, die anderen F�alle sind vollst�andig analog. Es seiendie L�k die Moden des Sugawaraoperators (11-19). Per De�nition ist L�kv bis aufMultiplikation mit einem Skalar gegeben alsw :=Xn;mXi lmnk :ui(m)ui(n): v : (12-8)Wegen der Summation �uber i (siehe Lemma 11.2(3)) erhalten wirXi lmnk ui(m)ui(n)v =Xi lmnk ui(n)ui(m)v � dimg 
mnlmnk v :Aus 
mnlmnk 6= 0 folgt aber �3g � k � 0. Damit ist f�ur k au�erhalb diesesBereichs die Reihenfolge von (m;n) ohne Bedeutung. Insbesondere k�onnen wir



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 181immer die Reihenfolge nehmen, die der Normalordnung entspricht. Ebenso folgtaus lnmk 6= 0 auch �g � k � (n + m) � 0. Damit ist f�ur k > 0 entweder n > 0oder m > 0 f�ur die Terme mit lnmk 6= 0. Dadurch und mit Def. 12.5(3) erhalten wirL�kv = 0 in diesem Fall und somit bL+ v = 0. F�ur k < �3g sehen wir, da� nur Paare(n;m) mit n;m � 0 auftreten werden. Wiederum folgt aus lnmk 6= 0 die Ungleichung(n+m) < �2g. Dies kann nur der Fall sein falls n oderm kleiner als �g sind. Damithat (mit Def. 12.5(3)) der resultierende Vektor Pi ui(m)ui(n)v nur Elemente vomGrad < deg v. Daraus folgt die Behauptung (3). Die analogen Absch�atzungenfunktionieren auch in Bezug auf die untere Schranke f�ur den Grad der auftretendenElemente. Hierbei benutzen wir, da� V ein beinahe-graduierter bG-Modul ist. Diesbedeutet: Der durch v erzeugte bL-Modul ist beinahe-graduiert. Beachte ::::: durfteeine beliebige Normalordnung sein. Die Aussage �uber die zentrale Ladung ergibtsich aufgrund von Theorem 11.7, bzw. 11.17. �F�ur die Korrespondenz zwischen den zentralen Ladungen der Darstellungenmacht die Sugawara-Konstruktion direkte Aussagen. Es erhebt sich sofort dieFrage ob es eine entsprechende Beziehung zwischen den Gewichten gibt. Diesesoll im n�achsten Teilabschnitt angegangen werden.(b) Die Gewichte der Sugawara-DarstellungDie in diesem und im n�achsten Teilabschnitt dargestellten Resultate sind in ge-meinsamer Arbeit mit Oleg K. Sheinman erzielt worden. Sie sind im wesentlichen[K] entnommen (bis auf die Erweiterung auf die Mehrpunktsituation).Da V nur ein beinahe-graduierter bA-Modul ist, kann, wie man (12-8) entnehmenkann, v auch dann im Resulat von L�kv auftreten, wenn k < 0 ist. Von Sheinman[182],[183],[184] stammt die Idee dieses Problem dadurch in den Gri� zu kriegen, da�man statt des f�uhrenden Gewichts, das totale Gewicht betrachtet. In der Tat hatteer auch noch andere Gr�unden diese Verallgemeinerung durchzuf�uhren. Einer dieserGr�unde war die Zuordung eines nat�urlichen Di�erentials zu dem totalen Gewicht.De�nition 12.9. [Sheinman] Gegeben sei die 2-Punktsituation. (a) Sei V ein bG-H�ochstgewichtsmodul. Das (totale) Gewicht oder Sheinman-Gewicht ist das Ele-ment � = (�0; ��1; : : : ; ��g) 2 (h�)g+1, mith(m)v = �m(h)v + :::; 8m 2 f0;�1; : : : ;�gg ; 8h 2 h : (12-9)



182 Konforme FeldtheorieDas zugeh�orige h�-wertige Gewichtsdi�erential ist de�niert als!� = 0Xm=�g �m � !m : (12-10)(b) Sei V ein bL-H�ochstgewichtsmodul. Das (totale) Gewicht oder Sheinman-Gewichtist das Element � = (�0; ��1; : : : ; ��3g) 2 C 3g+1 mitEmv = �mv + :::; 8m = 0;�1; : : : ;�3g :Das zugeh�orige Gewichtsdi�erential � ist de�niert als� = 0Xk=�3g �k
k; (12-11)Hierbei sind die !k bzw. 
k die Basiselements des Raumes F1, bzw. F2 wie siein Abschnitt 9 eingef�uhrt wurden. Es sei daran erinnert, da� die !k dual zu den Akund die 
k dual zu den ek sind. Die Di�erentiale !k; k = �g; : : : ;�1; 0 spannen denRaum der Di�erentiale von M auf, die maximal Pole erster Ordnung bei P� haben.Im klassischen Fall fallen totales Gewicht und f�uhrendes Gewicht zusammen. Dieentsprechende Verallgemeinerung auf die Mehrpunktsituation ist wie folgt.De�nition 12.10. Gegeben sei die Mehrpunktsituation. Sei V ein bG- oder bL-H�ochstgewichtsmodul. mit H�ochstgewichtsvektor v und zentraler Ladung c. Esgilt somit V = Ldeg(v)n=�1 Vn. Es sei P : V ! Vdeg(v), die Projektion auf deneindimensionalen Unterraum von h�ochstem Grad.(a) Im Fall, da� V ein bG-Modul ist, ist das totale Gewicht die lineare Abbildung� : bA(0) ! h�; f 7! �(f) f�ur f 2 A(0); t 7! �(t) = c (12-12)de�niert durch P (h(f)v) = ��(f)(h)�v : (12-13)Das zugeh�orige h�-wertige Di�erential ist de�niert als!� = 0Xm=�R1 KXp=1�(Am;p)!m;p : (12-14)



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 183(b) Im Fall, da� V ein bL-Modul ist, ist das totale Gewicht die lineare Abbildung� : bL(0) ! C ; e 7! �(e) f�ur e 2 L(0); t 7! �(t) = c (12-15)de�niert durch P (e v) = �(e) � v : (12-16)Das zugeh�orige quadratische Di�erential ist de�niert als� = 0Xm=�R3 KXp=1 �(em;p)
m;p : (12-17)Die Abbildungen � und � k�onnen auf ganz bA, bzw. bL trivial fortgesetzt werden.Da die Basiselemente An;k dual zu den Basiselementen !k;n sind, bzw. en;k dual zu
k;n, veri�ziert man direktProposition 12.11. Die Gewichtsdi�erentiale (12-14) bzw. (12-17) sind un-abh�angig von der gew�ahlten Basis in F�n ; n 2 Z.Proposition 12.12. Sei T der Sugawara-Operator (bzw. der Energie-Impuls-Tensor) wie in (11-6) eingef�uhrt, dann giltT:v = �(c+ k) � � v + ::: : (12-18)Beachte T:v ist eine formale Summe. Zerlegen wir diese aber in seine homogenenTeile in Bezug auf den Grad in V , dann sind die Komponenten wohlde�nierte Ele-mente von V 
F2 (F2 ist der Raum der quadratischen Di�erentiale). Die Gleichung(12-18) sollte in diesem Sinne interpretiert werden.Beweis von Prop 12.12. Aufgrund von Theorem 12.8 gilt Lk;pv = 0 f�ur k > 0 somitT:v =Xk2ZXp 
k;pLk;pv =Xk�0Xp 
k;pLk;pv :Andererseits gilt deg(Lk;pv) < deg(v) f�ur k < �R3, somit (mit Lk;p = �(c+k)L�k;p)(T:v)h:D: = �(c+k) 0Xk=�R3 
k;pL�k;pv = �(c+k) 0Xk=�R3 
k;p�(ek;p)v = �(c+k) ��v : �Im folgenden sei lediglich die 2-Punktsituation (f�ur beliebiges Geschlecht) be-trachtet. Die Verallgemeinerung der folgenden Resultate auf die Mehrpunktsituationd�urfte aber keine gro�en Probleme aufwerfen. Es sei eine Normalordnung �xiert.



184 Konforme FeldtheorieDe�nition 12.13. Ein bG-H�ochstgewichtsmodul zusammen mit der Normalordnung:::: ist von eingeschr�anktem Typ oder Sheinman-Typ falls gilt:h(m)h0(n): v = �m(h)�n(h0)v + ::: 8n;m 2 f�g; : : : ; 0g; 8h; h0 2 h : (12-19)Die in [K] eingef�uhrten Bedingungen �uber die vergleichbare beinahe-graduierteStruktur sind nicht notwendig. Was im wesentlichen davon gebraucht wird, istdie Bedingung deg(bG�v) < deg v, und diese ist bereits in die De�nition 12.5 aufge-nommen.In diesem Abschnitt seien die folgenden Klassen von Normalordnungen � voraus-gesetzt. Sei �� die Zerlegung des zweidimensionalen Gittersf (m;n) j m;n 2 Z g in zwei disjunkte Teile derart, da� �� sich von��0 = f(m;n) j m � n (bzw. m > n); m; n 2 Zg (12-20)nur f�ur �g � m;n � 0 unterscheidet. Durch die Vorgabe:x(m)y(n): := � x(m)y(n); (m;n) 2 �+y(n)x(m); (m;n) 2 �� (12-21)f�ur alle x; y 2 g; und jedes Paar (m;n), erh�alt man eine Normalordnung. Es sei� die durch diese Zerlegung gegebene Normalordnung. Zur weiteren Referenz sei�xiert ��cs := �� \ f(m;n) j �g � m;n � 0; m; n 2 Z g : (12-22)Mit �0 sei die Normalordnung bezeichnet, die durch (12-20) induziert wird.Allgemeinere Normalordnungen mit der einzigen Einschr�anckung, da� sie sich von�0 nur f�ur endlich viele Paare (m;n) unterscheiden, sind m�oglich. Diese w�urdenkeine wesentlichen Schwierigkeiten machen. Lediglich die folgenden Gleichungenw�urden etwas komplizierte aussehen.Warnung. F�ur abelsches g spielt die Reihenfolge der Elemente innerhalb der Nor-malordnungpunkte keine Rolle, d.h. :x(n)y(m):=:y(m)x(n):. F�ur nichtabelsches gist dies nur richtig f�ur die Elemente der Cartan-Unteralgebra h.



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 185Wir schauen uns die entprechende Darstellung von L�k v in (12-8) an. F�ur �3g �k � 0 sehen wir, da� mit der Normalordnung vom betrachteten Typ der deg v-Teilvon L�k lediglich vonL�k v = � X�g�m;n�0Xi lmnk :ui(m)ui(n): v + ::: : (12-23)kommen wird. Hierbei haben wir die Bedingung (3) aus der De�nition der H�ochst-gewichtsdarstellung zu benutzen. Sei etwa das Paar (m;n) mit n < �g und m � �ggegeben, dann gilt aufgrund der Normalordnung:ui(m)ui(n):= ui(n)ui(m)v = ui(n) �v mit � 2 C :Da n < �g besitzt das Element einen Grad kleiner als den Grad von v. F�ur allge-meinere Normalordnungen wird ein zus�atzlicher Term M(k;�) v auftreten. Hierbeiist M(k;�) ein Skalar, der von der Normalordnung abh�angt.Es gilt per De�nitionL�kv = �kv + :::; f�ur k = 0;�1; : : : ;�3g (12-24)mit gewissen �k 2 C . Der Vektor � = (�0; ��1; : : : ; ��3g) mit den �i ist das Gewichtder Sugawara-Darstellung. Es sei � das zugeordnete quadratische Di�erential. Dasfolgende Theorem beantwortet die Frage �uber die Beziehung der Gewichte der betei-ligten Darstellungen. Der entsprechende Satz f�ur den weniger komplizierten Fall derAlgebren vom Heisenberg-Typ (der abelschem g entspricht) wurde von Sheinman in[186] gezeigt. Die duale Bilinearform auf h� sei mit < ::; :: > bezeichnet.Theorem 12.14. Sei � das totale Gewicht des bG-Moduls V . Es sei c+ k 6= 0 undsei V mit einer Normalordnung versehen derart, da� der Modul vom Sheinman-Typist (Def. 12.13). Sei � eine Normalordnung und � das Gewicht der zugeordnetenSugawara-Darstellung der Algebra bL. Dann gilt� = �1c+ k X�g�m;n�0�12 < �m; �n > + X�g�s�0�smn < �s; �� > �p � c 
[mn]�!m!n(12-26)und� = �1c+ k X�g�m;n�0�12 < �m; �n > + X�g�s�0�smn < �s; �� > �!m!n +K(�);(12-27)



186 Konforme Feldtheoriemit K(�) := p � cc+ k � � X(m;n)2�+cs� X(m;n)2��cs �
mn!m!n :Hierbei sind die �smn die Strukturkonstanten der assoziative Algebra A die durch(9-38) gegeben werden, 
[mn] := �
mn falls (m;n) 2 ��, 2�� = P�>0 � ist dieSumme �uber die positiven Wurzeln und p ist die Anzahl der positiven Wurzeln, d.h.p = 1=2(dimg� rank g).F�ur die Normalordnung � mit �+cs (oder ��cs) � f(m;n) j �g � m;n � 0g erhaltenwir K(�) = 0.Beweis. Aufgrund Prop. 12.12 gen�ugt es den Beitrag des Terms h�ochsten Grads inder Zerlegung von T:v zu betrachten. Hierbei ist T gegeben durch (11-6). Wegen(12-23) gilt :ui(m)ui(n) : v eine nichtverschwindende Projektion auf C v lediglichfalls �g � n;m � 0 ist. Somit giltT:v = �12 X�g�m;n�0Xi :ui(m)ui(n): !m!n�v + : : : : (12-28)F�ur den Rest des Beweises sei �g � m;n � 0. Als Basis in g w�ahlen wir die\kanonische Basis". Wir w�ahlen hk; k = 1; : : : ; rank g f�ur die Cartan-Unteralgebraund hk; k = 1; : : : ; rank g die duale Basis in Bezug auf die invariante Form (::j::).F�ur die positiven Wurzeln � w�ahlen wir die Basiselemente x� und nehmen als dualex��, die reskalierten Elemente der zugeh�origen negativen Wurzel (d.h.(x�jx��) = 1). In Bezug auf diese Basis (hk; x�; x��) giltXi ui(m)ui(n) =X�>0�x�(m)x��(n)+ x��(m)x�(n)�+Xk hk(m)hk(n): (12-29)Hierbei l�auft k = 1; : : : ; rankg und � �uber alle positiven Wurzeln. Mit Hilfe derStrukturgleichung von bG k�onnen wir schreibenx�(m)x��(n) = x��(n)x�(m) + [x�(m); x��(n)] == x��(n)x�(m) +Xs �smnh�(s)� 
mn � t ; (12-30)wobei h� := [x�; x��] und die 
mn durch (11-12) de�niert sind. Wir ersetzendie Summanden in (12-29) an der ersten Stelle durch (12-30). Wegen (12-6) gilt



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 187(x��(m)x�(n))v = 0 � v + : : : . Somit bleiben lediglichXi ui(m)ui(n)v = �Xk hk(m)hk(n) +Xs X�>0�smnh�(s)� p � 
mnt�v + : : : :(12-31)Falls (m;n) 2 �+cs ist, ist dies bereits normal geordnet. Beachte, da� h�(s)v nur f�ur�g � s � 0 eine v-Komponente haben kann. Mit (12-19) und Def. 12.5(3) erhaltenwirXi ui(m)ui(n)v = �Xk �m(hk)�n(hk) + 0Xs=�gX�>0�smn�s(h�)� p � 
mnc�v+ : : : :(12-32)F�ur die Paare (m;n) 2 ��cs erhalten wirXi :ui(m)ui(n): v =Xi ui(n)ui(m)v= �Xk :hk(m)hk(n): +Xs X�>0�snmh�(s)� p � 
nmt�v + : : := �Xk �m(hk)�n(hk) + 0Xs=�gX�>0�smn�s(h�) + p � 
mnc�v + : : : ;(12-33)Hierbei haben wir �smn = �snm und 
mn = �
nm benutzt.Wir benutzenXk �m(hk)�n(hk) =< �m; �n >; �s(h�) =< �s; � >; and X�>0� =: 2��(12-34)in (12-32) und (12-33) und erhalten nach Summation �uber n und mTv = �12 X�g�m;n�0Xi :ui(m)ui(n): !m!n�v + : : := X�g�m;n�0�12 < �m; �n > + X�g�s�0�smn < �s; �� > �p � c 
[mn]�!m!nv + :::= X�g�m;n�0�12 < �m; �n > + X�g�s�0�smn < �s; �� > �!m!nv � (c+ k)K(�)v + : : : :(12-35)Nachdem Division durch �(c+k), erhalten wir die Gleichungen (12-26) und (12-27).F�ur die spezielle Normalordnung � im Theorem haben wir ��cs = ; und �+cs ist das



188 Konforme Feldtheorievolle Quadrat. F�ur (m;n) mit m 6= n wird auch das Paar (n;m) auftauchen. Da
nm = �
mn, werden die entsprechenden Terme sich aufheben. 
mm verschwindetimmer. Damit gilt K(�) = 0. Dasselbe gilt wenn wir die Rolle von �+cs und ��csvertauschen. �Allgemeinere Normalordnungen werden den Summationsbereich in der De�nitionvon K(�) �andern.Beispiel 12.15. Sei g = 0. Dann spezialisiert (12-27) zu� = �1c+ k (12 < �0; �0 > + < �0; �� >)(!0)2 (12-36)mit !0 = 1zdz. In diesem Fall verschwindet K(�) immer. Bis auf den Faktor�12(c+k) (!0)2 stimmt dieser Ausdruck mit den Eigenwerten des Casimir-Operatorsvon zweiter Ordnung f�ur g �uberein. (Siehe hierzu den n�achsten Teilabschnitt.)Beispiel 12.16. Ist g abelsch, so verschwinden sowohl p als auch ��. Es bleibt alsGewicht � = �12c X�g�m;n�0 < �m; �n > !m!n = �12c < !�; !� > ; (12-37)wenn < !�; !� > in der o�ensichtlichen Weise de�niert ist. Dies ist (bis auf eineverschiedene Normierung) die Formel, wie sie von Sheinman [186] erhalten wurde.(c) Der Casimir-Operator und seine EigenwerteDie klassische Sugawara-Konstruktion steht im engen Zusammenhang mit denCasimir-Operatoren der a�nen Kac-Moody-Algebren. In diesem Teilabschnitt wirdder Zugang von [126] verallgemeinert. Wir erhalten f�ur beliebige Krichever-Novikov-Algebren vom a�nen Typ Casimir-Operatoren und unter gewissen Annahmen auchderen Eigenwerte. Auch hier handelt es sich die Resultate einer gemeinsame Arbeitmit Sheinman [K], bzw. deren Mehrpunktverallgemeinerung.Die a�ne Algebra bG sei durch Adjunktion eines beliebigen, aber dann �xierten,Vektorfeldes e 2 L zur Algebra bGe, wie in Abschnitt 10 ausgef�uhrt, erweitert. Der



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 189Grad von e so gew�ahlt, da� e 2 bGe(0) ist. Das Vektorfeld sei als e = Pk;r "k;rek;rzerlegt. Sei V ein bG-H�ochstgewichtsmodul mit (c+ k) 6= 0, der auch ein bGe-Modulist. De�niert man das dem Operator e zugeordnete Gewicht �e 2 C durche : v = �ev + ::: ; (12-38)so handelt es sich automatisch um einen bGe-H�ochstgewichtsmodul (in der o�en-sichtlichen Verallgemeinerung der De�nition). Unter einem Casimir-Operator desbGe-Moduls V sei ein Operator von V verstanden, der mit allen Operatoren, die vonder bGe-Aktion herkommen, vertauscht.Theorem 12.17. Sei e = Pk;r "k;rek;r das zur De�nition von bGe benutzte Vek-torfeld. Sei die endlichdimensionale Lie-Algebra g entweder einfach oder abelsch.Sei V ein zul�assiger Modul von bGe und L = Pk;p "k;pLk;p die entsprechendeLinearkombination der Sugawara-Operatoren Lk;p aus Abschnitt 11, dann ist
 := 2L+ 2(c+ k)e (12-39)ein Casimir-Operator von bGe f�ur den Modul V . Die Zahl c ist die zentrale Ladung(d.h. t:v = c � v) und k ist die duale Coxeter-Zahl (bzw. 0 im abelschen Fall) die inLemma 11.2. eingef�uhrt wurde, wobei c+ k 6= 0 vorausgesetzt sei.Beweis. Wir haben zu zeigen, da� 
 mit allen anderen Operatoren von bGe kom-mutiert.(1) Wir haben [e; x(n; p)] = x(reAn;p). Andererseits folgt aus Prop 11.5 bzw.Prop 11.14[L; x(n; p)] = �(c+ k)Xk;r "k;r[Lk;r; x(n; p)] = �(c+ k)Xk;r "k;rx(rek;rAn;p)= �(c+ k)x(reAn;p) :Damit [
; x(n; p)] = 0:(2) Es bleibt zu zeigen [
; e] = 0. Zuerst m�ochte ich [e; Lk;r] berechnen. Wegen derLinearit�at der Lie-Ableitung und wegen (10-48) erf�ullt der Operator E := �(c+k)edie Relation [E; x(n; p)] = �(c+ k)x(reAn;p) = [L; x(n; p)] :



190 Konforme FeldtheorieAus dem Korollar 11.13, bzw. dessen o�ensichtlicher Mehrpunktverallgemeinerung,folgt [Lk; E] = [Lk; L] . Es gilt also�(c+ k)[L; e] = �(c+ k)Xk;r "k;r[Lk;r; e] =Xk "k;r[Lk;r; L] = [L;L] = 0 :Da (c+ k) 6= 0 bedeutet dies [L; e] = 0 und weiter [
; e] = 0. �Bemerkung. Im \kritischen Fall" c+ k = 0 gilt[Lk;r; x(n; p)] = 0 :Fassen wir V als bG-Modul auf, so vertauschen die Lk;p bereits mit allen Operatorenin gl(V ) die von der Aktion herkommen.Wir wollen die Eigenwerte der Casimir-Operatoren betrachten. Im klassischen(Geschlecht Null) Fall operiert ein Casimir-Operator als Multiplikation mit einemSkalar auf dem H�ochstgewichtsmodul. Die �ubliche Argumentationskette ist, da� derH�ochstgewichtsvektor v aus Gradgr�unden ein Eigenvektor des Casimir-Operators ist:
v = �v [126]. Jedes andere Element des Moduls kann dargestellt werden in derForm w = uv, mit u aus der universellen einh�ullenden Algebra (siehe Def. 12.5 (1)).Da 
 mit u vertauscht, hat man 
w = 
uv = u
v = �uv = �w. Dieses Argumentist im beinahe-graduierten Fall nicht zul�assig. Im allgemeinen hat die Frage, ob 
�uberhaupt einen Eigenvektor besitzt, keine o�ensichtliche Antwort.Im Fall, da� der H�ochstgewichtsvektor v ein Eigenvektor des Casimir-Operators
 ist, kann man wie oben schlie�en, da� 
 wie ein Skalar operiert.Proposition 12.18. Es sei der 2-Punktfall betrachtet. Sei "k = 0 f�ur k < �g oderk > 0. Operiere der Casimir-Operator 
, gegeben durch(12-39), in der H�ochst-gewichtsdarstellung vom Sheinman-Typ und Gewicht � = (�0; ��1; : : : ; ��g) (undc+k 6= 0) als Multiplikation mit einer Konstanten �
. Dann gilt f�ur diese Konstante�
 = Xk;m;n "klmnk � < �m; �n > +2Xs �smn < �s; �� > �2p � c 
[mn]�+ 2(c+ k)�e :(12-40)Hier seien alle Summationsbereiche �uber �g; : : : ;�1; 0. Der Term mit 
[mn] ver-schwindet, falls eine Normalordnung � vorliegt mit K(�) = 0.



12. H�ochstgewichtsdarstellungen 191Beweis. Es folgt aus Theorem 12.14, da� die folgende Relation f�ur die Gewichte derSugawara-Darstellung gilt:�(c+ k) � 2� =Xm;n� < �m; �n > +2Xs �smn < �s; �� > �2p � c 
[mn]�!m!n:(12-41)Auf der linken Seite ben�utzen wir die De�nition (12-11) � = P0k=�3g �k
k undauf der rechten Seite !m!n =P lmnk 
k (siehe (11-8)). Durch den Vergleich beiderSeiten erhalten wir�(c+k)2�k =Xm;n lmnk � < �m; �n > +2Xs �smn < �s; �� > �2p �c 
[mn]� : (12-42)Aus der De�nition von 
 = 2L+2(c+k)e mit L =Pk "kLk = �(c+k)Pk "kL�kerhalten wir 
v = �
v, wobei �
 durch den Ausdruck (12-40) gegeben ist. �Wiederum k�onnen f�ur allgemeinere Normalordnungen � explizite Korrekturtermegegeben werden.Beispiel 12.19. Sei g = 0. Die einzigen zul�assigen Werte von k;m; n sind k = m =n = 0 und wir haben l000 = �000 = 1 und 
00 = 0. Setzen wir e = z ddz = d (d.h."0 = 1), dann spezialisiert sich das Resultat von Prop 12.18 zu�
 =< �0 + 2��; �0 > +2(c+ k)�e : (12-43)Dies kann man in Einklang mit [126, Prop.10.2] umschreiben zu�
 =< ~�+ 2�; ~� > :Hierbei ist ~� die dort verwendete De�nition des Gewichts (umfa�t die zentrale La-dung und das Vektorfeld d) und � die Summe der Fundamentalgewichte f�ur die a�neLie-Algebra bGe.



192 Konforme Feldtheorie
13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme(a) Semi-in�nite WedgeprodukteNeben der Sugawara-Konstruktion ist eine weitere wichtige Methode um H�ochst-gewichtsdarstellungen der Witt-, bzw. der Virasoro-Algebra zu erhalten, die Dar-stellung mit Hilfe der semi-in�niten Wedgeformen (siehe [126, p.35] f�ur eine p�adago-gische Einf�uhrung). In Physikersprechweise handelt es sich hierbei um die \Fermio-nische Fock-Darstellung". Bei der Konstruktion dieser Darstellungen geht man vonder Aktion der Witt-Algebra auf den Formen eines festen Gewichtes aus. Will mandiese Aktion auf die daraus gebildeten, semi-in�niten Wedgeformen fortsetzen, som�ussen die entsprechenden Operatoren \regularisiert"1 werden damit sie wohlde�-niert sind. Durch diese Regularisierung handelt es sich allerdings nur noch um eineprojektive Lie-Darstellung. Erst durch den �Ubergang zu der zentralen Erweiterungder Witt-Algebra, der Virasoro-Algebra, erh�alt man wiederum eine Lie-Darstellung.Die Verallgemeinerung dieser Konstruktion auf h�oheres Geschlecht und mehrerePolstellen m�ochte ich im folgenden darstellen. Auch m�ochte ich allgemeiner dieAlgebren der Funktionen A, der Vektorfelder L und der Di�erentialoperatoren1. Grads D1 (bzw. sogar die Algebren der Di�erentialoperatoren beliebigen Grads)betrachten. Soweit es sich um Resultate, die in [H] erzielt wurden, handelt, werdeich mich auf deren kurze Darstellung beschr�anken. Falls nichts anderes gesagt wird,k�onnen die Beweise und zus�atzliche Informationen dort gefunden werden.Sei F� der Modul der Formen vom Gewicht �. Der Vektorraum H� der semi-in�niten Wedgeprodukte vom Gewicht � ist der Vektorraum erzeugt von den for-malen Elementen = fi1;p1 ^ fi2;p2 ^ � � � fm;1 ^ fm;2 � � � ^ fm;K ^ fm+1;1 ^ � � � : (13-1)1dies ist Physikersprechweise



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 193Es sei � festgehalten und die fn;p = f�n;p die Basiselemente, wie sie in Abschnitt 9eingef�uhrt wurden. Die Multiindizes seien in strikt aufsteigender lexikographischerOrdnung angeordnet. Desweiteren sei gefordert, da�, beginnend mit einem Index(m; p) (darf von  abh�angen), alle Indizes (m0; p0) mit (m0; p0) > (m; p) auftreten.Siehe etwa [126] zu dieser De�nition. (Warnung: Dieses Wedgeprodukt hat nichtsmit demWedgeprodukt der Di�erentialformen zu tun.) Die De�nition vonH� h�angtab von der Basis, welche in F� gew�ahlt wurde. Insbesondere h�angt sie also von derAufteilung A = I [ O ab.Die Aktion von e 2 L auf F�, d.h. die Lie-Ableitung, soll auf H� �ubertragenwerden. Die naive �Ubertragung bedeutet, da� e auf jedem Faktor separat wirkensoll und alle solche Terme addiert werden (Leibniz-Regel).e :  := (e : fi1;p1) ^ fi2;p2 ^ � � �+fi1;p1 ^ (e : fi2;p2) ^ � � �+fi1;p1 ^ fi2;p2 ^ � � � : (13-2)Das Symbol ^ zeigt an, wie die rechte Seite umzuformen ist, so da� eine Linearkom-bination von Elementen (13-1) dort steht. Seien v und w endliche Nachbarst�ucke, ein unendliches Nachbarst�uck, i ein Multiindex und ci 2 C , dann giltv ^ fj ^ w ^ fi ^  := �v ^ fi ^ w ^ fj ^  ; j > i (13-3)v ^ fi ^ w ^ fi ^  := 0 (13-4)v ^ rXi=1 cifi! ^  := rXi=1 ci (v ^ fi ^  ) : (13-5)Die De�nition (13-2) macht allerdings nur dann Sinn, falls auf der rechten Seitelediglich endlich viele Summanden auftauchen. Um zu zeigen, da� dies i.a. nicht derFall ist, f�uhre ich das sp�ater ben�otigte Basiselement (T 2 Z )��T := fT;1 ^ fT;2 � � � ^ fT;K ^ fT+1;1 ^ � � � (13-6)ein, in welchem alle Indizes � (T; 1) erscheinen. Ich nenne �T den Vakuumvektorvom Niveau T (und Gewicht �). Allgemeiner sei gleich hier de�niert��T;p := fT;p ^ fT;p+1 � � � ^ fT;K ^ fT+1;1 ^ � � � (13-7)mit ��T = ��T;1.



194 Konforme FeldtheorieAufgrund der Strukturgleichung (9-42) gilte0;p : fm;r = m � �rp fm;r + Xh>m KXs=1C::::fh;s : (13-8)Ist (h; s) ein Index auf der rechten Seite, der in �T auftritt und gilt (h; s) 6= (m; r),so verschwindet dieser Summand in (13-2), da fh;s durch die Nachbarterme vonfm;r annulliert wird. Es taucht also nur ein einziger nichtverschwindender Termauf, n�amlich derjenige, der von fm;r herr�uhrt. Als Summanden in (13-2) erhaltenwir m � �T f�ur alle m � T . Insbesondere sind dies unendlich viele.Ist allerdings e 2 L+ oder e 2 L�, dann treten wegen der Beinahe-Graduierung inder Zerlegung e : fn;p nur Elemente aus F�m mitm aus einem Bereich auf, der n nichtumfa�t. Ist man mit dem Indexpaar (n; p) weit genug im stabil ansteigenden Bereich,werden die resultierenden fh;s durch die Nachbarelemente annulliert (Details siehe[H, p.110]). Insbesondere sind die H� Moduln �uber den Lie-Algebren L+ und L�.Zur Illustration sei an die klassische Situation erinnert. Dort istL� = hzn+1 ddz j n � �1i; L+ = hzn+1 ddz j n � 1i; L(0) = hz ddz i (13-9)und en : f�m = (m+ �n)f�n+m : (13-10)Lediglich die Unteralgebra L(0) macht Schwierigkeiten. Die Aktion f�ur diese Ele-mente mu� \regularisiert" werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, da� imallgemeinen Fall der Unterraum L(0) keine Unteralgebra ist.Die F� sind ebenfalls Lie-Moduln �uber der Algebra A und der Algebra D1. Die-selbe De�nition wie in (13-2) de�nierte eine Aktion auf H�. Sie ist auf den jeweiligenUnteralgebren A�, A+, D1� und D1+ wohlde�niert. Der Raum der \kritischen Ele-mente" A(0), bzw. D1(0) = A(0) � L(0) ist endlichdimensional.Um die \Regularisierung" zu erhalten, ben�utze ich unendlichdimensionale Matri-zenalgebren.2 Hierbei handelt es sich im wesentlichen um eine Verallgemeinerungder Methoden, wie sie f�ur den Fall der Virasoro-Algebra von Kac und Raina in [126]2F�ur eine andere Methode via Potenzreihen siehe auch [H, x 7 (c)]. Dort folge ich einer Ideevon R. Weissauer.



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 195dargestellt wurden. Sie wurden unabh�angig voneinander von Kac und Peterson [124]und Date, Jimbo, Kashiwara und Miwa [56] im Jahre 1981 entwickelt. Siehe hierzuauch [204]. Die Matrizenalgebren gl(1) und gl(1) wurden bereits in Abschnitt 8ben�otigt. Ihre De�nition sei wiederholt.gl(1) = f A = (aij)i;j2Z j aij 2 C ; aij = 0 fast immer g ; (13-11)gl(1) = f A = (aij)i;j2Z j aij 2 C 9k : mit aij = 0 falls ji� jj > k g(13-12)Die Matrizen in gl(1) haben \endlichen Tr�ager", die Matrizen in gl(1) haben nurendlich viele \Diagonalen" (r in der De�nition darf von Matrix zu Matrix variieren).3F�uhren wir die ElementarmatrizenEkl = (�i;k � �l;j)i;j2Z (13-13)ein, so sehen wir sofort, da� diese eine Basis von gl(1) bilden.Ist A = (aij) 2 gl(1), so gilt A =Xi;j aijEij ; (13-14)wobei der Summationsbereich endlich bleibt. F�ur die Matrizen in gl(1) k�onnen wirein Erzeugendensystem angeben. Sei � 2 C Z, d.h. � = (: : : ; ��1; �0; �1; : : : ), sosetzen wir f�ur r 2 Z Ak(�) =Xi �iEi;i+k : (13-15)Die Summe symbolisiert lediglich eine bequeme Schreibweise f�ur die unendlichenMatrizen. Die Menge f Ak(�) j k 2 Z; � 2 C Z gerzeugt gl(1) (als Vektorraum). Selbstverst�andlich bildet sie keine Basis.Das Matrizenprodukt f�ur die Matrizen A = (aij) und B = (bkl) ist de�niert wieim Endlichdimensionalen alsC = A �B; C = (cil); cil =Xj2Zaij � bjl ; (13-16)3Der Gebrauch der Symbole ist von Literaturquelle zu Literaturquelle unterschiedlich.



196 Konforme Feldtheoriefalls alle auftretenden Summen endlich sind. F�ur Matrizen aus gl(1) ist dies tri-vialerweise immer der Fall. Das Produkt ist allerdings auch f�ur alle Matrizen ausgl(1) wohlde�niert. Insbesondere ist gl(1) also eine assoziative Algebra. Indemwir gl(1), bzw. gl(1) mit dem �ublichen Matrizenkommutator versehen, machenwir sie zu unendlichdimensionalen Lie-Algebren. Es ist[Eij; Ekl] = �j;kEil � �i;lEkj : (13-17)Umgekehrt legt (13-17) aufgrund der Darstellung (13-14), bzw. (13-15) den Kom-mutator insgesamt fest.Die Aktion von L auf F� de�niert nach Wahl einer Basis in F� eine Einbettungvon L in gl(1). Hierzu sei � festgehalten. Wir setzenfnK+p�1 := f�n;p; n 2 Z; p = 1; : : : ; K : (13-18)Damit werden die Basiselemente durch Z numeriert. Die Strukturgleichung umge-schrieben lautet en;p : fm = sXh=rChn;p;mfhmit r � m+Kn und s � m+Kn+ R4.Proposition 13.1. Die Abbildung' : L ! gl(1); en;p 7! '(en;p) := (aij); aij = Cin;p;j (13-19)ist eine Einbettung von Lie-Algebren.Zum Beweis sei hier lediglich erw�ahnt, da� dies nur wegen der Beinahe-Graduierungfunktioniert. Die Einbettung ist per Konstruktion vertr�aglich mit der Standardak-tion Eij � fm = �j;mfi :Analog zu den semi-in�niten Wedgeformen, die oben eingef�uhrt wurden, k�onnennat�urlich f�ur den Vektorraum C Z mit der Standardbasis fvigi2ZWedgeformen de-�niert werden. Die Standardaktion Eij � vm = �j;mvi besitzt eine Ausdehnungmit der Leibniz-Regel auf die Wedgeformen. Damit ist f�ur gl(1) eine Ausdehungde�niert. W�aren wir in der Lage, die Ausdehnung auch f�ur gl(1) zu de�nieren, so



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 197w�are durch Zur�uckziehen der Aktion via der Identi�kation vi $ fi auch eine Aus-dehnung f�ur L de�niert. Obiges Beispiel hat gezeigt, da� dies nicht funktionierenkann.F�ur die Erzeugenden Ak(�) von gl(1) giltAk(�) � vs =Xi2Z�iEi;i+k � vs = �s�kvs�k : (13-20)F�ur �m = vm ^ vm+1 ^ vm+2 : : : ;erhalten wirEii�m = � �m; i � m0; i < m und f�ur i 6= j Eij�m = 0 falls i; j � m bzw. j < m(13-21)Wendet man also Ak(�) f�ur k 6= 0 auf �m an, so operieren nur endlich viele ElementeEi;i+k nichttrivial auf �m. Damit macht die Aktion von Ak(�) f�ur k 6= 0 keineProbleme. Andererseits giltA0(�)�m =  1Xr=m�r!�m :Diese unendliche Summe wird im allgemeinen nicht konvergieren.Bezeichnet man die Aktion von gl(1) auf H� mit r, so ist r(Eij) wohlde�niert.Diese Aktion wird umde�niert (siehe [126]) zur̂(Eij) := r(Eij); i 6= j oder i = j < 0r̂(Eii) := r(Eii)� id; i � 0 : (13-22)Damit gilt r̂(Ak) = r(Ak) f�ur k 6= 0 undr̂(A0(�))(�m) = 8>><>>: �P�1r=m �r��m; m < 0��Pm�1r=0 �r��m; m > 00; m = 0 : (13-23)Die Aktion ist also wohlde�niert. Allerdings handelt es sich nicht mehr um eineLie-Algebrenaktion, sondern nur noch um eine projektive Aktion. Durch �Ubergangzu einer zentralen Erweiterung, k�onnen wir sie wieder zu einer Lie-Aktion machen.



198 Konforme FeldtheorieDie zentrale Erweiterung bgl(1) von gl(1) sei durch den folgenden Kozykel ge-geben (siehe [91]). Zuerst seiA = (aij) 7! �(A) = (�(A)ij) mit �(A)ij = � aij ; i � 0; j � 00; sonst. (13-24)Die Matrix �(A;B) = �([A;B])� [�(A); �(B)] (13-25)besitzt endlichen Tr�ager, ist also in gl(1). Insbesondere ist Spurbildung m�oglich.Wir f�uhren ein �(A;B) := Tr �(A;B) : (13-26)Proposition 13.2. Die Bilinearform �(::; ::) de�niert einen Kozykel von gl(1),der nicht kohomolog zu Null ist. Desweiteren gilt: H2cont(gl(1); C ) ist eindimensio-nal und somit erzeugt von der Klasse [�].F�ur den Beweis siehe [91],[79],[56]. Da� � ein Kozykel ist, rechnet man leicht selbernach (dies ist das einzige was wir hier brauchen). Es ist wohlbekannt, da� gl(1)keine nichttrivialen zentralen Erweiterungen besitzt [91]. In der Tat kann manobigen Kozykel f�ur Matrizen aus der Unteralgebra gl(1) auch als Korand des 1-Kozykels 
(A) = Tr �(A) (13-27)schreiben. F�ur A 2 gl(1) ist (13-27) nicht wohlde�niert.F�ur die Elementarmatrizen ergibt sich�(Eij ; Eml) = Tr ��(�j;mEil � �i;lEmj)� [�(Eij); �(Eml)]� : (13-28)Die zentrale Erweiterung ist de�niert durchbgl(1) = C t � gl(1)mit bEij = (0; Eij)[ bEij ; bEml] = �jm bEil � �il bEmj + �(Eij; Eml) t : (13-29)Durch direktes Rechnen zeigt man, da� durchr̂(Êij) := r̂(Eij); r̂(t) = id



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 199H� zu einem bgl(1)-Modul gemacht wird.Aufgrund der Einbettung ' : L ! gl(1) ist die Aktion r̂ ebenfalls auf L de�-niert und die zentrale Erweiterung bgl(1), de�niert durch den Kozykel �, de�niertebenfalls eine zentrale Erweiterung bL, gegeben durch den Pullback � = '��, miteiner entsprechenden Fortsetzung der Aktion. Aus den Strukturkonstanten der Al-gebra L ergibt es sich, da� der Pullback ein lokaler Kozykel ist und die Aktion derElemente aus L� und L+ unver�andert bleibt.Theorem 13.3. Die Aktion von L auf F� kann zu einer Aktion einer lokalenzentralen Erweiterung bL auf dem Raum der semi-in�niten Wedgeprodukte H� fort-gesetzt werden. Wird der Kozykel � der zentralen Erweiterung so normiert, da� erf�ur die Paare von Basiselemente (e�i;p; e+i;r) von � unabh�angig ist und sich zumVirasoro-Kozykel spezialisiert, so gilt f�ur die Operation auf dem Vakuumvektor �Tvom Niveau T und Gewicht �En;p :�T = 0 n > 0 (13-30)E0;p :�T = h�(p; T ) � �T = �12(T � �)(T + �� 1)�T (13-31)t :�T = c� � �T = �2(6�2 � 6�+ 1)�T : (13-32)Hierbei sind die En;p die Lifts der Basiselemente en;p von L und t ist das (ent-sprechend normierte) zentrale Element von bL. Die Operation der Elemente ausbL+ �= L+ und bL� �= L� ist durch die Leibniz-Regel (13-2) gegeben.Hier m�ochte ich noch auf folgendes hinweisen. A priori erh�alt man f�ur jedes� separat einen lokalen Kozykel und somit jeweils eine lokale zentrale Erweiterung.Unter der Voraussetzung, da� die Kohomologieklasse des lokalen Kozykels eindeutigist (was im Fall N = 2 von Krichever und Novikov in [146] gezeigt wurde und nachderen Aussage allgemein gilt [150], siehe auch die Bemerkung nach Thm. 10.11) sinddiese jedoch alle �aquivalent.



200 Konforme FeldtheorieAll dies kann nat�urlich auch f�ur A und ganz D1 gemacht werden.Theorem 13.4. Die Aktion von D1 auf F� kann zu einer Aktion einer zentralenErweiterung bD1 auf H� fortgesetzt werden, derart da� mit geeigneten Lifts En;p derBasiselemente en;p 2 L und Ân;p der Elemente An;p 2 A folgende Eigenschaftengelten:(a) en;p ! En;p und An;p ! Ân;p de�niert eine Einbettung der Lie-AlgebrenD1+ und D1� in bD1, welche mit der Aktion auf H� vertr�aglich ist.(b) Es gilt En;p :�T = 0; Ân;p :�T = 0; n > 0;t :�T = �2(6�2 � 6�+ 1) � �TE0;p :�T = �12(T � �)(T + �� 1) � �T ;Â0;p :�T = �(T � �) � �T : (13-33)(c) Der de�nierende Kozykel in Bezug auf die obigen Lifts ist lokal und kann f�urspezielle Basiselemente gegeben werden durch (en;p; e�n;r) = 112 �n3 � n� � �rp; (An;p; e�n;r) = �n(n� 1)(2�� 1)2c� � �rp; (An;p; A�n;r) = nc� � �p;r; (13-34)mit c� = �2(6�2 � 6�+ 1) .Theorem 13.4(c) besagt, da� der Kozykel  = '�(�), eingeschr�ankt auf spezielleBasiselemente, gegeben werden kann als eine entsprechende Linearkombination derKozykel �; 
; �, die in Abschnitt 10 eingef�uhrt wurden.Vermutung 13.5. Es gilt � = '�(�) = �+ (2�� 1)2c� � + �1c� 
 (13-35)bis auf kohomologe Ab�anderung.Im Virasoro Fall besteht der kritische Streifen nur aus den Elementen e0 undA0 Insbesondere ergibt sich, da� die Paare in (13-34) die einzigen Terme sind, f�ur



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 201die der Kozykel nicht verschwindet (bis auf kohomologe Ab�anderung). Somit giltdie Vermutung in diesem Falle. Akzeptiert man die Ausf�uhrungen nach Thm. 10.11�uber die Eindeutigkeit der lokalen Kozykel f�ur D1, so ist  � eine gewisse Linearkom-bination der obigen Kozykel. Durch Einsetzen der speziellen Basiselemente (13-34)erh�alt man dann die Vermutung 13.5.Der Kozykel (13-35) ist abh�angig von �. F�ur � 2 12Z ist immer c� 6= 0. Anstatt tkann deshalb auch das zentrale Element t0 = 1c� t gew�ahlt werden. In diesem Fall sinddie Ausdr�ucke in (13-35) mit c� zu multiplizieren. Nach dieser Reskalierung besitztder Kozykel der Funktionen keine �-Abh�angigkeit mehr. Von diesem Gesichtspunktaus, ist der reskalierte Kozykel die \nat�urlichere" Wahl.Aufgrund der Eigenschaft der universellen Einh�ullenden kann von D1 ausgehenddie Darstellung auf die Algebra der koh�arenten Di�erentialoperatoren D (bzw. so-lange wir bei einem festen � bleiben auch auf D(�)) ausgedehnt werden. Die Ab-bildung D1 ! gl(1) setzt sich n�amlich zu D ! gl(1) (als assoziative Algebra)fort. Damit de�niert der \�Ubergang F� auf H�" mit Hilfe der Erweiterung gl(1)auf bgl(1) ebenfalls eine zentrale Erweiterung von LD, welche bD1 als Unteralgebraenth�alt. Selbstverst�andlich ist der Kozykel abh�angig von �, da er dies schon imFall der Restriktion auf bD1 ist. Auf diese Art und Weise erh�alt man eine, von �abh�angige zentrale Erweiterung bD(�) von D, bzw. eine zentrale Erweiterung dD(�)von D(�). Die Existenz einer solchen zentralen Erweiterung ist nichttrivial. Dar-auf wurde bereits im Abschnitt 10 hingewiesen. Dort �ndet sich auch die Formdes Kozykels f�ur gewisse Basiselemente (der \Schwinger-Term" (10-37)) und einigeBemerkungen �uber den Zusammenhang mit den W -Algebren.Auf H� wollen wir jetzt einen Grad einf�uhren. Hierzu gehe ich aus von denspeziellen Basiselementen ��T;p (13-7). Zu einem beliebigen Basiselement  gibt esaber genau ein ��T;p derart, da� sich  von diesem, beginnend mit dem niedrigstenEintrag, nur an endlich vielen der fm;p unterscheidet. H�T;P sei der Raum erzeugtvon diesen Basiselementen mit festem (T; p). In dieser Weise zerlegt sichH� = MT2Zp=1;::: ;K H�T;P : (13-36)F�ur das Basiselement  2 H�T;P = fi1;p1 ^ fi2;p2 ^ fi3;p3 ^ : : :



202 Konforme Feldtheorieist der Grad deg( ) de�niert als die Di�erenz des jeweils ersten Eintrag des Index-labels von  von dem entsprechenden Eintrag bei ��T;p aufsummiert �uber alle (ir).In Formeln deg( ) = K+1�pXj=1 (ij � T ) + 1Xl=1 KXj=1(ij+lK � (T + l)) : (13-37)F�ur den 2-Punktfall (d.h. K = 1) erhalten wirdeg( ) = 1Xj=1(ij � (T + j � 1)) : (13-38)Damit ist auf H�T;P ein Grad de�niert. Wie �ublich k�onnen wir zerlegenH�T;P =Mn2ZH�;nT;P mit H�;nT;P := f 2 H�T;P j deg( ) = n g : (13-39)Da die Elemente in den Wedgeformen in aufsteigender Reihenfolge sein m�u�en folgt,da� deg( ) � 0 und deg( ) = 0 genau dann wenn  = ��T;p. Desweiteren sindalle H�;nT;P endlichdimensional, da es nur endlich viele M�oglichkeiten gibt einen festennegativen Grad zu erzeugen. F�ur N = 2 ergibt sich z.B. dimH�;nT;P = p(�n) mitder Partitionsfunktion p(l) die angibt, wieviele M�oglichkeiten es gibt die Zahl l alsSumme nat�urlicher Zahlen zu schreiben [126, p.37]. Die Gradde�nition ist invariantunter den Regeln (13-3) und (13-5). Ist  2 H�T;P , so liegen die einzelnen Summan-den nachdem man auf  Funktionen oder Vektorfelder mit der Leibniz-Regel (13-2)angewendet hat, separat in H�T;P . Dies wird auch durch die Regularisierung nichtge�andert. Somit respektiert die Aktion von bA; bL; cD1; bD(�) die Zerlegung(13-36). Ebenfalls folgt aufgrund der beinahe-graduierten Modulstruktur f�ur diejeweils auftretenden Summanden  j in An;p , bzw. en;p deg( ) + n � deg( j) � deg( ) + n+ R2(bzw. R4) :Somit gilt f�ur diejenigen Elemente, die nicht regularisiert werden, diese Grad-absch�atzung f�ur das Resultat. Diese Operatoren haben somit eine beinahe-graduierte Operation auf H�T;P . Ab�anderung war nur notwendig f�ur die Elementeaus dem endlichdimensionalen Unterraum A(0), bzw. L(0). F�ur diese gilt aberdeg( ) + n � deg(An;p ) � max(0; deg( ) + n+R2) :Aufgrund des endlichen Bereichs liefert dies eine beinahe-graduierte Struktur. Ichfasse zusammen



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 203Proposition 13.6. Die Moduln H�T;P f�ur festgehaltenes (T; p), T 2 Z und p =1; : : : ; K sind beinahe-graduierte bA; bL und bD1-Moduln in Bezug auf die ZerlegungH�T;P =Mn2ZH�;nT;P : (13-40)Hierbei ist H�;nT;P = 0 f�ur n > 0 und H�;0T;p = C ���T;p . Die Algebren bA+; bL+; bD1+operieren trivial auf H�T;P und die Algebren bA�; bL�; bD1� mit denselben Schranken,wie durch ihre Aktion auf F� gegeben ist. F�ur D 2 bD1� gilt insbesonderedeg(D��T;p) < 0 :Es sei hier darauf hingewiesen, da� es manchmal n�utzlich ist einen Indexshiftgdeg( ) := deg( ) + Tdurchzuf�uhren.Korollar 13.7. Die Untermoduln U( bA)��T;p, U( bL)��T;p bzw. U( bD1)��T;p von H�T;Psind H�ochstgewichtsmoduln der Algebren bA; bL bzw. bD1 mit dem H�ochstgewichtsvek-tor ��T;p.Theorem 13.4 gibt jeweils die f�uhrenden Gewichte f�ur p = 1 an. Analoge Formelnexistieren f�ur jedes p.Durch universelle Konstruktionen kann man auch zeigen, da� zu vorgegebenenf�uhrenden Gewichten und zentraler Ladung eine eindeutige H�ochstgewichtsdarstel-lung existiert, derart da� die Elemente die durch sukzessives Anwenden der Basis-elemente aus bA�� bA(0), bzw. bL�� bL(0) auf einen Ausgangsvektor erhalten werdenk�onnen, linear unabh�angig sind. Solche Moduln sind Verallgemeinerungen der klas-sischen Verma-Moduln.Mit dieser Konstruktion haben wir somit auch f�ur die Heisenberg-Algebra expli-zite Darstellungen konstruiert. Um explizite H�ochstgewichtsdarstellungen f�ur dieallgemeineren a�nen Algebren bG von h�oherem Geschlecht zu konstruieren, kannman Vertexoperatordarstellungen betrachten. Dies wurde f�ur g � 1 im 2-Punktfallz.B. von Bonora und Toppan [23] ausgef�uhrt. Die Mehrpunktverallgemeinerungsteht noch aus. Im n�achsten Teilabschnitt werden wir eine weitere Methode sehen,wie man f�ur bL H�ochstgewichtsdarstellungen erhalten kann.



204 Konforme Feldtheorie(b) b� c -SystemeAnalog zu den rechts-semi-in�niten Wedgeformen kann man auch links-semi-in�nite Wedgeformen einf�uhren. Hierzu machen wir F� zu einem Rechtsmoduldurch f� : e := �e : f�; f 2 F�; e 2 L : (13-41)Die links-semi-in�niten Formen sind Linearkombinationen von Basiselementen: : : fm�1;1 ^ fm;K : : : ^ fm;2 ^ fm;1 ^ : : : ^ f(i2) ^ f(i1) :Hierbei bezeichne (ik) einen Doppelindex. Die Elemente f(ik) seien lexikographischgeordnet, wobei die Ordnung im zweiten Index gerade die invertierte ist(d.h. (m; p) < (m; p0) f�ur p > p0). Bis zu einem endlichen Indexwert treten alle auf.H�r bezeichne die rechts-semi-in�nite Formen, H�l bezeichne die links-semi-in�niteFormen.Wiederum ist die (Rechts-)Aktion von L+, bzw L� wohlde�niert und kann \fort-gesetzt" werden zu einer Aktion einer zentralen Erweiterung bL auf den links-semi-in�niten Formen. Akzeptiert man die Eindeutigkeit (bis auf Multiplikation undKorand) des lokalen Kozykels, so erh�alt man, da� die zentralen Erweiterungen, dieman durch die Linksaktion erh�alt, isomorph zu den zentralen Erweiterungen sind,welche durch die Rechtsaktion gegeben sind. In der Tat kommt man f�ur das Paar(�; 1� �) ohne dieses Resultat aus. Es giltLemma 13.8. Sei f 2 F� und h 2 F1�� dann gilt12� i ZC� Le(f)h = � 12� i ZC� Le(h)f : (13-42)Insbesondere gilt f�ur die StrukturkonstantenC(n;s)(k;r)(m;p)(�) = C(�m;p)(k;r)(�n;s)(1� �) : (13-43)Beweis. Die Lie-Ableitung ist eine Derivation, d.h. es gilt12� i ZC� Le(f � h) = 12� i ZC� Le(f)h+ 12� i ZC� f Le(h)



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 205Andererseits besitzt die Lie-Ableitung einer Di�erentialform kein Residuum[H, Lemma 6.2]. Daraus folgt (13-42). Die Gleichung (13-43) folgt ausC(n;s)(k;r)(m;p)(�) = 12� i ZC� Lek;r(f�m;p) � f1���n;sund der Anwendung von (13-42). �Daraus ergibt sich (siehe [H]), da� f�ur die von gl(1) zur Vektorfeldalgebra zur�uck-gezogenen Kozykel gilt  � = � 1��. Insbesondere erh�alt man somit isomorphezentrale Erweiterungen von L. Dieser Isomorphismus seih : bLr ! bLl (13-44)(r (l) bezeichne die Erweiterung de�niert durch die Aktion auf den Rechts-(Links)formen). Auf bL+ und bL� ist er die Identit�at. Nat�urlich macht wiederumalles Sinn f�ur die allgemeineren Algebren bA und bD1.In der Physik ben�otigt man (z.B. zur Berechnung von �Ubergangswahrscheinlich-keiten) ein Skalarprodukt, bzw. eine Paarung zweier dualer R�aume. Eine nat�urlichePaarung4 besteht in einer Paarung von H1��l mit H�r . Seien die jeweiligenBasiselemente gegeben durch (mit vorgeschriebener ansteigender bzw. absteigenderIndizierung) 	 = f�(j1) ^ f�(j2) : : : ^ f�(jk) : : :� = : : : ^ f1��(ik) ^ : : : f1��(i2) ^ f1��(i1) :Wir setzen h�;	i = Yk 2 N 12� i ZC� f1��(ik) � f�(jk) : (13-45)Der Rest erfolgt durch lineare Fortsetzung. Aufgrund der Dualit�at (9-28) tauchenjeweils nur Faktoren 0 oder 1 auf.Wie in [H, Prop. 7.4] gezeigt gilth ;En;p : �i = h : h(En;p); �i h ; t : �i = h : h(t); �i : (13-46)4Andere Paarungen sind m�oglich, siehe [H] f�ur den Mehrpunktfall, bzw. [148], [150] f�ur den2-Punktfall.



206 Konforme FeldtheorieMit Hilfe der Rechts- und Linksformen k�onnen b� c -Systeme realisiert werden.Seien D und E Elemente eines Ringes, z.B. Operatoren auf einem Vektorraum, soist der Antikommutator de�niert alsfD;Eg+ = D �E + E �D : (13-47)Sei H�r der Raum der rechts-semi-in�niten Formen vom festgehaltenen Gewicht �H1��l der duale Raum der links-semi-in�niten Formen vom Gewicht 1 � �. ZurNotationsvereinfachung verwende ich fn;p = f�n;p und hn;p = f1��n;p . Desweiterenbezeichne (jk) einen Doppelindex. Die Vektorr�aume F� und F1�� operieren aufden semi-in�niten Formen wie folgt: Sei f 2 F� und h 2 F1��. Wir setzencf : w = f ^ w; bh : w = ih(w); w 2 H�r (13-48)w : cf = (w)if ; w : bh = w ^ h; w 2 H1��l : (13-49)Hierbei ist ih die Kontraktion. Sie ist auf jedem Faktor fm;r de�niert alsih(fm;r) = 12� i ZC� h � fm;r (13-50)und auf w = f(j1) ^ f(j2) ^ : : : ^ f(jl) ^ : : :durch die (modi�zierte) Leibniz-Regelih(w) = 1Xl=1(�1)l�1ih(f(jl)) � f(j1) ^ : : : ^ �f(jl) ^ : : : : (13-51)Hierbei bezeichne �f(jl) (wie �ublich), da� dieser Faktor ausgelassen wird. Da� dieKontraktion (13-51) wohlde�niert ist, ist wiederum eine Folgerung der beinahe-graduierten Struktur, bzw. der Dualit�at (9-28). Damit bleiben in der Summe(13-51) nur endlich viele Terme �ubrig. Die De�nition auf den Linksformen istentsprechend. O�ensichtlich sind diese Abbildungen linear. Sie sind aber auchlinear im Index, d.h. es gilt ce+f = ce + cf und bg+h = bg + bh. F�ur die Operato-ren, welche den Basiselementen fn;p, bzw. hn;p zugeordnet sind, verwende ich auchcn;p, bzw. bn;p. Anschaulich bedeutet das Operieren (auf den Rechtsformen) voncn;p dem \Einh�angen" von fn;p und das Operieren von bn;p dem \Aush�angen" vonf�n;p. Auf den Linksformen ist es gerade umgekehrt.



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 207Proposition 13.9. [H](a) Sowohl f�ur die Operatoren auf den Rechts- als auch auf den Linksformen giltfbg; bhg+ = 0; g; h 2 F1��; fce; cfg+ = 0; e; f 2 F�; (13-52)fbn;p; cm;rg+ = ��nm �rp id : (13-53)(b) Die Operatoren bn;p und cn;p auf den Rechts- und Linksformen sind in Bezugauf die Dualit�atspaarung (13-45) selbstadjungiert, d.h. es gilt f�ur � 2 H1��l ,  2 H�rh� : cn;p;  i = h�; cn;p :  i (13-54)h� : bn;p;  i = h�; bn;p :  i (13-55)(c) Sei �T der Vakuumvektor vom Gewicht � und Level T , ��T der duale Vaku-umvektor. Dann giltcn;p :�T = 0; f�ur n � T ; ��T : cn;p = 0; f�ur n � T � 1 (13-56)bn;p :�T = 0; f�ur n � 1� T ; ��T : bn;p = 0; f�ur n � �T: (13-57)Die Relationen (13-52) und (13-53) besagen, da� die Algebrah bn;p; cn;p j n 2 Z; p = 1; : : : ; K iC (13-58)eine Cli�ord-Algebra ist. Interpretiert man �T als Grundzustand, so besagen dieRelation (13-56) und (13-57), da� die cn;p und bn;p f�ur hinreichend gro�e n alsVernichtungsoperatoren (auf den Rechtsformen) aufgefa�t werden k�onnen.Betrachten wir die Unterr�aume H�T;P , wie sie in (13-36) eingef�uhrt wurden, solassen die Operatoren b und c diese nicht invariant. Im Gegenteil, es giltH�T;K�1 b�!c � H�T;K b�!c � H�T+1;1 b�!c � : : : : (13-59)AufH�r undH1��l operieren au�er F� und F1�� auch bA, bL, bzw. bD1. Es bestehenfolgende interessante Kommutatorrelationen.



208 Konforme FeldtheorieProposition 13.10. [H] Sei ê 2 bD1 ein Lift eines Vektorfeldes e 2 L,â 2 bD1 ein Lift einer Funktion a 2 A, t ein zentrales Element in bD1, f 2 F� undh 2 F1�� . Dann gilt f�ur die Operatoren auf H�r[ ê; cf ] = cLe(f); [ ê; bh ] = bLe(h);[ â; cf ] = ca�f ; [ â; bh ] = b�a�h[ t; cf ] = [ t; bh ] = 0 : (13-60)Insbesondere bildet der von bD1 , c(F�) und b(F1��) aufgespannte Unterraumvon LEnd H�r eine Unteralgebra (als Lie-Algebra).Entsprechende Formeln gelten auch f�ur die Aktion auf den Linksformen. Siehehierzu auch die Formeln 3.32 in [134] f�ur den Virasoro-Fall.Diese b � c -Systeme treten in folgender Weise in der Physik auf.5 Auf derWelt
�ache des Strings sind operatorwertige Felder b und c vom Gewicht �, bzw.1� � gegeben [19]. Von besonderer Bedeutung sind sie f�ur � = 2; 1� � = �1 (dieGeisterfelder) und � = 1�� = 1=2. Sie haben keine Entsprechung in der klassischenTheorie. Aufgrund des Entwicklungspostulats der konformen Feldtheorie besitzensie die (formale) Darstellung als beidseitig unendliche Summenb(Q) = 1Xn=�1 KXp=1 bn;pf��n;p(Q);c(Q) = 1Xn=�1 KXp=1 cn;pf1���n;p(Q) (13-61)
mit operatorwertigen Koe�zienten bn;p und cn;p.F�ur die b� c -Felder werden f�ur Q;Q0 2 C� (d.h. sie werden zur selben \Zeit" �betrachtet) die Antikommutatorrelationen postuliertfb(Q); c(Q0)g+ = ��(Q;Q0);fb(Q); b(Q0)g+ = fc(Q); c(Q0)g+ = 0 : (13-62)5Die unmittelbar folgenden Ausf�uhrungen sollen als Heuristik verstanden werden.



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 209Hierbei ist ��(Q;Q0) die \Delta-Distribution" f�ur (�; 1 � �) -Systeme auf C� ,d.h. f�ur ein Feld h vom Gewicht � gilth(Q) = 12� i ZC� h(Q0) ���(Q;Q0); (13-63)wobei �uber die Variable Q0 integriert wird. Sie ist gegeben durch (siehe (9-49))��(Q;Q0) =Xn2Z KXp=1 f�n;p(Q) � f1���n;r(Q0) : (13-64)Im Gegensatz zu Abschnitt 9(d) ist die Entwicklung jetzt im heuristischen, formalenSinne zu verstehen, da die Summen nicht mehr endlich sind. Rechnen wir denAntikommutator ausfb(Q); c(Q0)g+ = Xn;m;p;rfbn;p; cm;rg+ f��n;p(Q) � f1���m;r(Q0)und vergleichen wir ihn mit (13-64) so erhalten wir f�ur die Koe�zienten genau dieRelationen welche in (13-53) gegeben wurden. Deshalb sind die unter (13-48) und(13-49) studierten Darstellungen, Darstellungen f�ur die physikalischen Operatoren.Der Energie-Impulstensor f�ur b� c -Systeme ist de�niert alsT (z) = :(1� �) c(z) @b@z (z)� �dcdz (z)b(z): : (13-65)Hierbei seien c(z) und b(z) lokale Repr�asentanten f�ur die c und b Felder,: ::: : bedeutet Normalordnung, auf welche ich gleich n�aher eingehen werde. Durchdirektes Nachrechnen veri�ziert man, da� T (z) eine operatorwertige Form vomGewicht 2 ist. Seine Moden Lk;s sind durchT =Xk;s Lk;s
k;s (13-66)gegeben. Normalordnung bedeutet, da� im Produkt zweier Operatoren, der Vernich-tungsoperator rechts stehen soll. Da wir allerdings von einer antikommutierendenStruktur ausgehen, mu� beim Vertauschen das Vorzeichen ge�andert werden, da-mit im Fall, da� beide antikommutieren kein Widerspruch auftritt. Aufgrund derAntikommutatorrelation giltcn;p � bm;r = �bm;r � cn;p + ��nm �rp : (13-67)



210 Konforme FeldtheorieEine Normalordnung ist (siehe (13-57)):cn;pbm;r: := � cn;pbm;r; m � 0�bm;rcn;p; m < 0 : (13-68)Beachte, da� f�ur n;m < 0 die Elemente antikommutieren. Damit kann die Normal-ordnung auch geschrieben werden als: cn;pbm;r : := 8>>><>>>: cn;pbm;r; m 6= �ncn;pb�n;r; m = �n; r 6= pcn;p � b�n;p; m = �n; r = p; n � 0cn;p � b�n;p � 1; m = �n; r = p; n > 0 : (13-69)Erst durch die Normalordnung besitzt der Operator T wohlde�nierte Moden Lk;s.Und damit be�nden wir uns wieder auf mathematisch sicherem Boden. Setzen wirdie Entwicklungen (13-61) in die De�nition (13-65) ein, so erhalten wirT = Xn;m2Z KXr;p=1 :cn;pb�m;r: P (f1���n;p; f�m;r) (13-70)mit der abk�urzenden NotationP (h; f) = (1� �)h dfdz � � dhdz f ; (13-71)wobei f und h mit ihren lokalen Repr�asentanten identi�ziert werden. Gem�a�[H, Lemma 8.1] gilt12� i ZC� P (h; f)e = � 12� i ZC� Le(h)f = 12� i ZC� Le(f)h (13-72)und somit [H, p.151]Lk;s = 12� i ZC� T � ek;s = Xn;m;p;rC(n;p)(k;s);(m;r)(�) :cn;pb�m;r: : (13-73)Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur tauchen zu einem festen Wert von k zujedem Wert von m nur endlich viele n Werte auf. Erf�ullt eine Darstellung V derCli�ord-Algebra erzeugt von den Elementen cn;p und bn;p die Bedingung, da� eszu jedem Vektor v 2 V ein n0 gibt, derart da� die bn;p und cn;p f�ur n � n0, denVektor annullieren, sind die Operatoren Lk;s wohlde�niert. Unsere Darstellung aufden Wedgeformen erf�ullt o�ensichtlich diese Bedingung.



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 211Theorem 13.11. Die Moden Lk;r des Energie-Impulstensor T des b� c -Systemsde�nieren eine Darstellung einer lokalen zentralen Erweiterung der Vektorfeldalge-bra L. Die zentrale Ladung der Darstellung betr�agt�2(6�2 � 6�+ 1) :Der Kozykel wird gegeben durch�(ek;r; el;s) = �Xn�0m>0�Xm�0n>0 �C(n;t)(l;s)(m;p)(�) � C(m;p)(k;r)(n;t)(�) : (13-74)Der Beweisgang den ich hier pr�asentiere, folgt dem Beweisgang der Sugawara-Konstruktion. Jedoch sind die Details deutlich einfacher.Proposition 13.12. Es gilt(a) [Lk;r; cl;s] =Xn;p C(n;p)(k;r)(l;s)(�)cn;p ; (13-75)(b) [Lk;r; bl;s] =Xn;p C(n;p)(k;r)(l;s)(1� �)bn;p = �Xn;p C(�l;s)(k;r)(�n;p)(�)bn;p : (13-76)Beweis. Ich verwende die Abschneidefunktion  (�n) aus (11-21) und de�niereLk;r(") = Xn;m;p;tC(n;t)(k;r)(m;p)(�) :cn;tb�m;p:  (�n) : (13-77)Entsprechend den Ausf�uhrungen in Abschnitt 11(b) gilt, angewendet auf einen festenVektor v 2 V , lim"!0 Lk;r(")v = Lk;rv. Der Ausdruck (13-77) ohne Normalordnungsei mit eLk;r(") bezeichnet. F�ur " 6= 0 ist er wohlde�niert. Es gilt [eLk;r("); u] =[Lk;r("); u]. D.h. solange wir " 6= 0 halten, k�onnen wir unter dem Kommutator dieNormalordnung ignorieren. Es gilt[cn;t � b�m;r; cl;s] = cn;t � b�m;r � cl;s � cl;s � cn;t � b�m;r =cn;t (b�m;r � cl;s + cl;s � b�m;r) = cn;t � �lm�rs



212 Konforme Feldtheorieund somit[Lk;r("); cl;s] = Xm;n;s;tC(n;t)(k;r)(m;p)(�) cn;t �lm�ps (�n) =Xn;t C(n;t)(k;r)(l;s)(�) cn;t �lm�ps (�n) :Hier kann man ohne Probleme zu " = 0 �ubergehen. Dies zeigt (a).Teil (b) folgt entsprechend. Die zweite Form ergibt sich aus dem Lemma 13.8Bemerkung. Die Aussage der Proposition kann beschrieben werden als[Lk;r; cf ] = cg; mit g = Lek;r(f) (13-78)bzw. [Lk;r; bf ] = bg; mit g = Lek;r(g) : (13-79)Man vergleiche diese Relationen mit (13-60).Beweis von Theorem 13.11. Wir betrachten [Lk;r; Ll;s(")] wiederum zuerst f�ur " 6= 0.F�ur "! 0 erhalten wir den gew�unschten Operator. Es gilt[Lk;r; Ll;s(")] = Xn;m;t;pC(n;t)(l;s)(m;p)(�) [Lk;r ; :cn;tb�m;p:] (�n) : (13-80)Solange " 6= 0 k�onnen wir die Normalordnung ignorieren. Mit Prop. 13.12 erhaltenwir[Lk;r; cn;tb�m;p] = [Lk;r; cn;t]b�m;p + cn;t[Lk;r; b�m;p] =Xh;u �C(h;u)(k;r)(n;t)(�)ch;ub�m;p � C(m;p)(k;r)(h;u)(�)cn;tb�h;u� :Setzt man dieses in (13-80) ein und spaltet die Summe auf, so erh�alt man[Lk;r; Ll;s(")] = Xm;n;hp;t;u C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(h;u)(k;r)(n;t)(�)ch;ub�m;p (�n)� Xm;n;hp;t;u C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(h;u)(�)cn;tb�h;u (�n) : (13-81)F�ur " ! 0 machen beide Summen erst nach �Ubergang zur Normalordnung Sinn.Seien die Summen also normalgeordnet. Dabei entstehen Terme, die wir gleich



13. Semi-in�nite Wedgeprodukte und b� c -Systeme 213betrachten wollen. Zuerst lassen wir f�ur die normalgeordneten Teile "! 0 gehen undf�uhren in der zweiten Summe die Umbenennung (n; t)! (h; u)! (m; p)! (n; t)durch. Die normalgeordneten Teile k�onnen zusammengefa�t werden zuXm;n;hp;t;u �C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(h;u)(k;r)(n;t)(�)� C(h;u)(l;s)(m;p)(�)C(n;t)(k;r)(m;p)(�)� :ch;ub�m;p: :Da F� ein L-Modul ist, kann man dies umschreiben zuXn;t C(n;t)(k;r)(l;s)(�1) Xm;n;p;uC(h;u)(n;t)(m;p)(�) :ch;ub�m;p:! =Xn;t C(n;t)(k;r)(l;s)(�1)Ln;t :Wir erhalten somit, da� ohne Ber�ucksichtigung der durch die Normalordnung auf-tretenden Zusatzterme die Lk;r eine Darstellung der Algebra L sind. Die Zerle-gung macht aber nur dann Sinn, wenn die abgespalteten Terme auch im Grenzwert" ! 0 existieren. Aufgrund der Relationen (13-69) sind Normalordnungsterme inder 1.Summe von (13-81) nur f�ur h = m > 0 und u = p und in der 2.Summe f�urn = h > 0 und u = t aufzunehmen. Somit addieren sich die zus�atzlichen Terme zuXnm>0p;t C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�) (�n)�Xmn>0p;t C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�) (�n) :Spalten wir diese Summe auf in (n;m > 0) = (n � 0;m > 0) + (n > 0;m > 0)bzw. (n > 0;m) = (n > 0;m > 0) + (n > 0;m � 0), so annullieren sich dieentsprechenden Anteile und es bleibtXn�0m>0p;t C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�) (�n)�Xm�0n>0p;t C(n;t)(l;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�) (�n) :(13-82)Aufgrund der beinahe-graduierten Struktur des Moduls F� giltC(n;t)(l;s)(m;p)(�) 6= 0 =) l +m � n � l +m+ R;C(m;p)(k;r)(n;t)(�) 6= 0 =) k + n � m � k + n+ Rmit einer Konstanten R, die unabh�angig von n und m ist. Dies bedeutet zum einen,da� die Einzelsummen in (13-82) wohlde�niert sind. Andererseits erhalten wir genau



214 Konforme Feldtheoriedie behauptete Form des Kozykels. Da� es sich um einen Kozykel handelt ist klar,da die Jacobi-Identit�at sowohl f�ur die Lk;r als auch f�ur die Koe�zienten C::::;::(�1)gilt. Addiert man die beiden Bedingungen f�ur das Nichtverschwinden, so sieht manda� die Summe h�ochstens dann nicht verschwindet wenn �2R � l + k � 0 gilt.Der Kozykel ist also lokal. Berechnet man den Kozykel speziell f�ur [Lk;r; L�k;r] soerh�alt man�(k;r);(�k;r) = Xn�0m>0p;t C(n;t)(�k;r)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�)�Xm�0n>0p;t C(n;t)(�k;s)(m;p)(�)C(m;p)(k;r)(n;t)(�) :Dies ist aber genau der Kozykel, welcher bei der Aktion der Vektorfelder auf densemi-in�niten Wedgeprodukten vom Gewicht 2 auftritt, wenn man ihn auf demVakuumvektor vom Niveau 1 operieren l�a�t (siehe die entsprechende Argumentationim Beweis von Lemma 11.11). Somit gilt f�ur die zentrale Ladung ebenfallsc = �2(6�2 � 6�+ 1) , vergleiche hierzu auch (13-32). �Wie in [147] ausgef�uhrt (der dort behandelte 2-Punktfall �ubertr�agt sich entspre-chend auf den Mehrpunktfall) induziert die Quantisierungsbedingung f�ur die Orts-und Impulsvariablen auf der Welt
�ache des bosonischen Strings imD-dimensionalenRaum, da� die Theorie als Darstellung einer D-dimensionalen Heisenberg-Algebraerhalten werden kann. Der Energie-Impulstensor f�ur diese Theorie ist durch denSugawara-Operator gegegeben. F�ur die Darstellung der dadurch gegebenen Dar-stellung der zentralerweiterten Vektorfeldalgebra erhalten wir aufgrund der Ergeb-nisse in Abschnitt 11, da� sie mit zentraler Ladung c = dimg = D operiert,siehe Bemerkung 11.18. F�ur die vollst�andige Theorie hat man die Geisterfelder,d.h. ein b � c -System vom Gewicht 2, hinzuzunehmen. Dort operiert die zentra-lerweiterte Vektorfeldalgebra mit der zentralen Ladung �26. Akzeptieren wir dieAussage �uber die Eindeutigkeit der lokalen Erweiterung der Vektorfeldalgebra, sohandelt es sich hierbei um dieselbe zentrale Erweiterung. Der Darstellungsraumder vollst�andigen bosonischen Stringtheorie ist das Tensorprodukt der zwei Darstel-lungen. Anomaliefreiheit bedeutet, da� in der Gesamttheorie die Vektorfelder ohnezentrale Erweiterung operieren. Dies bedeutet, da� die zentrale Erweiterung mit derzentralen Ladung Null operieren mu�. Da sich bei der Tensorproduktbildung geradedie zentralen Ladungen addieren, bedeutet dies, da� f�ur den bosonischen String dieRaumzeitdimension 26 sein mu�.



14. Ein Beispiel einer Entartung 215
14. Ein Beispiel einer Entartung im Fall des TorusIn Diplomarbeiten an der Universit�at Karlsruhe (Deck [57], [58] und Ru�ng[176]) wurde der Fall des Torus in der 2-Punkt- bzw. 3- und 4-Punktsituation undgewissen, nat�urlichen, Punktewahlen untersucht. Ein Teil der Ergebnisse, bzw.Weiterentwicklungen davon sind auch in [C] zu �nden. Verwandte Ergebnisse indiese Richtung wurden auch von Anzaldo-Meneses [5] erzielt. Die Punkte an denenPole erlaubt sind, seien kurz als Markierungen bezeichnet.Der Torus kann (bis auf komplexe Isomorphie) gegeben werden alsT = T� = C =L� mit dem Gitter L = L� = f z 2 C j z = m+ n�; m; n 2 Z g und� 2 C ; Im � > 0 . Insbesondere besitzt der Torus eine Gruppenstruktur, welchevon C herkommt. Das Nullelement ist gegeben durch die Klasse deren Elemente ge-rade die Gitterelemente sind. Da das kanonische B�undel K im Torusfall das trivialeB�undel O ist, sind alle �-Formen global durch Funktionen auf dem Torus beschreib-bar. Die Funktionen auf dem Torus k�onnen ihrerseits wiederum gegeben werdendurch die Funktionen auf C , die invariant sind unter dem Gitter L� . Per De�ni-tion sind dies die doppeltperiodischen Funktionen. Auf der funktionentheoretischenSeite k�onnen diese als rationale Ausdr�ucke in der Weierstra�schen }-Funktion undihrer Ableitung }0 dargestellt werden. Die Weierstra�schen }-Funktion erf�ullt diewohlbekannte Di�erentialgleichung}0(z; �)2 = 4}(z; �)3 � g2(�)}(z; �)� g3(�) ; (14-1)mit Koe�zienten g2(�); g3(�), die vom Gitterparameter � abh�angen.1 Die Diskri-minante �(�) = g2(�)3� 27g3(�)2 ist f�ur die zul�assigen Werte von � verschiedenvon Null. Zur weiteren Referenz seien die folgenden wohlbekannten Tatsachen no-tiert: } hat einen Pol zweiter Ordnung an den Gitterpunkten und ist eine geradeFunktion. }0 hat einen Pol dritter Ordnung an den Gitterpunkten und ist eine1Die g2(�); g3(�) sind Eisenstein-Reihen zum Gitter L, siehe etwa [H, p.35].



216 Konforme Feldtheorieungerade Funktion. Au�erhalb der Gitterpunkte sind beide holomorph. }0 hat alsNullstellen genau die primitiven 2-Torsionpunkten von T . Dabei hei�t ein PunktP 2 T ein n-Torsionspunkt (mit n 2 N) falls n � P = 0 mod L. Er hei�t primiti-ver n-Torsionspunkt, falls er kein m-Torsionspunkt ist mit m < n. Die primitiven2-Torsionspunkte sind explizit angebbar:w1 = 12 ; w2 = 1 + �2 ; w3 = �2 : (14-2)Wir de�nieren ei(�) = }(wi; �) und k�onnen (14-1) umformulieren zu}0(z; �)2 = 4�}(z; �)� e1(�)��}(z; �)� e2(�)��}(z; �)� e3(�)� : (14-3)Die Bedingung �(�) 6= 0 ist �aquivalent zur Tatsache, da� alle ei(�) verschiedensind.2 Wir erhalten e1(�) + e2(�) + e3(�) = 0 .Hier sei die 2-Punktsituation mitP = 0 mod L; Q = 1=2 mod L;bzw. die 3-Punktsituation mitP = 0 mod L; Q1 = 1=2 + q mod L; Q2 = 1=2� q mod Lmit q 6= 0 mod L; q 6= 1=2 mod L studiert. Im 2-Punktfall ist Q ein primitiver2-Torsionspunkt.In [C] werden die Di�erentialformen! = b!0(z)dz = �12 }0(z)}(z)� e1 dz (14-4)!q(z) = b!q(z) dz = �12 }0(z)}(z)� }(1=2 + q) dz (14-5)eingef�uhrt. Sie erf�ullen die Bedingungen f�ur das Di�erential � aus Abschnitt 9(a).Desweiteren wird in [C] gezeigt, da�An(z) := an (}(z)� }(1=2 + q))�n=2 ; n 2 2Z; (14-6)A�(z) := b!q(z)A�+1(z); � 2 2Z+ 1 ; (14-7)2Zur weiteren Information siehe die �ublichen Standardlehrb�ucher zur Funktionentheorie, sieheauch [D].



14. Ein Beispiel einer Entartung 217mit an 2 C geeignete Normierungskonstanten, eine Basis f�ur A bilden und somitdie Elemente An ddz eine Basis f�ur L darstellen. Dies gilt sowohl im 3-Punktfallals auch, wenn man q = 0 setzt, im 2-Punktfall. Der Grad der Elemente ist durchden Index n, bzw. durch, von � abh�angige, Shifts gegeben. Es ergibt sich einebeinahe-graduierte Struktur.3In [C] werden die Strukturkonstanten explizit berechnet. Die Werte dr�ucken sichin den Werten von }(1=2 + q) und in den Parametern e1; e2 und e3 aus . DieAbh�angigkeit von }(1=2+ q) entspricht einer Variation der Lage der Polstellen unddie Abh�angigkeit von e1; e2; e3 entspricht einer Variation des Gitters und somit derkomplexen Struktur des Torus T� . In [C] wurde gezeigt, da� f�ur q ! 0 die 2-Punktalgebra erhalten wird, wie sie von Deck [57],[58] studiert wurde. Setzt manweiter dann e1 = e2 = e3 = 0, so erh�alt man die Witt-Algebra in einer formalenWeise. Der Fall e1 = e2 = e3 = 0 entspricht vom Standpunkt der algebraischenGeometrie der Fall der Spitzenkurve (auch Neilsche Parabel genannt), d.h. einem\Torus mit einer Spitzensingularit�at". Ihre Desingularisierung ist die projektiveGerade. Unter der Voraussetzung, da� sich alles gutartig unter der Deformationverh�alt, ist eine Beziehung der Objekte auf dem Torus, zu den entsprechenden aufder projektiven Gerade zu erwarten.Es ist sogar so, da� f�ur viele Zwecke (siehe auch im Zusammenhang mit derVerlinde-Formel [73]) die maximale Degeneration einer beliebigen nichtsingul�arenKurve in eine Vereinigung von mehreren P1-Komponenten eine wesentliche Beweis-hilfe sein kann. In der Philosophie der Quantisierung der Feldtheorie mu� man �uberalle m�oglichen Kon�gurationen \summieren". Die Kon�gurationen \entsprechen"den Punkten eines Modulraums. Um einen sinnvollen Formalismus zu erhalten,ist man gezwungen den Modulraum der Kurve zu kompakti�zieren, d.h. singul�areKurven zuzulassen.4 Siehe hierzu [194].Angeregt durch diese Ergebnisse, habe ich konkrete Beispiele f�ur die Torusdege-neration im 2-Punkt und 3-Punktfall ausgef�uhrt, siehe [I]. Dabei zeigt sich wie die3Im 3-Punktfall ist dies nicht genau die Konvention der Basiswahl, welche ich in [H] ben�utzthabe. Dort w�urde diese Situation durch 2 Eintrittspunkte und 1 Austrittspunkt beschrieben.In den zweidimensionalen R�aumen der homogenen Elementen ist dann jeweils ein Basiswechselvorzunehmen. Siehe hierzu weiter unten den P1-Fall.4Eine sinnvolle Kompakti�zierung ist nur m�oglich, wenn man lediglich \stabile singul�are Kur-ven" hinzunimmt. Obige Spitzenkurve ist nicht stabil, die weiter unten auftretende Knotenkurveist es.



218 Konforme FeldtheorieDegeneration erzwingt, da� man von der N -Punktsituation auf dem Torus auf eineM -Punktsituation mit M > N auf Geschlecht Null �ubergehen mu�. Dies ist einweiteres Argument f�ur die Notwendigkeit Mehrpunktsituationen zu betrachten.Um die Deformation zu beschreiben, ist der �Ubergang vom komplex-analytischenBild zum algebraisch-geometrischen Bild ad�aquater. Hierzu wird der Torus T� miteinem beliebigen, aber �xierten, � in die komplexe projektive Ebene P2 mit derAbbildung � : T ! P2; z mod L 7! � (}(z) : }0(z) : 1); z =2 L(0 : 1 : 0) z 2 L (14-8)eingebettet. Seien die homogenen Koordinaten in P2 durch (x : y : z) gegeben,so ist das Bild von � die Nullstellenmenge des homogenen PolynomsY 2Z � 4(X � e1(�)Z)(X � e2(�)Z)(X � e3(�)Z) : (14-9)Es handelt sich um eine nichtsingul�are kubische Kurve, d.h. eine elliptische KurveE. In der Tat ist � ein analytischer Isomorphismus auf sein Bild. Umgekehrt kannjede Nullstellenmenge eines homogenen kubischen Polynoms die eine nichtsingul�areKurve ist, nach einer geeigneten Basiswahl beschrieben werden als Nullstellenmengeeines Polynoms vom Typus (14-9) mit e1; e2; e3 2 C , e1 + e2 + e3 = 0 herkommendvon einer analytischen Situation. Ich m�ochte bemerken, da� in (14-9) alle ei gleich-berechtigt sind. Dies entspricht der Tatsache, da�, vom algebraisch-geometrischenStandpunkt aus, alle primitiven 2-Torsionpunkte gleichberechtigt sind. Es sei de�-niert B := f(e1; e2; e3) 2 C 3 j e1 + e2 + e3 = 0; ei 6= ej f�ur i 6= jgEs ist eine o�ene Untervariet�at der a�nen (sogar linearen) Variet�atbB := f(e1; e2; e3) 2 C 3 j e1 + e2 + e3 = 0 g :Gleichung (14-9) de�niert eine Familie X nichtsingul�arer kubischen Kurven �uberder Basis B. O�ensichtlich macht (14-9) auch f�ur ganz bB Sinn. Die zus�atzlichenMitglieder der Familie sind die singul�aren kubischen Kurven, welche weiter untenbehandelt werden.Im folgenden sei der Punkt 0 mod L immer ein Punkt aus A, der Menge der Mar-kierungen. Er habe nichts zu tun mit den Singularit�aten, die bei der Entartung der



14. Ein Beispiel einer Entartung 219Kurve auftreten. Damit ist es m�oglich und n�utzlich, da� wir zu a�nen Koordinaten�ubergehen k�onnen. Diese erhalten wir indem wir die dritte Koordinate auf 1 setzen.Sei der Punkt (0 : 1 : 0) durch das Symbol1 repr�asentiert, dann k�onnen wir (14-8)umschreiben zuz mod L 7! (}(z); }0(z)); z =2 L; und L 7! 1 : (14-10)Der a�ne Teil der elliptischen Kurve ist gegeben als Nullstellenmenge des PolynomsY 2 � 4(X � e1)(X � e2)(X � e3) : (14-11)Unter dieser Identi�kation entspricht der a�nen Koordinate X die Funktion } undder a�nen Koordinate Y die Funktion }0. Der K�orper der meromorphen Funktionenauf dem Torus entspricht dem K�orper der rationalen Funktionen auf der Kurve E.Dieser ist gegeben durchC (E) �= C (X)[Y ]=�Y 2 � f(X)�; f(T ) = 4(T � e1)(T � e2)(T � e3) : (14-12)Jede meromorphe Funktion auf dem Torus kann als rationale Funktion (d.h.als Funktion die Quotient zweier Polynome ist) in X und Y gegeben werden.Tats�achlich zeigt (14-12), da� sie als Summe einer rationale Funktion in X undeiner weiteren rationalen Funktion in X multipliziert mit Y gegeben werden kann.Eine Funktion f hei�t regul�ar auf einer Teilmenge U der Kurve E, falls f als Quo-tient zweier Polynome gegeben werden kann derart, da� das Nennerpolynom keineNullstellen in U besitzt. Regul�are Funktionen entsprechen holomorphen Funktionen.Wegen dieser �Aquivalenz werde ich meist rationale (regul�are) Funktionen meromor-phe (holomorphe) Funktionen nennen.Wir haben nun die Polstellen unserer Formen zu betrachten. Nat�urliche Wahlensind die n-Torsionpunkte. Ich betrachte die folgenden F�alle:Fall A. Der 2-Punktfall: Hier w�ahlten wir bereits oben z0 = 0 und z1 = 1=2im analytischen Bild. In der Beschreibung durch die elliptische Kurve entsprichtdies dem Punkt 1 und dem Punkt mit den a�nen Koordinates (e1; 0) . Eineandere Wahl eines 2-Torsionpunkts statt z1 = 1=2 (wie es etwa in [36] getan wurde)ergibt eine isomorphe Algebra.Fall B. Der 3-Punktfall. Hier w�ahle ich z0 = 0 , z1 = 1=2 + q undz2 = 1=2 � q mit den zwei Unterf�allen q = �=4 und q = 1=2 + �=4 . In beiden



220 Konforme FeldtheorieF�allen sind z1 und z2 primitive 4-Torsionspunkte. Diese Werte sind die zwei Paarevon L�osungen von 2�(z mod L) = �=2 mod L . Auf der elliptischen Kurve entsprichtdiese Punktewahl den Punkten 1 , (a; b) und (a;�b) mita = }(1=2 + q); b = }0(1=2 + q) =p4(a� e1)(a� e2)(a� e3) : (14-13)Beide (a; b) und (a;�b) treten als m�ogliche Polstellen auf. Damit gibt es keineMehrdeutigkeit im Vorzeichen der Quadratwurzel von b. Da wir die algebraischenParameter e1; e2 und e3 variieren wollen, m�ussen wir a (und damit automatisch auchb) in diesen Gr�o�en ausdr�ucken. Mit dem Additionstheorem der }-Funktion (siehe[71]) erh�alt man a(e1; e2; e3) = e3 +pe3 � e1pe3 � e2 : (14-14)Hierbei mu� das Vorzeichen des Produkts der Quadratwurzeln gem�a� den Regeln in[71] gew�ahlt werden. Die beiden auftretenden M�oglichkeiten entsprechen den zweiWahlen von q. Somit erhalten wir zwei Paare von Werten (a1; b1) , (a1;�b1) und(a2; b2) , (a2;�b2) .Indem wir q = 0 im Fall B setzen erhalten wir formal den 2-Punktfall. DurchSetzen von (a0; b0) := (e1; 0) erhalten wir eine elegante kompakte Notation.Proposition 14.1. [I] Eine Basis des Vektorraums der meromorphen (rationa-len) Funktionen die holomorph au�erhalb der Punkte 1 und (e1; 0) im 2-Punktfall(s = 0), bzw. 1, (as; bs) und (as;�bs) im 3-Punktfall (s = 1; 2) sind ist auf derelliptischen Kurve E gegeben durch die rationalen FunktionenAs2k := �(X � as)�k; As2k�1 := �12Y (X � as)�k�1; k 2 Z : (14-15)(s = 0; 1; 2 bezeichne die verschiedenen F�alle.)Mit den folgenden Tatsachen �uber die Ordnungen der Koordinatenfunktionen anden Punkten der elliptischen Kurve (
 2 C ; a 6= e1; e2; e3)ord1(X � 
) = �2; ord1(Y ) = �3;ord(ei;0)(X � ei) = 2; ord(ei;0)(Y ) = 1;ord(a;b)(X � a) = 1; ord(a;�b)(X � a) = 1 ; (14-16)erh�alt man



14. Ein Beispiel einer Entartung 221Proposition 14.2. Die Divisoren der Basiselemente lauten:(a) im 2-Punktfall:(A02k) = 2k[1]� 2k[(e1; 0)];(A02k+1) = (2k � 1)[1]� (2k + 1)[(e1; 0)] + [(e2; 0)] + [(e3; 0)];(b) in den 3-Punktf�allen:(As2k) = 2k[1]� k[(a; b)]� k[(a;�b)];(As2k+1) = (2k � 1)[1]� (k + 1)[(as; bs)]� (k + 1)[(as;�bs)]+ [(e1; 0)] + [(e2; 0)] + [(e3; 0)]:Im Geschlecht 1 Fall ist das kanonische B�undel K und somit all seine Tensorpo-tenzen trivial. Ist f eine meromorphe Funktion auf dem Torus T dann ist f(z)(dz)�ein meromorpher Schnitt des B�undels K
� = K�. Das analytische Di�erential dzkann in algebraischer Weise durch dz = dXY (14-17)ausgedr�uckt werden. Die Funktion (X � 
) ist f�ur 
 =2 fe1; e2; e3g eine uniformi-sierende Variable bei (
;�pf(
)) und Y verschwindet dort nicht. F�ur 
 = e1; e2oder e3 verschwindet die Funktion (X � 
) von zweiter Ordnung bei (ei; 0) undkompensiert hiermit den Pol von 1=Y an diesem Punkt. F�ur die Tensorpotenzenerhalten wir (dz)� = Y ��(dX)�; ddz = Y ddX : (14-18)Hierbei habe ich f�ur den Spezialfall � = �1 die �ubliche Schreibweise als Derivationben�utzt. Damit ist eine Basis der Schnitte in K� mit demselben Regularit�atsverhal-ten wie in Prop. 14.1 durch die Elementef�n := Asn��Y ��(dX)�; n 2 Z (14-19)gegeben. Im Fall der Vektorfelder erhalten wir aus Prop. 14.1 nach Ersetzen vonY 2 mit Hilfe des Polynoms f



222 Konforme FeldtheorieProposition 14.3. Eine Basis des Raums der meromorphen (rationalen) Vektor-felder, die holomorph (regul�ar) au�erhalb der Punkte 1 und (e1; 0) im 2-Punktfall(entspricht s = 0), bzw. 1, (as; bs) und (as;�bs) im 3-Punktfall (s = 1; 2) sind, istauf der elliptischen Kurve E gegeben durch die ElementeV s2k�1 := �(X � as)�k Y ddX ; V s2k := �12f(X)(X � as)�k�2 ddX ; (14-20)wobei k alle ganzen Zahlen durchl�auft und f(X) = 4(X � e1)(X � e2)(X � e3) ist.Durch deg(Vn) = n wird auf L ein Grad eingef�uhrt.Proposition 14.4. [I],[C] Die Lie-Algebrenstruktur der Krichever-Novikov-Vektor-feldalgebra L ist im 2-Punktfall durch die Strukturgleichungen in den Erzeugendenvon Prop 14.3 gegeben wie folgt: (hierbei seien die ungeraden Indizes mit � und �bezeichnet, die Geraden mit n und m)[V�; V�] = (� � �)V�+�[Vn; Vm] = (m� n)fVn+m + 3 e1Vn+m+2+ (e1 � e2)(e1 � e3)Vn+m+4g[V�; Vn] = (n� �)Vn+� + (n� �+ 1) 3 e1Vn+�+2)+ (n� �+ 2)(e1 � e2)(e1 � e3)Vn+�+4 ; (14-21)
Ist d die Summe der Grade der Erzeugenden auf der linken Seite, so gilt f�ur denGrad d0 der Elemente auf der rechten Seite d � d0 � d+ 4. Dies bedeutet, wie wirnat�urlich bereits aus der allgemeinen Theorie wissen, da� eine beinahe-graduierteStruktur vorliegt. Entsprechende Strukturgleichung f�ur die 3-Punktf�alle sind in [I]gegeben und sollen hier nicht wiederholt werden.Die singul�aren Mitglieder der Familie von kubischen Kurven, welche durch dasPolynom (14-11) gegeben ist, sind genau die Kurven, die �uber den Punkten inbB liegen bei denen mindestens zwei der ei zusammenfallen. Wir erhalten zweiverschieden Situationen.Wenn nur zwei zusammenfallen, etwa e1 = e2 = e, ergibt sich die Knotenkurve ENde�niert durch Y 2 = 4(X � e)2(X + 2e) : (14-22)



14. Ein Beispiel einer Entartung 223Wegen e1 + e2 + e3 = 0 besitzt der dritte den Wert �2e.Wenn alle drei denselben Wert haben, der dann notwendigerweise gleich 0 ist, er-halten wir die Spitzenkurve EC (die Neilsche Parabel)Y 2 = X3 : (14-23)Die Singulari�at auf EN ist der Punkt (e; 0). Er ist ein gew�ohnlicher Doppelpunkt.Die Singularit�at auf EC ist der Punkt (0; 0). Er ist eine Spitze. Der Punkt 1 =(0 : 1 : 0) liegt jeweils auf der kubischen Kurve, ist aber keine Singularit�at.In beiden F�allen ist die komplex-projektive Gerade P1 die Desingularisierung.Die Punkte von P1 seien durch die homogenen Koordinaten (t : s) gegeben. Wirde�nieren die folgenden Abbildungen  N ;  C : P1 ! P2 durch N (t : s) = ( t2s� 2es3 : 2t(t2 � 3es2) : s3 ); (14-24) C(t : s) = ( t2s : 2t3 : s3 ) : (14-25)Unter diesen Abbildungen korrespondiert der Punkt 1 = (1 : 0) auf P1 zumPunkt 1 (und nur zu diesem) auf den Kurven EN und EC . Die Abbildungen wer-den durch homogene Polynome gegeben. Damit sind es o�ensichtlich algebraischeAbbildungen. Wiederum ist es genug, den a�nen Teil zu betrachten (d.h. wir setzens = 1). Die a�nen Abbildungen seien mit demselben Symbol bezeichnet. Eine di-rekte Berechnung zeigt die folgenden Eigenschaften (dies ist nat�urlich wohlbekannt).(1) Bild  N = EN und Bild  C = EC .(2)  C ist 1 : 1.(3) Die einzigen Punkte an denen  N nicht 1 : 1 ist, sind die Punkte t = p3e undt = �p3e . Diese projizieren beide auf den singul�aren Punkt (e; 0). Der Punkt(�2e; 0) entspricht t = 0. DamitProposition 14.5. Die Abbildungen N : P1 ! EN und  C : P1 ! ECsind die eindeutigen Desingularisierungen der Knotenkurve EN bzw. der Spitzen-kurve EC .Wir haben nun die markierten Punkte zu betrachten. In allen F�allen bildet t =1auf P1 auf einen Punkt ab, an dem Pole erlaubt sind.



224 Konforme FeldtheorieEs sei daran erinnert, da� die anderen Markierungen gegeben sind durch (e1; 0) im2-Punktfall, bzw. (a; b) und (a;�b) im 3-Punktfall. Hierbei ist a und b gegebendurch (14-14), (14-13).Die Situation im Spitzenfall ist einfach zu beschreiben. Da e1 = e2 = e3 = 0 ist,gehen alle markierten Punkte (a; b) zu der Singularit�at (0; 0) (sowohl im 2-Punkt-als auch im 3-Punktfall). Auf P1 liegen somit die Punkte t = 0 und t =1 �uber denmarkierten Punkten der entarteten Kurve.Im Knotenfall und bei 2 Punkten gibt es 2 verschiedene Entartungen.(1) Ist e = e1, so wird der markierte Punkt zum singul�aren Punkt. Damit erhaltenwir auf P1 zwei Punkte t1 = p3e und t2 = �p3e , die dem 2. Punkt entsprechen.Wir erhalten P1 mit 3 markierten Punkten.(2) Ist e 6= e1, dann ist der markierte Punkt ein regul�arer Punkt. Nur der Punktt = 0 entspricht dem 2. Punkt. Wir erhalten P1 mit 2 markierten Punkten.Die Analyse des 3-Punktfalls [I] soll hier nicht dargestellt werden.Im folgenden sei immer der 2-Punktfall vorausgesetzt. Wie oben gezeigt wird einSchnitt von K�E f�ur eine nichtsingul�are kubische Kurve E gegeben durch5w(X;Y ) =Xk2Z0��k(X � e1)�k + �kY (X � e1)�k�1��dXY ��; �k; �k 2 C :(14-26)Auf der nichtleeren, o�enen Menge der nichtsingul�aren Punkte machen diese Ele-mente auch im entarteten Fall, EN und EC , Sinn. Ziehen wir die Schnitte via  N ,bzw.  C �uber der o�enen Menge der nichtsingul�are Punkte zur�uck, so erhalten wirwohlde�nierte meromorphe (rationale) Schnitte von K�P1 �N (w)(t) = w(X(t); Y (t)) bzw.  �C(w)(t) = w(X(t); Y (t)) : (14-27)Um deren darstellenden Funktionen zu �nden, m�ussen wir die Ausdr�ucke f�ur X undY in der Variablen t einsetzen und das Di�erential mit Hilfe von dt schreiben.F�ur die Potenzen des Di�erentials erhalten wir im Knotenfall�dXY �� = 1(t2 � 3e)� (dt)�; (14-28)5Das Symbol 0 bedeutet, da� nur endlich viele Summanden auftauchen.



14. Ein Beispiel einer Entartung 225und im Spitzenfall �dXY �� = 1t2� (dt)� : (14-29)Damit sehen wir explizit, da� zus�atzliche Pole und Nullstellen (abh�angig vom Vor-zeichen von �) an den Punkten, welche �uber den singul�aren Punkten liegen, auf-treten k�onnen. Ein wichtiges Beispiel ist der Pullback des konstanten Di�erentialsdz = dXY . Wir erhalten 1t+p3e 1t�p3e dt bzw. 1t2 dt : (14-30)Durch Entartung zur Knotenkurve erhalten wir ein meromorphes Di�erential mitPolen von der Ordnung 1 an den Punkten t = �p3e , bzw. durch Entartung zurSpitzenkurve ein meromorphes Di�erential mit einem Pol von Ordnung 2 bei t = 0.Dies sind die Rosenlicht-Di�erentiale [181].Hier m�ochte ich mich auf den Vektorfeldfall (� = �1) beschr�anken. Es tre-ten nur zus�atzliche Nullstellen an den Punkten �uber den Singularit�aten auf. AlleLie-Ableitungen k�onnen auf der (Zariski-)o�enen Menge der Punkte berechnet wer-den, welche nichtsingul�are Punkte unter der Entartung bleiben. Damit ist die Lie-Struktur nicht gest�ort unter der Entartung. Wir erhaltenProposition 14.6. Unter dem geometrischen Prozess der Entartung und Desin-gularisierung erh�alt man eine, geometrisch induzierte, \Deformation" der Algebrader Vektorfelder auf dem Torus in eine Unteralgebra der Algebra der Vektorfel-der auf P1, bestehend aus Vektorfeldern mit Polen nur an den Punkten t f�ur die(X(t); Y (t)) ein markierter Punkt auf der ausgearteten kubischen Kurve ist. Dieausgeartete Algebra kann erhalten werden, indem man die Erzeugenden durch ihrePullbacks ersetzt und die Strukturkonstanten auf ihre jeweiligen Grenzwerte setzt.Im Fall der Spitzenentartung gilt f�ur die �UberlagerungX(t) = t2 und Y (t) = 2t3. Die Pullbacks berechnen sich zu �C(V2k�1) =  �C(A2k �dXY ��1) = �t�2k+2 ddt = �l�(2k�1); �C(V2k) =  �C(A2k+1�dXY ��1) = �t�2k+1 ddt = �l�2k : (14-31)



226 Konforme FeldtheorieHierbei sind die ln = zn+1 ddz die Erzeugenden der Vektorfeldalgebra auf P1 (mitA = f0;1g). Dies ist die Witt-Algebra, bzw. die Virasoro-Algebra ohne zentralenTerm. Das Vorzeichen und die umgekehrte Indizierung (im Vergleich zur sonst�ublichen) entspricht der Tatsache, da� der Grad aufgrund der Ordnungen am Punkt1 gebildet wird. Damit erhalten wir in der Spitzenentartung (mit den obigenmarkierten Punkten) durch � : Vn 7! �l�n einen Isomorphismus zur vollen Witt-Algebra. Dies stimmt �uberein mit der Entartung der Strukturgleichungen (14-21)zu [Vn; Vm] = (m� n)Vn+m; n;m 2 Z : (14-32)Im Knotenfall m�ussen wir zwei Unterf�alle unterscheiden.(1) F�ur e = e1 ist der Grenzwert des markierten Punkts eine Singularit�at. F�ur denPullback erhalten wir �C(V2k�1) =  �N�A2k �dXY ��1 � = �(t+p3e)�k+1(t�p3e)�k+1 ddt ; �C(V2k) =  �N�A2k+1�dXY ��1 � = �t (t+p3e)�k(t�p3e)�k ddt : (14-33)Damit sieht man explizit, da� auf der Desingularisierung 3 markierte Punkte auf-treten. Von einer 2-Punktsituation ausgehend, haben wir eine 3-Punktsituationerhalten. Die Grenzalgebra ist durch den Grenzwert der Strukturgleichungen (14-21) f�ur e1 = e2 = e oder e1 = e3 = e gegeben[V�; V�] = (� � �)V�+�[Vn; Vm] = (m� n)fVn+m + 3 eVn+m+2g ;[V�; Vn] = (n� �)Vn+� + (n� �+ 1) 3 eVn+�+2) : (14-34)Weiter unten soll diese Algebra genauer identi�ziert werden.(2) Der n�achste Unterfall ist e1 6= e. Der Grenzwert des markierten Punktes istkeine Singularit�at. Es gilt 2e+ e1 = 0. Die Pullbacks sind �C(V2k�1) =  �N�A2k �dXY ��1 � = �t�2k(t+p3e)(t�p3e) ddt ; �C(V2k) =  �N�A2k+1�dXY ��1 � = �t�2k�3(t+p3e)2(t�p3e)2 ddt :(14-35)



14. Ein Beispiel einer Entartung 227Pole k�onnen an den zwei Punkten (t = 0) und (t = 1) auftreten. Damit verlassenwir hier nicht die 2-Punktsituation. Wir erhalten jedoch nicht die volle Virasoro-Algebra, da die derart erhaltenen Vektorfelder Nullstellen bei t = �p3e habenm�ussen. Tats�achlich gibt es noch einen Unterschied in den zwei Formeln von(14-35). Wir erhalten eine zus�atzliche Bedingung um die genaue Unteralgebra zubestimmen. Nur diese Funktionen auf P1 (gegeben als Laurentpolynome) k�onnenals Pullback von EN erhalten werden, die f(p3e) = f(�p3e) erf�ullen. F�ur geradeFunktionen ist dies automatisch der Fall. F�ur ungerade Funktionen bedeutet dies,da� sie dort verschwinden m�ussen. Damit treten nur Funktion erzeugt durch t2kund t2k+1(t2 � 3e) f�ur k 2 Z auf. (Es sei daran erinnert, da� der zweite Termt2 � 3e vom Di�erential kommt.)Die Strukturgleichungen der Algebra (durch den �ublichen Proze� erhalten) sind[V�; V�] = (� � �)V�+�[Vn; Vm] = (m� n)fVn+m � 6e Vn+m+2+ 9e2 Vn+m+4g[V�; Vn] = (n� �)Vn+� + (n� �+ 1) (�6 e)Vn+�+2+ (n� �+ 2) 9e2 Vn+�+4 : (14-36)
Um die obigen Algebren n�aher zu beschreiben, betrachte ich bestimmte Unter-algebren der Witt-Algebra. Die Vektorfelder, die an den Punkten � und ��, mit� 6= 0;1 verschwinden, sind die Vektorfelderf(t) (t2 � �2) ddt (14-37)mit einem Laurentpolynom f(t) in t. O�ensichtlich de�nieren sie eine Unteralgebravon W mit der Vektorraumbasistk (t2 � �2) ddt = lk+1 � �2lk�1; k 2 Z : (14-38)Innerhalb dieser Unteralgebra betrachten wir den Unterraum erzeugt durch die Vek-torfelderM2k�1 := �t�2k(t2 � �2) ddt = ��l�(2k�1) � �2l�(2k+1)�; (14-39)M2k := �t�2k�3(t2 � �2)2 ddt = ��l�2k � 2�2l�(2k+2) + �4l�(2k+4)� :(14-40)



228 Konforme FeldtheorieEntweder durch direktes Ausrechnen der Lie-Klammer oder durch Berechnung in-nerhalb der Witt-Algebra sieht man, da� dieser Unterraum eine Unteralgebra W�von W ist.F�ur � = p3e stimmen die Mn mit den Pullbacks (14-35) �uberein. Die Abbildung� : Vn 7!Mn; n 2 Z ergibt die Identi�kation der geometrisch induzierten entartetenAlgebra (14-36) mit der Algebra W�. In [58] wurde eine Beziehung der \deformier-ten" Algebra im 2-Punktfall mit der Witt-Algebra aufgrund formaler algebraischerUntersuchungen gefunden. Tats�achlich wurde dort versucht (ohne Erfolg) diese mitder gesamten Witt-Algebra zu identi�zieren. Nach dem oben Gesagten sehen wirden Grund, warum dies nicht funktionieren konnte.Ich komme nun zu der Algebra Z� der Vektorfelder auf P1, die holomorphau�erhalb der Punkte �;�� und 1 (� 6= 0; 1) sind. In den vorhergehenden Ab-schnitten, bzw. genauer in [H],[G], wurde eine Methode eingef�uhrt um eine Basis f�urdiese Algebra zu erhalten. Die Eingangspunkte seien f�;��g und der Ausgangs-punkt sei f1g.6 Die Algebra ist erzeugt (als Vektorraum) durch Elemente en;1 unden;2 mit n 2 Z. Deren Divisoren sind(en;1) = (n+ 1)[�] + (n+ 2)[��] + (�2n� 1)[1];(en;2) = (n+ 2)[�] + (n+ 1)[��] + (�2n� 1)[1] :Dies sind die Erzeugenden vom Grad n. In diesem Unterraum der Elemente vomGrad n k�onnen wir auch symmetrische und antisymmetrische Erzeugende Hn undGn w�ahlen. Hn ist die eindeutige Linearkombination (bis auf Multiplikation miteinem Skalar) von en;1 und en;2 mit ord1(Hn) = �2n, Gn ist die eindeutige Li-nearkombination (bis auf Multiplikation mit einem Skalar) von en;1 und en;2 mitord0(Gn) = 1. Deren Divisoren sind(Hn) = (n+ 1)[�] + (n+ 1)[��] + (�2n)[1];(Gn) = (n+ 1)[�] + (n+ 1)[��] + [0] + (�2n� 1)[1] : (14-41)Per Konstruktion sind dies immer noch homogene Elemente vom Grad n und allezusammen bilden sie ein Basis der Algebra Z�. Explizit k�onnen sie gegeben werden6Unsere Situation ist eigentlich gerade durch die gespiegelte Aufspaltung gegeben. Es ist aller-dings leichter, die Symmetrie in � und �� in der gew�ahlten Aufspaltung zu erkennen. Vergleichtman die beiden Graduierungen und nimmt man in einer davon den negativen Grad, so ist dieIdentit�at ein beinahe-graduierter Isomorphismus, im Sinne der untenstehenden De�nition.



14. Ein Beispiel einer Entartung 229alsHn(t) := (t� �)n+1(t+ �)n+1 ddt ; Gn(t) := t (t� �)n+1(t+ �)n+1 ddt : (14-42)Eine direkte Rechnung zeigt[Hn; Hm] = 2(m� n)Gn+m;[Gn; Gm] = 2(m� n)(Gn+m+1 + �2Gn+m);[Gn; Hm] = (2(m� n)� 1)Hn+m+1 + 2(m� n)�2Hn+m : (14-43)F�ur � = p3e im 1. Fall der Knotenentartung sind diese Elemente gerade �N (V2k�1) = �H�k;  �N (V2k) = �G�k�1 :Durch � : V2k�1 7! �H�k; V2k 7! �G�k�1 (14-44)erhalten wir die geometrisch induzierte Identi�kation der entarteten Algebra im Fall(14-34) mit der vollen Algebra Z�, wie man durch direktes Rechnen veri�ziert.Wir sollten allerdings nicht vergessen, da� nicht nur die Algebren, sondern auchderen Graduierung von Bedeutung ist. Die einzige graduierte Algebra hier (im�ublichen Sinne) ist die Witt-Algebra. Alle anderen Algebren sind nur beinahe-graduiert. Damit macht es keinen Sinn zu untersuchen, ob die obigen Abbildungendie Graduierung erhalten. Stattdessen f�uhre ich den folgenden Begri� ein:De�nition 14.7. Sein T und S beinahe-graduierte (Lie-)Algebren. Ein(Lie-)Homomorphismus � : S ! T hei�t ein Homomorphismus von beinahe-graduierten Algebren, falls es positive nat�urliche Zahlen a; k; l gibt, so da� f�urjedes homogene Element s 2 S gilta � deg(s)� k � deg(�(s)) � a � deg(s) + l : (14-45)Hierbei bezeichne deg(�(s)) den Wertebereich der jeweiligen Grade der nichtver-schwindenden Komponenten von �(s).Benutzt man f�ur die Vektorfeldalgebren auf P1 den negativen Grad, so gilt



230 Konforme FeldtheorieProposition 14.8. Alle die obigen Isomorphismen � sind Homomorphismen vonbeinahe-graduierten Lie-Algebren.Das Studium der Entartungen kann auch auf die zentralerweiterten Vektorfeld-algebren ausgedehnt werden. Der de�nierende Kozykel, der durch Integration�uber eine Niveaulinie C� gewonnen wird, degeneriert zum Standardkozykel f�ur dieVirasoro-Algebra. Selbstverst�andlich funktioniert auch die �Ubertragung auf die Dif-ferentialoperatoralgebren bzw. die entsprechenden Moduln.
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